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Capitulo 1

Preliminares: definicoes indutivas e
linguagens

Exemplo 1: Seja C o menmﬂ subconjunto de Ny que satisfaz as seguintes condigoes:
1. 0 e C;
2. para todon € Ny, sen € C, entao n+ 2 € C.
Exemplos de elementos de C' sao: 0, 2, 4. De facto:
e 0 ¢ um elemento de C', por C satisfazer 1;
e sabendo que 0 € C, por C satisfazer 2, segue 0 +2 =2 € C
e sabendo que 2 € C, por C satisfazer 2, segue 2+2 =4 € C.

Adiante (e como ¢é facil de intuir), mostraremos que C' é o conjunto dos nimeros pares.

Esta forma de definir o conjunto C' é um caso particular das chamadas defini¢oes
indutivas de conjuntos, um mecanismo muito util para definir conjuntos (e de uso
frequente em Ciéncias de Computagao), que apresentaremos de seguida.

Definicao 2: Sejam X um conjunto e B um subconjunto nao vazio de X. Seja O
um conjunto de operag¢ées em X (i.e., fungdes do tipo X™ — X, com n € N). Um
subconjunto I de X tal que

i) BCle

ii) I é fechado para as operagoes de O (i.e., as operagoes de O quando aplicadas
a elementos de I produzem elementos de I ou, por outras palavras, para cada
operagao f: X" — X de O e para cada (z1,...,x,) € I", f(z1,...,x,) € I)

!Dizemos que um conjunto A é mais pequeno que um conjunto B quando A C B
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4 CAPITULO 1. PRELIMINARES: DEFINICOES INDUTIVAS E LINGUAGENS

¢ chamado um conjunto indutivo, sobre X, de base B e conjunto de operagoes O.

Observacao 3: Admitamos as suposicoes da definicao anterior. Entao:
i) X é um conjunto indutivo para qualquer O;
ii) B é um conjunto indutivo quando O = 0.

Donde, podemos concluir que, os subconjuntos indutivos de um conjunto, para uma
dada base e um dado conjunto de operacoes, nao sao necessariamente 1inicos, pois X e
B sao ambos conjuntos indutivos, sobre X, de base B e conjunto de operacoes ().

Definigao 4: Sejam X um conjunto, B um subconjunto nao vazio de X e O um
conjunto de operacoes em X. O menor conjunto indutivo, sobre X, de base B e conjunto
de operagoes O é chamado o conjunto definido indutivamente (ou conjunto gerado) por
O em B. Chamaremos ao par (B, ) uma defini¢ao indutiva sobre o conjunto suporte
X.

Exercicio 5: Explicite X, B e O no caso do conjunto definido indutivamente no
exemplo inicial.

Observacao 6: Nas condigoes da definicao anterior, demonstra-se que o conjunto G
gerado por O em B é a intersecao de todos os conjuntos indutivos, sobre X, de base
B e conjunto de operacoes O. Alternativamente, demonstra-se que os elementos de G
sao exatamente os objetos que podem ser obtidos a partir de B, aplicando um ntmero
finito de operacoes de O.

Definigao 7:

1. Chamaremos alfabeto a um conjunto de simbolos e chamaremos [etras aos
elementos de um alfabeto.

2. Dado um alfabeto A, chamaremos palavra (ou string) sobre o alfabeto A a uma
sequéncia finita de letras de A. A notacao A* representara o conjunto de todas as
palvras sobre A.

3. A sequéncia vazia de letras de A chamaremos palavra vazia, notando-a por e.

4. Dado n € N e dadas n letras ay, as, ..., a, de um alfabeto A (possivelmente com
repetigoes), utilizamos a notagao ajas...a, para representar a palavra sobre A cuja
i-ésima letra (para 1 <i <n) é a,.



5. O comprimento de uma palavra é o comprimento da respetiva sequéncia de letras.
Em particular, a unica palavra de comprimento 0 é e. Dada uma palavra wu,
denotamos por |u| o comprimento de w.

6. Duas palavras sobre um alfabeto dizem-se iguais quando tém o mesmo
comprimento e coincidem letra a letra.

7. Dadas duas palavras u,v sobre um alfabeto, utilizamos a notagao wv para
representar a concatenagdo de u com v (i.e., a concatenagdo das respetivas
sequéncias de letras, colocando primeiro a sequéncia de letras relativa a ).

8. Uma linguagem sobre um alfabeto A é um conjunto de palavras sobre A (i.e. um
subconjunto de A*).

Exemplo 8: Seja A o alfabeto {0,s,+, x, (,)}. Consideremos a linguagem E em A
(E para expressoes), definida indutivamente pelas seguintes regras:

1. 0¢ E;
2. e € E= s(e) € E, para todo e € A%

3. e1,e0 € E = (61 + e3) € E, para todo e, ey € A*;

4. e1,e9 € E = (e1 X €3) € E, para todo ey, ey € A*.

Por exemplo, as palavras 0, s(0), (0 x 0), (s(0) + (0 x 0)) pertencem a E. De facto:
e 0 € F, pela regra 1;

e de 0 € F, pela regra 2, segue s(0);

e de 0 € E, pela regra 4, segue (0 x 0);

e de s(0) € E e (0 x 0), pela regra 3, segue (s(0) + (0 x 0)).

Ja as palavras sobre A +(00) e s0 nao pertencem a E. Note-se que nenhuma palavra de
E tem a letra + como primeira letra e nenhuma palavra de E, com excecao da palavra
0, tem 0 como ultima letra.

Definigao 9:  Seja (B, ) uma defini¢ao indutiva sobre um conjunto suporte X de
um conjunto I e seja e € X. Uma sequéncia de formagao de e é uma sequéncia finita
de elementos de X na qual:

1. o ultimo elemento € e;

2. cada elemento pertence a B ou é imagem de elementos anteriores na sequéncia
por uma operacao de O.
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Na representagao de uma sequéncia de formacao, habitualmente, usaremos virgulas
para separar os elementos da sequéncia.

Exemplo 10: Retomemos o exemplo anterior. A sequéncia de 4 palavras

0,s(0), (0 x 0), (s(0) + (0 x 0))

¢ uma sequéncia de formacao de (s(0) + (0 x 0)). Porqué? Esta sequéncia de formagao
representa o essencial da justificacao que apresentamos no Exemplo 8 para provar que
(s(0) 4+ (0 x 0)) é uma palavra da linguagem F.

Proposicao 11: Seja I um conjunto definido indutivamente, sobre um conjunto
suporte X, e seja e € X. Entao, e é um dos elementos de I se e somente se e admite
uma sequéncia de formacao.

Observagao 12: Retomemos o Exemplo 10. A sequéncia de formagao de (s(0)+(0x0))
que ai apresentamos nao é tunica. Por exemplo,

0, (0 x 0),s(0), (s(0) + (0 x 0))

¢ também uma sequéncia de formagao de (s(0) + (0 x 0)). Porqué?

Na verdade, quando um objeto tem uma sequéncia de formagao, esse objeto admite
uma infinidade de sequéncias de formacao. Por exemplo, no caso anterior, podemos
aumentar o comprimento da sequéncia acima, tanto quanto queiramos, adicionando 0’s
no inicio da sequéncia.

Observacao 13: A demonstracao da Proposicao 11, em particular, requer a ferramenta
de inducao estrutural, que estudaremos de seguida.

Teorema 14 (Principio de indugao estrutural associado a uma defini¢ao indutiva):
Considere-se uma definigao indutiva (B, O) de um conjunto I sobre X e seja P(e) uma
condicao sobre e € I. Se:

1. para todo b € B, P(b) é verdadeira;

2. para cada operacao f : X" — X de O, para todo ey, ...,e, € I, se P(ey),... P(e,)
sao verdadeiras, entdao P(f(eq,...,e,)) é verdadeira;
entao, para todo e € I, P(e) é verdadeira.

Dem.: SejaY = {e € I: P(e) é verdadeira}. Entao, Y é um conjunto indutivo, pois
contém B e é fechado para as operagoes de O. Logo, como I é o menor dos conjuntos



indutivos, I C Y. Como da definicao de Y se tem também Y C I, segue que ¥ = I.
Portanto, por defini¢do de Y, tem-se que, para todo e € I, P(e) é verdadeira. O

Observacao 15:

1. A cada definicao indutiva de um conjunto I esta associado um principio de inducao
estrutural.

2. O usual Principio de inducgao sobre os naturais é o principio de inducao estrutural
associado a seguinte caracterizacao indutiva de N: N é o menor subconjunto de
N que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) 1 € N;
(b) para todon € N, se n € N, entdo n+ 1 € N.

Exemplo 16: O Principio de indugao estrutural associado a definicao indutiva do
conjunto C' do Exemplo 1 é o seguinte:
Seja P(n) uma condigao sobre n € C. Se:

1. P(0);
2. se P(k) , entao P(k + 2), para todo k € C;

entao, P(n) é verdadeira, para todo n € C.

Consideremos a condi¢gao P(n), com n € C, dada por: “n é par”. Provemos que
P(n) é verdadeira, para todo n € C. Pelo Principio de indugao estrutural para C,
basta mostrar que as duas condicoes acima sao verificadas.

1. 0 é par. Logo, P(0) é verdadeira.

2. Seja k € C. Suponhamos que P(k) é verdadeira. Entao, k é par. Logo, k + 2 é
também par e, portanto, P(k + 2) é verdadeira. Provamos, assim, a condigao 2
do Principio de indugao estrutural para C.

Para mostar que C é efetivamente o conjunto dos niimeros pares, falta ainda mostrar
que C' contém o conjunto dos nimeros pares. Para tal, pode provar-se, por inducao em
Ny, que, para todo n € Ny, 2n € C. (Exercicio.)

Exemplo 17: O Principio de indugao estrutural associado a definigao indutiva da
linguagem de expressoes E' do Exemplo 8 é o seguinte:
Seja P(e) uma condigao sobre e € E. Se:

1. P(0);



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES: DEFINICOES INDUTIVAS E LINGUAGENS

2. se P(e), entao P(s(e)), para todo e € E;
3. se P(e1) e P(e2), entdo P((e; + e2)), para todo ey, ey € E;
4. se P(ey) e P(ey), entdo P((e; X e3)), para todo e, es € F;

entao P(e), para todo e € E.

Exemplo 18: Consideremos de novo a linguagem de expressoes F do Exemplo 8 e
consideremos a funcao np : E — Ny que, a cada expressao de F, faz corresponder o
numero de ocorréncias de parénteses na expressao. Esta funcao pode ser definida por
recursao estrutural em E do seguinte modo:

1. np(0) = 0;

2. para todo e € E, np(s(e)) = 2 + np(e);

3. para todo ey, e2 € E, np((e1 + e2)) = 2 + np(er) + np(eq);
4. para todo ey, es € E, np((eq X e3)) = 2+ np(e1) + np(eq).

Notemos que, nos casos relativos as regras indutivas de E (casos 2, 3 e 4), a
caracterizacao da imagem é feita em termos da imagem da subezpressao direta (caso 2)
ou das imagens das subexpressoes diretas (casos 3 e 4).

Mostremos, agora, uma das propriedades das expressoes de E relativa a funcao np.
Designadamente, mostremos que, para todo e € E, np(e) é par. A prova serd feita com
recurso ao Principio de inducao estrutural para FE, descrito no exemplo anterior.

Para cada e € F, seja P(e) a afirmagao “np(e) é par”.

1. P(0) é a afirmagao “np(0) é par”. Ora, np(0) = 0, que, evidentemente, é par.
Logo, P(0) é verdadeira.

2. Seja e € E e suponhamos que P(e) é vélida (a hipdtese de inducao (H.I.)). Ou
seja, suponhamos que np(e) é par. Queremos provar que P(s(e)) é vélida, i.e.,
que np(s(e)) é par. Ora, np(s(e)) = 2+ np(e). Sendo np(e) par, por H.I., e sendo
a soma de dois pares um par, é 6bvio que também np(s(e)) é par. Logo, podemos
deduzir que P(s(e)) é valida.

3. Sejam e1,e5 € E e suponhamos que P(e;) e P(eg) sdo vélidas (as hipéteses de
indugdo (H.I.)). Ou seja, suponhamos que np(e;) é par, assim como np(es).
Queremos provar que P((e; + ey)) é valida, i.e., que np(e; + e3) é par. Note-
se que np((e; +e2)) = 2+ np(ey) +np(ez). Por H.I., sabemos que np(e1) e np(es)
sao pares. Como a soma de pares é também par, ¢ claro que np((e; + e2)) é par.
Assim, pode-se concluir que P((e; + e2)) é valida.



4. Sejam ey, es € E e suponhamos que P(e;) e P(ey) sao vélidas (H.I.). Logo, np(e;)
e np(ey) sao pares. Queremos mostrar que P((e; X e3)) é valida, ou seja, que
np(ey X eg) é par. Temos que np((e1 X e3)) = 2+ np(ey) + np(es). Ora, sabemos,
por H.I., que np(e;) e np(ey) sao pares. Consequentemente, np((e; X e;)) é par.
Assim, podemos afirmar que P((e; X eg)) é valida.

Mostramos assim que as condicoes 1, 2, 3 e 4 do Principio de inducao estrutural
para E sao verificadas. Logo, por esse principio, conclui-se que P(e) é verdadeira, para
todo o e € E, ou seja, que np(e) é par, para todo o e € E.

Exemplo 19: A definicao indutiva do conjunto C' do Exemplo 1 também permite a
definicao de fungoes por recursao estrutural. Por exemplo, existe uma e uma sé funcao
f: C — Ny que satisfaz as seguintes condigoes:

L. f(0) =0;

2. para todon € C, f(n+2) =1+ f(n).

Acerca desta funcao, pode provar-se, com recurso ao Principio de inducao para C'
(ver Exemplo 1), que, para todo n € C, f(n) = §. (Exercicio.)

Observacao 20: Ao contrario do que sucede em relacao ao Principio de indugdo
estrutural, nem todas as defini¢oes indutivas tém um Principio de recursao estrutural
associado. Este principio é valido apenas para as chamadas definicoes indutivas
deterministas. As defini¢oes indutivas de C' e E, que vimos nos Exemplos 1 e 8, inserem-
se nesta classe. As defini¢oes indutivas deterministas caracterizam-se por permitirem
decomposicoes unicas dos seus elementos.

Vejamos um exemplo de uma definicao indutiva nao-determinista e de problemas
que surgiriam com um hipotético principio de recursao estrutural associado.

Tomemos a definicao indutiva de C' do Exemplo 1 e acrescentemos-lhe, agora, a
regra:

3. paratodon € Ny, sen € C, entao 2 xn € C.

Simultaneamente, as condicoes que definem a funcao f, no exemplo anterior,
acrescentemos, agora, a seguinte condicao associada a regra que acabamos de
introduzir:

3. paratodon € C, f(2n) =2+ f(n).

O principio de recursao estrutural associado asseguraria que esta condicao,
juntamente com as condicoes 1 e 2 do exemplo anterior, definiriam uma fungao.
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Mas, por exemplo, qual seria a imagem de 4 por f?

Por um lado, f(4) = f(2x2) =2+ f(2) =2+ f(24+0)=2+1+ f(0)=34+0=3
(fazendo na primeira igualdade a decomposi¢ao de 4 pela regra 3 e usando a condi¢ao 3
na segunda igualdade).

Por outro lado, f(4) = f(24+2) = 14+ f(2) = 141 = 2 (fazendo na primeira igualdade
a decomposi¢ao de 4 pela regra 2 e usando a condigao 2 na segunda igualdade).

Teriamos, portanto, duas imagens distintas para 4, o que ¢é impossivel.
Consequentemente, o principio de recursao estrutural nao pode ser valido para esta
definicao indutiva.



Capitulo 2

Calculo Proposicional da Ldégica
Classica

Notagao 21: Normalmente, usaremos CP para abreviar Calculo Proposicional da
Légica Cléssica.

2.1 Sintaxe

Definicao 22: O alfabeto do CP ¢é notado por A°Y e é constituido pelos seguintes
simbolos (letras):

a) Do, P1s -y Py - (com n € Np), chamados varidveis proposicionais, formando um
conjunto numeravel, denotado por V¢7;

b) L, =, A, V, =, >, chamados conetivos proposicionais (respetivamente, absurdo,
negagao, conjuncao, disjun¢ao, implicacdo e equivaléncia);

c) (, ) (abrir e fechar parénteses), chamados simbolos auziliares.

Exemplo 23: As sequéncias de simbolos L pag) e (p1) sdo palavras sobre A“F | ambas
de comprimento 3. A sequéncia de simbolos p; (de comprimento 1) é também uma
palavra sobre A“Y | sendo diferente da palavra (p;).

Definicao 24: O conjunto das férmulas do CP é notado por F°F e é a linguagem
sobre A" definida indutivamente pelas seguintes regras:

a) le FOr;
b) p € FOF, para todo p € VT,

11



12 CAPITULO 2. CALCULO PROPOSICIONAL DA LOGICA CLASSICA
c) p € F¥ = (~yp) € FOF, para todo ¢ € (AT,

d) p,v € F' — (pOy) € FOF para todo O € {A,V,—, <>} e para todo
o, € (A°T)".

Exemplo 25: A palavra ((— L) A (ps — po)) ¢ uma férmula do CP. Por exemplo,

L, (= 1), ps,p0, (P6 — Po), (= L) A (ps — o))

¢ uma sua sequéncia de formacao (de comprimento 6).
As palavras L py) e (p1) nao sao férmulas do CP. De facto, nenhuma palavra sobre
AP de comprimento 3 é uma férmula do CP.

Exercicio 26: Particularize o conceito de sequéncia de formacgao, apresentado na
Definicao 9 , ao caso da definicao indutiva do conjunto F¢F.

Notacao 27: Os parénteses extremos e os parénteses a volta de negagoes sao muitas
vezes omitidos. Por exemplo, a palavra (ps A =pg)V L serd utilizada como uma
representagao da férmula ((ps A (=po))V L). Por abuso de linguagem, chamaremos
formulas a tais representacoes de féormulas.

Teorema 28 (Principio de indu¢do estrutural para férmulas do CP): Seja P(¢) uma
propriedade sobre férmulas ¢ € F¢F. Se:

a) P(L);
b) P(p), para todo p € VEF;
c) P(y) = P(=¢), para todo ¢ € F;

d) P(¢1) e P(is) = P(1101)y), para todo O € {A,V,—, <>} e para todo ¢y, 9, €
j_‘CP.
entdo P(yp), para todo p € FCF.

Dem.: Basta particularizar o Principio de indugao estrutural associado a uma defini¢ao
indutiva ao caso da definicao indutiva de F¢F. |

Observacao 29: Uma aplicagdo do resultado anterior para demonstrar uma
proposicao é chamada uma demonstragao por inducao estrutural em formulas do CP.
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Exemplo 30: Podemos recorrer a uma demonstragao por inducao estrutural em
formulas do CP para provar que: para toda a férmula, o nimero de ocorréncias de

2

“(” é igual ao numero de ocorréncias de )

Consideremos a propriedade sobre férmulas P(p), dada por “npe(p) = npd(yp)”,
onde npe(p) e npd(p) denotam o nimero de ocorréncias em ¢ de “(” e de “)”,
respetivamente.

a) npe(L) =0 = npd(L), pelo que P(L).

b) Para todo p € V' npe(p) = 0 = npd(p) e, portanto, P(p).

c) Seja b € F¢T e (como hipétese de inducio) suponhamos P(z)). Entdo,
npe((—v)) = 14 npe(¢) = 1+ npd(yp) = npd((—p)),

onde a segunda igualdade segue da hipdtese de inducao. Assim, npe((—v))) =
npd((—1)), provando P(—)).

d) Para todo O € {A,V,—, <} e para todo ¥1,1, € FF, P(¢y) e P(y) =
P(vy1O1hy). (Exercicio.)

De a) a d), pelo Principio de inducao estrutural para F¢F, segue que, para toda a
férmula ¢, P(p) é verdadeira, ou seja, o nimero de ocorréncias de “(” em ¢ é igual ao
nimero de ocorréncias de “)” em .

Observacao 31: A definicao indutiva de F¢F é determinista. Por esta razao, F¢F
admite um principio de recursdo estrutural. Uma aplicacao deste principio para definir
uma funcao é chamada uma definicao por recursao estrutural em formulas do CP.

Definigao 32: A funcao var : F¥ — P(VP), que a cada férmula faz corresponder
o conjunto das varidveis proposicionais que nela ocorrem, é definida, por recursao
estrutural em férmulas do CP, do seguinte modo:

a) var(L) = 0;

b) wvar(p) = {p}, para todo p € V°F;

c) var(—y) = var(y), para todo p € FF;

d) var(e0y) = var(y) Uvar(y), para todo O € {A,V,—, <>} e para todo p, 9 €
Fer,
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Exemplo 33: var(py — (—p2V 1))

= war(p) Uvar(—psV L)

= {p1} Uvar(-pz) Uvar(Ll)
{p1} Uwvar(ps) U
{p1} U {p2}

{p1,p2}-

Definigao 34: Sejam v uma férmula e p uma variavel proposicional. A funcao
[/p] : FEP — FCP que a cada féormula ¢ faz corresponder a férmula notada por
[ /p], que resulta de ¢ por substitui¢ao das ocorréncias de p por v, é definida, por
recursao estrutural em férmulas do CP, como a tunica fungao t.q.:

a) L [y/p] =1;

Y se p=p :
b) p; = , para todo ¢ € Ny;
) pilt)/D) {pz- s piitp P 0

c) (—g1)[th/p] = —~p1[/p], para todo ¢y € FOF;

d) (e10¢2)[¢/p] = 1[0 /p]D@a[tb/p], para todo O € {A,V, =, <3}, 01,95 € FOF.

Exemplo 35:

a) (=p1 = (P2 L))[po V p1/p2)
= (=p1)[po V p1/p2) = (P2 L)[po V p1/p2]
= —pi[po V p1/p2] = (P2[po V p1/p2AN L [po V p1/p2])
= —p1 = ((po Vp1)A L)

b) Verifique que (—p; — (p2A L)[po V p1/po] = (mp1 — (p2A L)). Esta igualdade
corresponde a um caso particular da proposi¢ao que se segue (observe que py ¢
var(—p; — (p2A 1))).

Proposigao 36: Para todo ¢,¢ € FF p e VP se p & var(y), entdao ¢[/p] = ¢.

Dem.: Por indugao estrutural em ¢. (Exercicio.) a

Definigao 37: A fungao subf : FY¥ — P(FCF) é definida, por recursao estrutural
em formulas do CP, do seguinte modo:

a) subf(p) = {p}, para todo p € VP U{L};

b) subf(—p) = {—¢} Usubf(p), para todo ¢ € FCF;
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c) subf(pOy) = {0y} Usubf(p) Usubf(v), para todo O € {A,V,—, <>} e para
todo ¢, € FOF.

Dadas férmulas ¢ e 1, diremos que ¢ é uma subférmula de ¥ quando ¢ € subf ().

Exemplo 38: subf(—p1 — p2)

= {=p1 = p2} Usubf(=p1) U subf(p)
{=p1 = p2} U{=p1} Usubf(p) U {p2}
{=p1 = p2} U{=p1} U{p1} U{p2}
= {=p1 = p2, 1,1, P2}

Proposigao 39: Para todo ¢, € F¢F | © é uma subférmula de 1) se e s6 se uma das
seguintes condicoes é satisfeita:

a) = y;

b) existe ¥ € FOF t.q. ¥ = =)y e ¢ é uma subférmula de vy;

c) existe um conetivo O € {A,V, —, «+} e existem férmulas vy, 9y € FOF t.q. ¢ =
Y1015 e ¢ é uma subférmula de ¥, ou de 5.

Dem.: Por analise de casos em ).

Caso ¢ € VYP U {L}. Entao, ¢ subférmula de v
sse € subf(y)
sse ¢ € {¢}
sse  p =1.

Assim, supondo que ¢ é uma subférmula de v, temos ¢ = 1, pelo que a condicao a)
é satisfeita. Reciprocamente, uma vez que v € VP U {1}, as condicdes b) e ¢) nio
sao satisfeitas, pelo que teremos que ter ¢ = 1. Logo, pela sequéncia de equivaléncias
anterior, segue que ¢ ¢ uma subformula de .

Restantes casos (caso 1) = —);, para algum ¢ € FF e caso ¢ = 101y, para
algum O € {A,V, —, <} e para alguns ¥y, ¢, € FOP): exercicio. O

2.2 Semantica

Definicao 40: Os wvalores légicos do CP sao o verdadeiro e o falso. Estes valores serao
denotados por 1 e 0, respetivamente.

Defini¢ao 41: Uma funcio v : FF — {0,1} é uma valoracdo quando satisfaz as
seguintes condigoes:
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b) v(=p) = f-(v(p)), para todo ¢ € FF,
c) v(edy) = fa(v(p),v(v)), para todo ¢, € FF e para todo O € {A,V, —, <1,

onde f-, fa, fv, [, fo sao as funcgoes boleanas determinadas pelas tabelas de verdade
dos respetivos conetivos; concretamente:

f~: {0,1} — {0,1} fa: {0,132 — {0,1}
0 — 1 (1,1) 1
1 — 0

(1,0)
(0,1)
(0,0)

Y

1111

0
0
0

fv: {01}y — {0,1}  fo: {0,1}* — {0,1}  fo: {0,1}* — {0,1}

(L,1) 1 (1,L1) 1 (1,1) +— 1
(1,0) 1 (1,0) 0 (1,0) 0
0,1) 1 0,1) 1 0,1) 0
(0,0) 0 (0,0) 1 (0,0) 1
Proposicao 42: Seja v uma valoracao e sejam ¢, ¥ férmulas do CP. Entao,
a) v(=p) = 1sse v(p) = 0; v(=p) =1 —v(@);
b) v(p Ag) =1ssev(p) =1ev(y) =1 v(p Ap) = minimo(v(e),v());
c) v(p V1) =1sse v(p) =1ouv(y)=1; v(p Vi) = mdrimo(v(p),v(¥));
d) v(p — ) =1sse v(p) =0ouv(y) =1,
e) v(p ¢ ¥) =1sse v(p) =v(¥).
Dem.: Exercicio. ]

Proposicao 43: Seja f : VY — {0,1} uma funcio. Entdo, existe uma e uma s6
valoracao v t.q. v(p) = f(p), para todo p € VL.

Dem.: Consequéncia imediata do Principio de recursao estrutural para férmulas do

CP. O

Definigao 44: O walor ldgico de uma férmula ¢ para uma valoragdo v é v(p).
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Exemplo 45: Sejam v; a tnica valoracdo t.q. vy(p) = 0, para todo p € V°F e v, a
Unica valoracao t.q.

[ 1 se pe{pop2}
vz(p) _{ 0 se p e VY —{po,p2}

Sejam ainda ¢ = (p; V p2) = (p1 Ap2) e ¥ = —p1 <> (p1 —L). Entao:

a) Como vy(p1) = vi(p2) = 0, v1(p1 V p2) = 0, donde, de imediato, segue v (p) = 1.
(Exercicio: verifique que vy(p) = 0.)

b) Como wv1(p;1) = 0, por um lado, temos vi(—p;) = 1 e, por outro, temos
v1(p1 —L) = 1. Assim, v,(¢)) = 1.

(Exercicio: verifique que vy(¢)) = 1; em particular, observe que v, e vy atribuem
o mesmo valor 1égico a tinica varidvel proposicional que ocorre em ).)

Proposigao 46: Sejam vy e vy valoragoes e seja ¢ uma formula do CP. Se, para todo

p € var(y), vi(p) = va(p), entao vi(p) = va(p).
Dem.: Por inducgao estrutural em féormulas do CP.

Seja P(p) a condicao: para todo p € var(p),vi(p) = va(p) = vi(p) = va(p).
a) P(L) é verdadeira, pois vy(L) = 0 = ve(L), por defini¢do de valoragao.

b) Suponhamos que p’ é uma varidvel proposicional e que, para todo p € var(p’),
v1(p) = va(p). Assim, como p' € var(p')(= {p'}), temos vy (p’) = va(p’). Deste
modo, para qualquer p’ € VP P(p') é verdadeira.

c) Mostremos que P(p;) e P(p;) implicam P(p10¢,), para todo o1, ps € FF e
para todo O € {A,V, —, < }.

Suponhamos que, para todo p € war(e10ps), v1(p) = wva(p). Entao,
como var(p10py) = wvar(er) U var(ys), para i € {1,2}, tem-se
v1(p) = va(p), para todo p € var(y;). Daqui, aplicando as hipdteses de indugao

P(p1) e P(pa), segue que vi(p1) = va(p1) e vi(pa) = va(p2).

Assim, v1(p18@2) = fa(vi(er), v1(p2)) = fo(va(er), va(@2)) = va(@1B¢2), e,
portanto, P(p;0¢ps) é verdadeira.

d) Exercicio: demonstrar que P(p;) implica P(—y;), para todo ¢, € FCF. O

Definicao 47:
1. Uma férmula ¢ é uma tautologia quando, para qualquer valoracao v, v(p) = 1.

2. Uma férmula ¢ é uma contradi¢ao quando, para qualquer valoracao v, v(¢) = 0.
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Notagao 48: A notagdo = ¢ significard que ¢ é uma tautologia e a notacao = ¢
significard que ¢ nao é uma tautologia.

Exemplo 49:

1. A férmula ¢ = =p; <> (p1 —L) do exemplo anterior é uma tautologia. De facto,
dada uma valoragao arbitraria v, sabemos que v(p;) =0 ou v(p;) =1, e:

(a) caso v(p1) =0, entdo v(—p;) =1 e v(py —»L) =1, donde v(¢)) = 1.
(b) caso v(p1) =1, entdo v(—p;) =0 e v(p; —L) =0, donde v(yp) = 1.

2. Para todo ¢ € FF ¢ A = é uma contradicdo. De facto, dada uma valoracao
arbitraria v, sabemos que v(¢) = 0 ou v(p) = 1, e:

(a) caso v(p) = 0, entao, de imediato, sabemos v(p A —p) = 0.

(b) caso v(p) = 1, entao v(—p) = 0, donde v(p A =p) = 0.

3. As férmulas pg, =po, po V p1,Po A p1, Po — P1, Po <> p1 nao sao tautologias nem sao
contradigdes. (Porqué?)

Proposicao 50: Para todo ¢ € F¢7,
1. ¢ é tautologia se e s6 se -y é contradicao;
2. ¢ é contradigao se e s6 se —p é tautologia.

Dem.: Exercicio. O

Observacao 51: Sabendo que ¢ nao é uma tautologia, nao podemos concluir que ¢ é
uma contradicao e, analogamente, sabendo que ¢ nao é uma contradi¢ao, nao podemos
concluir que ¢ é uma tautologia. Tenha-se em atencao que existem férmulas que nao
sao tautologias, nem sao contradigdes (como vimos no exemplo anterior).

Observacao 52: Pela Proposicao 46, para decidir se uma férmula ¢ é uma tautologia,
basta calcular o valor 1égico de ¢ para 2#v%(¥) valoracoes (o niimero de atribuicoes,
possiveis, as varidveis proposicionais de ). Tal pode ser descrito através de uma
tabela de wverdade, como se segue. Introduzimos: uma coluna para cada variavel
proposicional de ¢; uma coluna para ¢; e colunas (auxiliares) para cada uma das
restantes subférmulas de ¢. Introduzimos linhas para cada uma das atribuigoes,
possiveis, de valores de verdade as varidveis proposicionais de ¢ (i.e., sequéncias de 0’s
e 1’s de comprimento igual ao nimero de variaveis proposicionais em ¢). Preenchemos
as colunas respeitantes as variaveis proposicionais com essas atribuicoes. Nas restantes
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posicoes pos;; da tabela, escrevemos o valor légico da férmula respeitante a coluna 7,
para uma valoragao que satisfaz as atribuicoes as variaveis proposicionais na linha .

Exemplo 53: Seja ¢ a férmula (—p; — —ps) <> (p2 = p1). Da tabela de verdade para
v, apresentada de seguida, podemos concluir que ¢ é uma tautologia, uma vez que ¢
assume o valor légico 1, para todas as possiveis atribuicoes de valores de verdade as
variaveis proposicionais de .

P1| P2 || 71| P2 | Tp1 = P2 | P2 = P || (P11 = p2) < (P2 = 1)
11 oo 1 1 1
110 0| 1 1 1 1
011 1 0 0 0 1
ololl 1|1 1 1 1

Tabela de verdade de (—p; — —p2) <> (p2 — p1).

Teorema 54 (Generalizagao): Sejam p uma varidvel proposicional e sejam ¢ e
férmulas do CP. Se ¢ é uma tautologia, entao ¢[i)/p| é também uma tautologia.

Dem.: Qualquer que seja a valoragao v, demonstra-se, por inducao estrutural na
formula ¢, que a valoracao v’ definida, a partir de v e de v, do seguinte modo

v(Y) se p'=p
U,(pl) —
v(p') se p' e VI —{p}

é tal que v’ () = v(p[/p]). Portanto, se p é uma tautologia, v'(p) = 1 e, pela igualdade
anterior, v(p[i/p]) = 1. Assim, qualquer que seja a valoragao v, v(p[¥/p]) = 1, i.e.,
@[ /p] é uma tautologia. O

Exemplo 55: A férmula py V —pg é uma tautologia. Logo, para qualquer férmula 1,
a formula (py V —po)[v)/po] = 1 V =) é ainda uma tautologia.

Definicao 56: Uma férmula ¢ diz-se logicamente equivalente a uma férmula
(notagao: ¢ < 1) quando a férmula ¢ <> 1 é uma tautologia, ou seja, quando para
qualquer valoragao v, v(p) = v(1).
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Exemplo 57: Para toda a féormula ¢,—p < (p —1). A demonstracao deste resultado
pode ser sintetizada numa tabela de verdade, como se segue:

ol @l =L~ (p—1)
1o 0 1
1 1 1

Tabela de verdade de —¢ < (p —1).

Na primeira linha da tabela, é demonstrado que o valor 16gico de = <> (¢ —1) é 1
para qualquer valoracao para a qual ¢ assuma o valor légico 1. Na segunda linha da
tabela, é demonstrado que o valor 16gico de - <+ (¢ —_L) é 1 para qualquer valoragao
para a qual ¢ assuma o valor légico 0.

Proposicao 58: A relacao de equivaléncia logica satisfaz as seguintes propriedades:

1. para todo ¢ € FF ¢ & ¢ (reflezividade);

2. para todo ¢, € FP se p < 1, entdo ¥ < ¢ (simetria);

3. para todo ¢, 1,0 € FF se p & 9 e ¢ & 0, entdo p & o (transitividade).

Dem.: Para mostrar 1, temos que mostar que, para todo ¢ € F°F a férmula ¢ < ¢
é uma tautologia. De facto, dado ¢ € FCF para qualquer valoragio v, v(p) = v(y),
donde v(p <> ) = 1, e, consequentemente, ¢ <> @ é uma tautologia. (Exercicio:
mostrar 2 e 3.) O

Corolario 59: A relagao de equivaléncia légica é uma relacao de equivaléncia em
JT_'CP
Dem.: Imediata, a partir da proposi¢ao anterior. O

Proposigao 60: As seguintes equivaléncias légicas sao vélidas.
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(pVY) Vo s eV(yVoa) (pAP)No = e A (Y AT)
(associatividade)
pVY SV pAY S YA
(comutatitvidade)

PV ep PANp =P
(idempoténcia)

pV 1ls e PN Llsp
(elemento neutro)
pVales L O\ L1
(elemento absorvente)
pV(PAa) s (V) A(pVa) pA(PVa) s (@A) VI(pAa)
(distributividade)
“(pVY) & o A= (e A) & —pV g
(leis de De Morgan)
TP S PSP =g
(lei da dupla negagao) (contrarreciproco)
pev e (@29 AW =) PP pVY
PV o= p A (o V)
e =1 1l oA e
(expressdo de um conetivo em termos de outros conetivos)
Dem.: Exercicio. a

Notacao 61: Uma vez que a conjuncao ¢ uma operacao associativa, utilizaremos
a notagao p; A ... A ¢, (com n € N) para representar qualquer associagao, através
da conjuncao, das férmulas ¢y, ..., ¢, duas a duas. Analogamente, e uma vez que

a disjungao é tambem uma operagao associativa, utilizaremos a notagao ¢ V ... V
Y, para representar qualquer associagao, através da disjuncao, das férmulas ¢, ..., @,
duas a duas. Em ambos os casos, quando n = 1, as notagoes anteriores representam

simplesmente a férmula ;.
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Teorema 62 (Substituicio): Sejam p € V' e 1,0y € FOF. Entdo: ¢, < py sse
para todo ¢ € FP, 41 /p] & ¥pa/p).

Dem.:

i) Suponhamos que para todo v € FF ¢[p1/p] < [pa/p]. Entdo, em particular,
teremos que plp1/p| < ple2/p]. Logo, por defini¢ao de substituigao, ¢; < @s.

ii) Suponhamos agora que ¢ < ¢y. Vamos demonstrar, por indugao estrutural em
férmulas do CP, que para todo v € F¢F P(¢)), onde P(¢) é a condicao: [¢1/p] <

Y[p2/p).

a) Por defini¢ao de substituigao, L [¢1/p] =L=_1 [¢2/p|. Assim, como a relagdo <
é reflexiva, 1 <1, ou equivalentemente L [p1/p| <L [p2/p], e, portanto, P(L) é
verdadeira.

b) Seja p’ € VF. Consideremos dois casos.

b.1) Caso p’ = p. Entéo, por definigao de substituigao, p'[¢1/p] = ¢1 e p'[p2/p] =
2. Assim, como por hipétese @1 < pq, segue que p'[p1/p] < p'[p2/D],

b.2) Caso p’ # p. Entao, por definigao de substituigao, p'[v1/p] = p' e p'lp2/p] =
p'. Assim, tal como em a), por < ser reflexiva, p'[¢1/p] < p'le2/p).

Assim, para qualquer p’ € VEP P(p') é verdadeira.

c) Seja ¢y uma férmula e suponhamos P(v¢) (H.I.), tendo em vista mostrar que
P(—)1) é verdadeira, ou, dito por outras palavras, pretende-se mostar que

(=1)[e1/p] > (—1)[p2/p] é uma tautologia.
Seja v uma valoragao. Entao:

v((=¢1)le1/p))
= v(=1[e1/p)) (definigao de substituigao)
= fo(v(¢¥1|p1/p])) (definigao de valoragao)
= [~(u(alp2/pl) (%)
= v(—1[p2/p)) (definigao de valoragao)
v((—1)[p2/p])  (definicao de substituicao).

onde a igualdade assinalada com (*) é consequéncia da HI, pois da HI, por
definigao de <, segue que 1[p1/p] <> ¥1[p2/p] é uma tautologia, donde, em
particular, v(¢1[p1/p]) = v(¥1[pa/p]).

Assim sendo, v((—=¢1)[p1/p] < (—U2)[p2/p]) = 1 e, portanto, a férmula
(=1)[@1/p] > (—1ba)[p2/p] é uma tautologia.

d) Para completar a prova, falta mostar que, para todo O € {A,V,—, <>} e para
todo 1,1y € FCT, se P(1)1) e P(1)3), entao P(1,015). (Exercicio.) O
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Exemplo 63: Sejam ¢ e ¢ férmulas. Entao,

1) @)
(e AY) & eV & V.

Justificagbes

(1)  Lei de De Morgan.

(2) Dada uma varidvel proposicional p ¢ var(y) (que existe sempre, pois
o niimero de varidveis proposicionais que ocorrem em ¢ §é finito), pelo
Teorema da Substituicdo, como ——p < ¢, (p V ¥)[-~¢/p] < (pV
¥)[¢/p] e assim, uma vez que (pVip)[=—p/p] = "—pVip e (pVY)[p/p] =
@ V1, segue-se que ~—p VP & p V1.

Donde, como <> ¢é transitiva, podemos concluir a equivaléncia légica entre a primeira
férmula e a ultima férmula, ou seja, =(—p A ) < p V ).

Defini¢ao 64: Seja X C {Ll,—-,A,V,—, <>} um conjunto de conetivos. X diz-se
completo quando, para todo ¢ € FCF existe ¢p € FCF tal que ¢ < 1 e todos os
conetivos de v estao em X.

Proposigao 65: Os conjuntos de conetivos {—, -}, {—, L}, {A, =} e {V,—} sdo
completos.

Dem.: Vamos demonstrar que {—,—} é um conjunto completo de conetivos. (A
demonstracao de que os outros conjuntos de conetivos mencionados sao completos é
deixada como exercicio.) Para tal, comecemos por definir, por recursao estrutural em
formulas, a funcao f : FCF — FEP como a tinica funcao t.q.:

a) f(L) = =(po = po);

b) f(p) = p, para todo p € VOF;

c) f(=p) = ~f(p), para todo ¢ € F;

d) f(e =)= fl¢) = (@), para todo p,¢ € F;

e) flp V) =-f(p) = f(), para todo ¢, ¢ € F;

£) flo A¥) = =(f(p) = ~f(¥)), para todo ¢,y € F;
(

g) fle < ¥) =~((f(¢) = f(¥) = ~(f(¥) = f(¢))), para todo ¢, € F.

Lema: Para todo ¢ € FF o < f(p) e os conetivos de f(yp) estdo no conjunto
{_>7_'}'

Dem.: Por inducao estrutural em ¢. Exercicio.
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Do lema anterior concluimos de imediato que {—,—} é um conjunto completo de
conetivos, pois, para toda a férmula ¢, existe uma férmula ¢ —a férmula f(p)—
tal que ¢ < 1 e os conetivos de 1) estao no conjunto {—, —}. O

Exemplo 66: Da demonstracao da proposicao anterior, podemos concluir que a
férmula f((=p1 Ap2) =L) = =(=p1 = —p2) = —(po — po) é logicamente equivalente
a (—p1 A p2) —L e os seus conetivos estao no conjunto {—, —}.

Definicao 67: As variaveis proposicionais e as negagoes de variaveis proposicionais sao
chamadas literazis.

Definicao 68: Formulas do CP das formas

i) (V. Vi) A Al Vo Vilm,)

i) (g A Aliy) VooV (La Ao A,

em que os [;; sao literais e m, bem como os m;, pertencem a N, serao designadas
por formas normais conjuntivas (FNC) e formas mnormais disjuntivas (FND),
respetivamente.

Exemplo 69:

a) Todo o literal [ é simultaneamente uma forma normal conjuntiva e disjuntiva (na
definigao de formas normais, basta tomar n =1, m; =1 e ly; = 1).

b) A férmula p; A =ps A =pg é uma FNC (faga-se n =3, m; =1, mg = 1, mg = 1,
li1 = p1, log = —p2 e Iz = —po) e é também uma FND (faga-se n = 1, my = 3,
l11 = p1, l12 = —pg e l13 = —pg). Também a férmula p; V py é, em simultaneo, uma
FND e uma FNC. Mais geralmente, conjuncoes de literais e disjuncoes de literais
sao, em simultaneo, formas normais conjuntivas e disjuntivas.

c) A férmula (p1 V po) A (po V —p1) é uma FNC, mas ndo é uma FND.

d) A férmula —(p; V po) ndo é nem uma FNC nem uma FND.

Proposicao 70:  Para todo ¢ € FF, existe uma forma normal conjuntiva ¢° tal
que ¢ & ¢ e existe uma formal normal disjuntiva ¢? tal que ¢ < %

Dem.: Dada uma férmula ¢, uma forma normal conjuntiva e uma formal normal
disjuntiva logicamente equivalentes a ¢ podem ser obtidas através das seguintes
transformacoes:
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1. Eliminar equivaléncias, implicagoes e ocorréncias do absurdo, utilizando as
equivaléncias 16gicas ¢ <> w2 < (1 — @) A (2 = 1), Y1 = P2 < 2P V s €
le w1 N\ .

2. Mover negacgoes que se encontrem fora de conjuncgoes ou disjungoes para dentro
delas, utilizando as leis de De Morgan.

3. Eliminar duplas negagcoes.

4. Aplicar a distributividade entre a conjuncao e a disjungao. ]

Exemplo 71: Seja ¢ = ((—p1 V p2) — p3) A po. Entao:

i) p

((=p1V p2) = p3) Apo
(=(=p1 V p2) V p3) A po
((==p1 A =p2) V p3) A po
((p1 A =p2) V p3) A po

(p1V p3) A (=p2 V p3) Apo

1 A O

e a ultima formula é uma FNC,;

ii) @
& (P A—p2) Vps) Apo (por i))
< (pr A=p2 Apo) V (ps Apo),

sendo a ultima féormula uma FND.

Observacao 72: Consideremos de novo a Proposicao 70 e a sua demonstracao.
Uma demonstragao alternativa, que permite obter uma FND e uma FNC logicamente
equivalentes a uma dada férmula ¢, pode ser feita com recurso a tabela de verdade de
¢. Em particular, vejamos como obter uma FND ¢?, logicamente equivalente a ¢, a
partir da tabela de verdade de ¢.

e Se p é uma contradicao ou uma tautologia, basta tomar, respetivamente, uma
FND que seja uma contradi¢ao e uma FND que seja uma tautologia; por exemplo,
tome-se, respetivamente, god =po N\ —pg € gpd = Do V —Po.

e Doutro modo, sem perda de generalidade, suponhamos, que py,ps,...,p, SA0 as
variaveis proposicionais que ocorrem em dﬂ A tabela de verdade de ¢ tera 2"
linhas e pode ser representada da seguinte forma:

!'Note-se que uma férmula que néo é tautologia nem é contradicio terd que ter pelo menos uma varidvel
proposicional. (Exercicio)
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Pr | P2 |~ | Pn-1 | Pn ¥
1|1 ]---] 1 1| b
linhat— | a1 | ai2 |- | QGin—1 | Gin || b
0 0 0 0 | bgn
onde, para cada i € {1,...,2"}, b; = v;(¢) para toda a valoracao v; tal que

Ui(pj) = a;; para todo j € {1,...,n}.

Para cada i € {1,...,2"} tal que b; = 1 seja

Dj S€ a5 = 1 .
o = ara todo j € {1,...,n
g={ P Ew Tl Gaatedo € (L)
e seja
Bi = a1 Naga N A O-/i,nEI
Finalmente, suponhamos que i1,1s,...,%; sao as linhas para as quais b;, = 1, e
tome-se

P! =B V B V-V By
Prova-se que ¢? assim definida, de facto, é uma FND e ¢ logicamente equivalente
a .

Exemplo 73: Consideremos a férmula ¢ = ((ps — p1) V (-p1 <> L)) A pa.
Denotemos por ¢ a subférmula (ps — p1) V (—p1 <> L) de . A tabela de verdade de

@ é:

pr | p2|p3|| L] ps—=p | LYy

linhal—| 1[1[1]0]| 0 1 1 1|1
linha2—| 1| 1[0 0| 0 1 1 1|1
1 10 11]0 0 1 1 110
1jojofol| o0 1 1 10

110 1 0 0 010

linha6—| 0| 1[0 0] 1 1 0 1|1
0 l0|1]0]| 1 0 0 00
010|000 1 1 0 1]0

2Note-se que o valor l6gico na linha ¢ da tabela de verdade de 8; é 1 enquanto que em todas as outras linhas
é0.
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As linhas para as quais ¢ tem valor 1égico 1 sdo a 1%, a 2% e a 6*. Portanto, uma
FND logicamente equivalente a ¢ é: (p1 Apa Aps) V (p1 A pa A —ps3) V (=p1 A pa A —p3).

Definicao 74: Seja v uma valoracgao.

1. Dada uma férmula do CP ¢, dizemos que v satisfaz ¢ (ou que v € modelo de ¢),
e escrevemos v = ¢, quando v(p) = 1. Quando v nao satisfaz ¢ (i.e., quando
v(p) = 0), escrevemos v £ ¢.

2. Dado um conjunto de férmulas do CP T', dizemos que v satisfaz I' (ou que
v € modelo de T'), e escrevemos v |= I', quando v satisfaz todas as férmulas
de I'. Quando v nao satisfaz T' (i.e., quando existe ¢ € T' t.q. v [~ ¢ ou,
equivalentemente, quando existe ¢ € I' t.q. v(¢) = 0) escrevemos v [~ T

Exemplo 75: Seja vy a valoragao que atribui o valor légico 0 a todas as variaveis
proposicionais.

1. v = p1 <> p2 e v = —p1 A —pa;

2. vo FEp1 Vs e vg bE p1 & —pa;

3. vo = {p1 > p2, —p1 A p2} (por 1);

4. vo = {p1 <> p2,p1 V p2} (vo ndo satisfaz a 2% férmula);

5. v & {—p1 A —pa, p1 <> —p2} (vy ndo satisfaz a 2% férmula).

Observacao 76: Dado que no conjunto vazio nao ha qualquer féormula, tem-se,
trivialmente, que: para toda a valoragao v, v = ().
Definigao 77: Seja I' um conjunto de féormulas do CP.

1. I' diz-se um conjunto (semanticamente) consistente ou satisfazivel quando alguma
valoracao satisfaz I'.

2. T" diz-se um conjunto (semanticamente) inconsistente ou insatisfazivel quando nao
ha valoragoes que satisfacam T'.
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Exemplo 78:

a) Como vimos mno exemplo anterior, o conjunto de  férmulas
Ay ={p1 > p2, 7 p1 A p2} € satisfeito pela valoracdo vy desse exemplo e,
portanto, A; é consistente.

b) O conjunto Ay = {p; <> pa,p1 V p2}, considerado no exemplo anterior, nao é
satisfeito pela valoracao vy, mas ¢é satisfeito, por exemplo, pela valoragao que
atribui valor légico 1 a qualquer varidvel proposicional. Logo, Ay é também
consistente.

c) O conjunto Az = {=p; A =pa, p1 <> —pa}, considerado no exemplo anterior, é
inconsistente.

Dem.: Suponhamos que existe uma valoragao v que satisfaz Ag. Entao, v(—p; A
—pg) = 1, e portanto v(p;) = 0 e v(py) =0, e v(p; <> —pa) = 1. Ora, de v(py) =0,
segue v(—pg) = 1 e daqui e de v(p;) = 0, segue v(p; <> —p2) = 0, 0 que contradiz
v(p1 > —p2) = 1. Logo, ndo podem existir valoragoes que satisfacam Aj e, assim,
Az é inconsistente.

Proposigcao 79: Sejam I' e A conjuntos de formulas do CP tais que I' C A. Entao:
i) se A é consistente, entao I' é consistente;
ii) se I' ¢ inconsistente, entao A é inconsistente.

Dem.: Exercicio. O

Definicao 80: Seja ¢ uma férmula do CP e seja I' um conjunto de férmulas do CP.

1. Dizemos que ¢ é uma consequéncia semantica de I'; e escrevemos I' |= ¢, quando,
para toda a valoragao v, se v =T, entao v |= .

2. Escrevemos I' j£ ¢ quando ¢ ndo € consequéncia semdntica de T’ i.e., quando
para alguma valoragao v se tem v |=I" e, no enatnto, v }~ .

Observacao 81: Da definicao anterior, aplicando as defini¢oes de satisfacao de uma
formula e satisfacao de um conjunto de férmulas, segue de imediato que:

1. T' | ¢ se e s6 se para toda a valoragao v, se para todo ¢ € ', v(¢)) = 1, entao
v(p) = 1.

2. T' £ ¢ se e s6 se para alguma valoragao v se tem, para todo ¢ € T', v(¢p) = 1,
bem como v(y) = 0.
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Exemplo 82:
1. Seja I' = {p1, 7p1 V p2}. Entao:

(a) I' = p1. (Se tomarmos uma valoracao v tal que v = T, i.e., uma valoragao
tal que v(p1) =1 e v(—p1 V p2) = 1, em particular, temos v(p;) = 1.)

(b) I' = py. (Tomando uma valoragao v tal que v(p;) = 1 e v(—py V p2) = 1,
temos v(—p1) = 0 e, daqui e de v(—p; V p2) = 1, segue v(ps) = 1.)

(¢) T' = p1 Apa. (Tomando uma valoracao v tal que v(py) =1 e v(=p; Vo) =1,
temos necessariamente v(p;) = 1 e v(py) = 1 (tal como vimos nos exemplos
anteriores) e, por isso, temos v(p; A ps) = 1.)

(d) T' & ps. (Existem valoragoes v tais que v |= I' e v(p3) = 0. Por exemplo,
a valoracao que atribui valor logico 1 a p; e py e valor légico 0 as restantes
variaveis proposicionais é uma tal valoragao.)

(e) I' £ =p1 V = pa. (Por exemplo, para a valoragao vy tal que vi(p;) = 1, para
todo i € Ny, temos vy |=I' e, no entanto, v;(—p; V —p2) = 0.)

(f) T' = p3 V —p3. (Se tomarmos uma valoragao v tal que v |= T, temos v(p3 V
-p3) = 1. De facto, p3 V —p3 é uma tautologia e, como tal, o seu valor
légico é 1 para qualquer valoragdo (em particular, para aquelas valoragoes
que satisfazem I").)

2. Para todo ¢,9 € FF {p, o — 1} = 9. De facto, para qualquer valoracio v, se
v(p)=1ev(p — 1) =1, entao v(yh) = 1.

3. J4 a afirmacdo “para todo o, € FP {p — ¢} | 9" é falsa. Por exemplo,

{p1 = p2} ¥~ p2 (uma valoragao v tal que v(p;) = v(p2) = 0 satisfaz {p; — p2} €
nao satisfaz ps.

Proposigao 83: Para todo ¢ € FCF, = p se e s6 se ) = .
Dem.: Suponhamos que ¢ é uma tautologia. Entao, para toda a valoragao v, v = ¢ e,
assim, a implicagdo “v = () = v E ¢” é verdadeira (o seu consequente é verdadeiro),
pelo que, ) = .

Reciprocamente, suponhamos agora que @) |= ¢, i.e., suponhamos que para toda a
valoragao v,

vED=vE e

Seja v uma valoracdo arbitraria. Pretendemos mostrar que v = ¢. Ora,
trivialmente, v = () (Observagao 76). Assim, da suposigao, segue imediatamente v = .
O

Observagao 84: Se I' é um conjunto de férmulas inconsistente, entdo I' = ¢, para todo
0 € FCP. (Porqué?) Como tal, é possivel ter-se I' = ¢ sem que existam valoracoes
que satisfacam I'.
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Notacao 85: Muitas vezes, no contexto da relacao de consequéncia semantica,

usaremos a virgula para denotar a uniao de conjuntos e escrevemos uma férmula para

denotar o conjunto singular composto por essa formula. Assim, por exemplo, dadas

formulas o, ¥, @1, ..., ¢, e conjuntos de férmulas I', A, escrevemos:

a) I' A = ¢ como abreviatura para ' U A = ¢;
b) ', ¢ = 1 como abreviatura para I' U {¢} E 9;

C) Y1, ..., on = como abreviatura para {¢1,...,on} = ©.

Proposigcao 86: Sejam ¢ e ¢ férmulas e sejam I' e A conjuntos de férmulas.

a)
b)
c)
d)

e)

Se p € I', entao I' |= o.
Sel'Epel CA, entdo A = .
Sel'EpelA pE1y, entao AT = 9.
F'Ee—1vseesdisel ¢ 1.

Sel'Ep—vel g entao I' E .

Dem.:

a)

b)

d)

Suponhamos que ¢ € I'. Seja v uma valoracao e suponhamos que v satisfaz I'.
(Queremos mostrar que v satisfaz ¢, i.e., v(¢) = 1.) Entao, da defini¢ao de
satisfacao de conjuntos, sabemos que v atribui valor légico 1 a todas as férmulas
de T'. Assim, dado que por hipétese ¢ € I', temos v(p) = 1.

Seja v uma valoracao. Suponhamos que v satisfaz A. Assim, em particular, v
satisfaz I', pois (por hipétese) I' € A. Donde, pela hipdtese de que ¢ é uma
consequéncia semantica de I'; segue que v(p) = 1.

Exercicio.

=) Seja v uma valoracdo. Suponhamos que v satisfaz I' U {¢}. Entao, por
definigao de satisfagao de conjuntos, v satisfaz ' e v(¢) = 1 (x) . Assim,
como v satisfaz I', da hipétese T' = ¢ — 1 segue que v(¢ — ¢) = 1. Daqui
e de (») segue v(¢) = 1.

<) Exercicio.
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e) Seja v uma valoragdo. Suponhamos que v satisfaz I". Entdo, da hipétese
I' E ¢ — 1, podemos concluir que v(¢p — 1) = 1 e, da hipétese I' = ¢, podemos
concluir que v(p) = 1. De v(p = ) =1 e de v(p) = 1 segue v(¢) = 1. O

Proposigao 87: Sejam ¢, @1, ..., @, formulas, onde n € N. As seguintes proposigoes
sao equivalentes:

i) @1, 00 = 9
i) o1 A A pn 5

iii) = (1 Ao Apn) = .

Dem.: A equivaléncia entre ii) e iii) é um caso particular de d) da proposi¢ao anterior.
A equivaléncia entre i) e ii) pode ser demonstrada a partir da equivaléncia mais geral:
para todo o conjunto I' de férmulas,

Ly, mon Epseesése Do Ao Aoy E @,

a qual pode ser demonstrada por indugdo em n (exercicio). A equivaléncia entre i) e
iii) segue, entdo, por transitividade. |

Proposicao 88: Seja ¢ uma férmula do CP e seja I' um conjunto de férmulas do CP.
Entao: I' = ¢ se e 86 se I' U {—p} é semanticamente inconsistente.

Dem.:

=) Tendo em vista uma contradigao, suponhamos que I' U {—¢} é semanticamente
consistente, i.e., suponhamos que existe uma valora¢ao v que satisfaz I' U {—p}.
Entao, v satisfaz ' e v(—¢) = 1, i.e., v(¢) =0 (x) . Contudo, da hipétese, uma
vez que v satisfaz I', podemos concluir que v(¢) = 1, o que é contraditério com
(). Logo, por redugao ao absurdo, I' U {—p} é semanticamente inconsistente.

<) Suponhamos que v satisfaz I'.  Entdo, v(—-p) = 0, de outra forma terfamos
v(—p) = 1, donde, como v satisfaz I', ' U {—¢} seria semanticamente consistente,
contrariando a hipétese. Logo, v(p) = 1. Mostramos, assim, que toda a valoragao
que satisfaz ' também satisfaz ¢ e, portanto, I' = .
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2.3 Sistema Formal de Deducgao Natural

Observacao 89: O sistema formal de demonstracoes que estudaremos nesta seccao
sera notado por DNP e designado por Deduc¢ao Natural Proposicional.

Observacgao 90: O sistema DNP constitui uma certa formalizagao da nogao de
demonstracao para as formulas do Caélculo Proposicional, num estilo conhecido
como deducdo natural. As demonstragdes permitirao uma abordagem alternativa a
relagdo de consequéncia semantica (definida a custa do conceito de valoragao) e, em
particular, permitirao identificar as tautologias com as férmulas para as quais podem
ser construidas demonstragoes.

Exemplo 91: Demonstragoes em DNP serao construidas usando um certo conjunto
de regras de inferéncia, que codificam raciocinios elementares utilizados habitualmente
na elaboracao de demonstragoes matematicas.

Um raciocinio elementar que usamos frequentemente na construcao de
demonstracoes ¢ o seguinte: de ¢ e ¢ — 1 podemos concluir ©». Representaremos

este raciocinio do seguinte modo:
p o=
(8
Esta regra é habitualmente conhecida por modus ponens, embora no formalismo DNP
adotemos um nome diferente para esta regra, como veremos adiante.
Outro raciocinio elementar é o seguinte: se assumindo ¢ por hipétese podemos
concluir v, entao podemos(pconcluir © — Y.

Utilizemos a notacao w para simbolizar a possibilidade de concluir ¢ a partir de
. Entao, este raciocinio poderd ser representado do seguinte modo:

P

o=
Neste raciocinio, ¢ é uma hipotese tempordria usada para concluir ¥. A notagao

# veflete o facto de que a conclusao ¢ — 1 ja nao depende da hipétese temporaria ¢.

Notacao 92: O conceito de demonstracao em DNP serd formalizado adiante, através
de uma definicao indutiva. As demonstragoes corresponderao a certas drvores finitas
de formulas, onde uma férmula ¢ que ocorra como folha poderd estar cancelada, o que

sera notado por £ ou por [p]. Na apresentagao das regras de inferéncia de DN P,
usaremos a notacao
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para representar uma arvore de férmulas cuja raiz é 1) e cujas eventuais ocorréncias da

formula ¢ como folha estao necessariamente canceladas.

Definigao 93: As regras de inferéncia do sistema formal DNP sdo apresentadas de
seguida. Cada regra origina uma regra na definicao indutiva do conjunto das derivagoes
(Defini¢ao 95). As regras de inferéncia recebem derivagoes (uma ou mais) e produzem

uma nova derivacao.

Regras de Introducao

— I
o =Y
¢

T AT
©NY
]
L

ove L oy Vel

(RAA)

Sl

Regras de Eliminagao

Sl
E
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Numa regra de inferéncia, as férmulas imediatamente acima do trago de inferéncia serao
chamadas as premissas da regra e a formula abaixo do traco de inferéncia é chamada a
conclusao da regra de inferéncia.

Uma aplicacao ou instancia de uma regra de inferéncia é uma substituicao das
formulas da regra (meta-varidveis) por formulas do CP. Chamaremos inferéncia a uma
aplicagao de uma regra de inferéncia.

Exemplo 94: Vejamos dois exemplos de inferéncias Ay E:

p1 A\ p2 5 (p1 A p2) A (p1 — —p3)
D1 N D1 A\ P2

Estas duas inferéncias podem ser combinadas do seguinte modo:

ME

(2.1)

A\ A —
(P1 pz) (Pl PS) AE
D1\ D2 NE
D1 1 (2.2)

Combinando esta construgao com uma inferéncia — I podemos obter:

[(p1 Ap2) A (pr — —p3) ]

p1/\ D2
D1 ME

((p1 Ap2) A (p1 — —p3)) — p (2.3)
As duas inferéncias em ([2.1]), assim como as combinagoes de inferéncias em (2.2)) e
(2.3)), sdo exemplos de derivagdes no sistema formal DNP.

ME

— I

Definicao 95: O conjunto DPNF das derivacoes de DNP é o menor conjunto X, de
arvores finitas de formulas, com folhas possivelmente canceladas, tal que:

a) para todo ¢ € FOF a drvore cujo tnico nodo é ¢ pertence a X;

b) X é fechado para cada uma das regras de inferéncia de DNP; por exemplo, X é
fechado para as regras — F e — I quando as seguintes condigoes sao satisfeitas
(respetivamente):

D, D2

o =Y

_>
D T F

D
) 0 eXe poY €X =

#
D

D Y
ii) v e X = 90—>¢_>I eX

€ X,

p;

D

D Y
%

(onde: 1 denota uma arvore de férmulas cujaraiz é ;e p — ¥ -1 denota
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a arvore de formulas obtida de D adicionando um novo nodo ¢ — ¥, que
passa a ser a nova raiz e tem por tunico descendente a raiz de D, e cancelando
todas as eventuais ocorréncias de ¢ como folha).

s derivacoes de sao também chamadas deducoes. 0 mnosso estudo
As d G de DNP tamb h das ded N tudo,
privilegiaremos a terminologia derivacao. A terminologia demonstracdo sera reservada
para uma classe especial de derivagdes (ver Defini¢ao 99).

Observacao 96: O conjunto DPVF das derivacoes de DNP admite principios de
inducao estrutural e de recursao estrutural. Existe também um conceito natural de
subderivagao. Por exemplo, a derivacao ([2.3) tem as seguintes quatro subderivagoes:

(p1 Ap2) A (p1 — —p3)

(p1 Ap2) A (p1 — —p3) p1 A\ P2 AlE,
[(p1 Ap2) A (p1 — —p3) ] A E
(1 Ap2) A (p1 — —p3) p1 A\ D2 P 1
/\1E D1 48|
pl /\pQ /\ E N ]
pr M , ((pr Ap2) A (pr = —p3)) = 1 :

De facto, estas quatro derivacoes, lidas como uma sequéncia, constituem uma sequéncia
de formacao da derivacao (12.3).

Exemplo 97: Para quaisquer féormulas do CP ¢, 1 e o, as construgoes abaixo sao
exemplos de derivagoes de DNP.

p Kt
— NoF
) w/(@b(/i)E v P Y= (9= o)
) o M O =0 — E
o (1) —+ B
(pAd)—o 1
2@ =AM
B
2) S RAA®

—p =55 > IV

s
3) v 1?
vz
oo W—oyp 1

Os numeros naturais que aparecem a anotar inferéncias e férmulas canceladas

estabelecem uma correspondéncia, univoca, entre as formulas canceladas e as regras que
permitem efetuar esses cancelamentos. Por exemplo, em 3), a inferéncia — I anotada
com (1) é utilizada para cancelar a tinica ocorréncia como folha de ¢, enquanto que a
inferéncia — I anotada com (2) nao é utilizada para efetuar qualquer cancelamento.
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Definicao 98: Numa derivagao D: a raiz é chamada a conclusao de D; as folhas sao
chamadas as hipoteses de D; as folhas canceladas sao chamadas as hipoteses canceladas
de D:; as folhas nao canceladas sao chamadas as hipdteses nao canceladas de D.

Definicao 99: Seja D uma derivacao de DNP e ¢ uma féormula do Calculo
Proposcional.

Diremos que D é uma derivacdo de ¢ a partir de um conjunto de férmulas I' quando
@ ¢ a conclusao de D e o conjunto das hipoteses nao canceladas de D é um subconjunto
de T'.

Diremos que D é uma demonstra¢io de ¢ quando D é uma derivacao de ¢ a partir
do conjunto vazio.

Exemplo 100: Sejam ¢, ¢ e o formulas.

1. Seja D, a seguinte derivacao de DNP.

# o=
(0

— F ¢7L>U(1)

ﬁ—)[(z)
(v —=0) = (p—o0)

— F

— I

Entao:

(a) o conjunto de hipéteses de Dy é {p, o — 1,9 — o};

(b) o conjunto de hipdteses nao canceladas de Dy é {¢ — ¥ };
)
)

(c

(d) D; é uma derivagao de (1 — o) — (p — o) a partir de {¢ — ¥ }.

a conclusao de Dy é (¢ — o) = (¢ — 0);

2. Seja D a seguinte derivacao de DNP.

(D) SNCH)
w:oso ME w:g;o >
1 ob
_ (1)
(A =) !

Entao:

(a) o conjunto de hipdteses de Dy é { A —p};
(b
(c

(d) D5 é uma demonstracao de =(¢ A —p).

o conjunto de hipdteses nao canceladas de Dy é vazio;

a conclusao de Dy é =(p A —p);

)
)
)
)



2.3. SISTEMA FORMAL DE DEDUCAO NATURAL 37

Definicao 101: Diremos que uma férmula ¢ é consequéncia sintatica de um conjunto
de férmulas I ou que ¢ é derivdvel a partir de I' (notagao: I' F ¢) quando existem
derivagoes em DNP de ¢ a partir de I'. Escreveremos I' I/ ¢ para denotar que ¢ nao é
consequeéncia sintatica de I'.

Definigao 102: Uma férmula ¢ diz-se um teorema de DNP (notagao: + ¢) quando
existe uma demonstracao de . Escreveremos I/ ¢ para denotar que ¢ nao é teorema
de DNP.

Proposigao 103: Para toda a férmula ¢, ¢ é teorema de DNP se e s6 se ) - .

Dem.: Imediata a partir das definigoes. O

Exemplo 104: Atendendo ao exemplo anterior:
L{p =2 ¢}F W —0) = (¢ = o) (ie.,, (¥ — 0) = (¢ — o) é consequéncia
sintatica de {¢p — ¥}).

2. F=(p A=) (ie., (@ A —p) é um teorema de DNP).

Definigao 105: Um conjunto de férmulas I' diz-se sintaticamente inconsistente quando
I'FL e diz-se sintaticamente consistente no caso contrario (i.e. quando I' i/l ou seja,
quando nao existem derivagoes de L a partir de I').

Exemplo 106: O conjunto I' = {pg, po <> p1,po <> —p1} € sintaticamente inconsistente.
Uma derivacao de L a partir de I é:

Po Do <> D1
b1

Po Do <> D1

b —P1 _E

L

< B

Proposicao 107: Seja I' um conjunto de férmulas. As seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

a) I é sintaticamente inconsistente;
b) para alguma férmula o, I'F p e ' F —p;

c) para toda a férmula ¢, T' F .

Dem.: Por exemplo, é suficiente provar as implicagoes a)=b), b)=-c) e c)=-a).
a)=-b): admitindo que I" é sintaticamente inconsistente, existe uma derivagao D de
1 a partir de I". Assim, fixando uma (qualquer) férmula ¢, tem-se que

7 7
D, =% (1) Dy = = (L)
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(as derivagoes obtidas de D acrescentando, em ambos os casos, uma inferéncia final
(L), com conclusao p e =, respetivamente) sdo, respetivamente, derivagoes de (i) ¢ a
partir de I" (a conclus@o de D; é ¢ e as hipdteses nao canceladas de D; sdo as mesmas
que em D) e de (ii) —¢ a partir de T' (a conclusao de Dy é —p e as hipdteses nao
canceladas de Dy s@ao as mesmas que em D). Por conseguinte, I' - ¢ e T' F —¢.
Exercicio: prove as outras duas implicagoes. O

Notacao 108: Na representacao de consequéncias sintaticas utilizaremos abreviaturas
analogas as utilizadas para representacao de consequéncias semanticas. Por exemplo,
dadas formulas ¢, ¢q,...,, e dados conjuntos de férmulas I' e A, a notacao
LA 01,00 F @ abrevia TUA U {1, ..., o0} F @

Proposigao 109: Sejam ¢ e ¢ formulas e I' e A conjuntos de férmulas. Entao:
a) se ¢ € I', entao I' - ¢;
b) seT'Fpel CA, entdo Ak ¢;
c) sel'FpelA ok, entao AT F o;
d) T'Fy—=1seesdsel’, k1
e) sel'Fp—>1YeAl ¢, entao I') A F 9.
Dem.:

a) Suponhamos que ¢ € I'. Entao, a arvore cuja tnica férmula é ¢ é uma derivacao
cuja conclusao é ¢ e cujo conjunto de hipéteses nao canceladas é {p}, que é um
subconjunto de I', pois ¢ € I'. Assim, encontramos uma derivagao de ¢ a partir
de I', pelo que I' - ¢.

b), c) e e): Exercicio.

d) Suponhamos que I' F ¢ — ), i.e., suponhamos que existe uma derivacao D de
© — 1 a partir de I'. Entao,
J Y
L
D = " — F
(D' é a derivagao cuja ultima inferéncia é — FE e as derivagoes das premissas sao
¢ e D, respetivamente) é uma derivagao de v a partir de I' U {p}, pois: i) ¥ é a
conclusao de D’; e ii) o conjunto A de hipdteses nao canceladas de D’ é constituido
por ¢ e pelas hipéteses nao canceladas de D, que formam um subconjunto de T,
sendo portanto A um subconjunto de I' U {¢}.
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Suponhamos agora que I', ¢ F 9, i.e., suponhamos que existe uma derivacao D
de 9 a partir de I' U {¢}. Entao, a derivacao

(1)
P
D

Y
D= p—

— I,

(D' é a derivagao obtida de D acrescentando uma inferéncia final — I, que cancela
todas as ocorréncias de ¢ como hip6tese) é uma derivacao de ¢ — 1 a partir de T,
pois: 1) ¢ — ¥ é a conclusao de D’; e ii) o conjunto A de hipéteses nao canceladas
de D’ é constituido por todas as hipdteses nao canceladas de D (um subconjunto
de T'U {p}), exceto ¢ e, portanto, A é um subconjunto de T".

Teorema 110 (Corregdo): Para todo ¢ € F¢F e para todo I' C FF,

se ['F ¢, entao I' = .

Dem.: Suponhamos que I' - ¢, .e., suponhamos que existe uma derivacao D de
v a partir de I'. Aplicando o lema que se segue, conclui-se de imediato o resultado
pretendido.

Lema: Para todo D € DPNP se D é uma derivacao de ¢ a partir de I', entao

['E .
Dem. do Lema: Por inducao estrutural em derivagoes.

a) Suponhamos que D é uma derivacao, de ¢ a partir de I, com um tnico nodo.
Entao, o conjunto de hipdteses nao canceladas de D é {p} e, assim, ¢ € T
Donde, pela Proposicao 86(a), I' = ¢.

b) Caso D seja uma derivagao de ¢ a partir de I' da forma

A
Dy
o

¢_>U—>I.

Entao: (i) ¢ =4 — o e (ii) Dy é uma derivacdo de o a partir de 'U{¢}. Assim,
aplicando a hipétese de indugao relativa a subderivacao Dy, I',9 = 0. Donde,
pela Proposigao 86(d), I' F v — o.
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c) Caso D seja uma derivagao de ¢ a partir de I da forma

D, D2
o o=

¥

Entao: (i) ¢ = 1; (i) Dy é uma derivacao de o a partir de I'; e (iii) Dy é uma

— F.

derivacao de o — v a partir de I'. Assim, aplicando as hipoteses de inducao
relativas as subderivagdes Dy e Dy, segue I' =0 e I' = 0 — 1), respetivamente.
Daqui, pela Proposicao 86(e), conclui-se I' = 4.

d) Os restantes casos, correspondentes as outras formas possiveis de D, sao
deixados como exercicio.

|

Observacao 111: O Teorema da Correcao constitui uma ferramenta para provar a nao

derivabilidade de férmulas a partir de conjuntos de férmulas. De facto, do Teorema da

Correcao segue que

L'Ep=TFey,

o que significa que, para mostrar que nao existem derivacoes em DNP de uma férmula

¢ a partir de um conjunto de férmulas I', basta mostar que ¢ nao é consequéncia
semantica de I'.

Exemplo 112: Seja I' = {p; V pa2, p1 — po}.

1. Em DNP nao existem derivacoes de py V p; a partir de I'. Se existisse uma tal

derivagao, pelo Teorema da Corregao, terfamos I' = pyVp;, mas esta consequéncia
semantica nao é valida (tome-se, por exemplo, a valoragao que atribui 1 a ps e 0
as restantes varidveis proposicionais).

. De forma andaloga, pode mostrar-se que nao existem derivacoes de | a partir de

I (exercicio) e, entao, concluir que I' é sintaticamente consistente.

Definicao 113: Um conjunto de férmulas I' diz-se mazimalmente consistente quando:

i) I' é sintaticamente consistente; e

ii) para todo ¢ € F¢F p €T ou ~p €T.

Proposicao 114:  Sejam ¢ € F¢P e I' C F¢P. Se I' 6 maximalmente consistente e
' ¢, entao p €T
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Dem.: Tendo em vista uma contradigdo, suponhamos que ¢ ¢ I'. Logo, por I' ser
maximalmente consistente, ¢ € I'. Por hipotese, existe uma derivacao D de ¢ a
partir de I'. Assim, podemos construir a seguinte derivacao de L a partir de I'

D
L

n b

e concluir que I' é sintaticamente inconsistente, uma contradi¢ao com a hipotese de I'
ser maximalmente consistente. Logo, por reducao ao absurdo, ¢ € I'. O

Proposicao 115: Se I' é um conjunto de férmulas sintaticamente consistente,
entao existe um conjunto de férmulas I'* tal que: i) I’ C T'™* e ii) I é maximalmente
consistente.

Dem.: Prova-se que FY¥ é um conjunto numerdvel. Seja g, P1, ..., Pn, ... UMAa
enumeracao de F¢F. Definimos, para cada n € Ny, I',, como:

FO = F

- I U{en} sel,, U{p,} é sintaticamente consistente
Ean L U{—~¢,} sel, U{p,} é sintaticamente inconsistente

Demonstra-se que I'* = U I, satisfaz i) e ii), com o auxilio do seguinte lema:
neNy

Lema: Para todo n € Ny, I',, é sintaticamente consistente.

Este lema demonstra-se por indugao em Nj. O

Proposicao 116: Se I' é um conjunto de férmulas sintaticamente consistente, entao
I' é semanticamente consistente.

. uponham u & um conjunto sintaticamen nsistente. Enta
Dem Suponhamos que I' é co to sintaticamente consistente. Entao, pela
proposicao anterior existe um conjunto I'*, maximalmente consistente, que contém I'.
Seja v a unica valoracao tal que,

1 sepel™
0 sepglI™

para todo p € VP v(p) = {
Demonstra-se que:

Lema: v(p) = 1 sse p € ['*, para todo ¢ € FOF.

Deste lema, uma vez que I' C I'* e que v(p) = 1, para todo ¢ € I'*, concluimos que v
satisfaz I" e, assim, I' é semanticamente consistente.
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O lema anterior é demonstrado por indugao estrutural em férmulas do Calculo
Proposicional. A sua demonstracao evidencia a necessidade das varias regras de
inferéncia do sistema DNP.

O

Teorema 117 (Equivaléncia entre consisténcia sintdtica e semantica): Seja I' C F¢F.
Entao, I' é sintaticamente consistente sse I' é semanticamente consistente.

Dem.:
=) Proposicao 116.

<) Tendo em vista um absurdo, suponhamos que I' é sintaticamente inconsistente,
.e., I' L. Entao, pelo Teorema da Correcao,

FEL. &

Como (por hipdtese) I" é semanticamente consistente, existe uma valoragao v que
satisfaz I". Daqui, por (x), segue v(_L) = 1, o que contradiz a definigao de valoragao.
Logo, por reducao ao absurdo, I' é sintaticamente consistente.

g

Observacao 118: No resto desta secgao, uma vez que consisténcia semantica de
um conjunto de féormulas é equivalente a sua consisténcia sintatica, simplificaremos a
terminologia e referir-nos-emos apenas a consisténcia de conjuntos de formulas.

Teorema 119 (Completude): Para todo ¢ € F¢F e para todo I' C FF,
se ' =, entao I' F .

Dem.: Provaremos o contrarreciproco. Suponhamos I' I/ ¢. Entdo, T' U {—p} é
sintaticamente consistente, de outra forma, existiria uma derivagao D de L a partir de
F'U{-p} e, assim,

(1)
vl
7
% RAAW
(onde todas as ocorréncias de —p como hip6tese de D ficam canceladas com a aplicagao
de RAA) seria uma derivagao de ¢ a partir de I', contrariando a suposi¢ao I' I/ . Sendo

I'u{—¢p} sintaticamente consistente, segue da Proposi¢ao 116 que existe uma valoragao
v tal que v =T U {=p}. Assim, v =T e v(p) =0, donde I' j= ¢. O
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Teorema 120 (Adequacdo): Sejam ¢ € F¢F e I' C FOP. Entao, I'F g sse ' .

Dem.: Consequéncia imediata dos Teoremas da Correcao e da Completude. O

Corolario 121: Seja ¢ € FP. Entao, ¢ é um teorema de DNP sse ¢ é uma tautologia.
Dem.: Exercicio. a

Teorema 122 (Compacidade): Seja I' C FF. Entdo, I' é consistente sse todo o
subconjunto finito de I' é consistente.

Dem.:
=) Imediata (recorde-se a Proposigao 79).

<) Tendo em vista um absurdo, suponhamos que I' é sintaticamente inconsistente.
Entao, existe uma derivacao D de L a partir de I'. Seja IV o conjunto das hipoteses
nao canceladas de D, que, por definicao de derivacao, é finito. Assim, D é também
uma derivagao de L a partir de [, ou seja, I/ é sintaticamente inconsistente. Mas,
isto contradiz a hipdtese inicial, uma vez que I seria um subconjunto de I' finito
e inconsistente. Logo, por redugao ao absurdo, I' ¢ sintaticamente consistente.
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Capitulo 3

Calculo de Predicados de Primeira
Ordem da Loégica Classica

Observacao 123: O Cldlculo de Predicados de Primeira Ordem da Logica Cldssica
(adiante abreviado por Cdlculo de Predicados) é também conhecido na literatura por
Logica de Primeira Ordem Cldssica ou, simplesmente, por Ldgica de Primeira Ordem.

3.1 Sintaxe

Observacgao 124: Ao contrario do Célculo Proposicional, no Célculo de Predicados
existem duas classes sintdticas: a classe dos termos e a classe das formulas. Os termos
serao usados para denotar objetos do dominio de discurso em questdo (por exemplo,
nidmeros naturais, conjuntos, etc.) e as férmulas corresponderao a afirmagdes relativas
aos objetos (por exemplo, “dois é um nimero par” ou “o conjunto vazio é subconjunto
de qualquer conjunto”).

O Calculo de Predicados sera parametrizado por um tipo de linguagem, que fixara
quais os simbolos que poderao ser usados para construir termos (que designaremos
por simbolos de fungdo) ou para denotar relacoes elementares entre os objetos
(que designaremos por simbolos de relagdo). Este conjunto de simbolos dependera,
naturalmente, do problema em estudo.

Por exemplo, se estivermos a considerar a Aritmética (a teoria dos numeros
naturais), entre outros, serd ttil ter simbolos que denotem o numero 0, a operagao
de adigao e a relacao de igualdade. J& no caso de estarmos a considerar Teoria de
Conjuntos, sera util, por exemplo, ter simbolos para denotar o conjunto vazio, as
operacoes de reuniao de conjuntos e de conjunto poténcia, e as relagoes de pertenca,
inclusao e igualdade de conjuntos.

45
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Definigao 125: Um tipo de linguagem ¢ um terno (F, R, N) tal que:
a) F e R sao conjuntos disjuntos;
b) N é uma fun¢ao de F UR em Ny.

Os elementos de F sao chamados simbolos de funcdo e os elementos de R sao
chamados simbolos de relagao ou simbolos de predicado.

A fungdo N é chamada func¢do aridade, chamando-se ao nimero natural n = N (s)
(para cada s € F UR) a aridade de s e dizendo-se que s é um simbolo n-drio.
Intuitivamente, a aridade de um simbolo corresponde ao seu niumero de argumentos.

Os simbolos de funcao de aridade 0 sao chamados constantes. Neste estudo,
assumiremos que os simbolos de relacao nunca tém aridade 0.

Os simbolos de aridade 1 dir-se-ao também simbolos wundrios, os de aridade 2
bindrios, etc.

Exemplo 126: O terno La.; = ({0,s,+, x},{=,<},N), onde N(0) = 0, N(s) =1,
N(H+) =2, N(x)=2, N(=) =2 e N(<) = 2, é um tipo de linguagem. Chamaremos
a L 0 tipo de linguagem para a Aritmética.

Exemplo 127: O terno Ly = ({ 1,71}, {=}N), onde N(-) = 2, N(1) = 0,
N() =1e N(=) = 2, é uma linguagem. Chamaremos a Lo 0 tipo de linguagem
para grupos.

Exemplo 128: O terno L., = ({},{=,<},N), onde N (=) = 2 e N(L) = 2, é
uma linguagem. Chamaremos a L., 0 tipo linguagem para conjuntos parcialmente
ordenados.

Notagao 129: Habitualmente, usaremos a letra L (possivelmente indexada) para
denotar tipos de linguagens.

Caso nada seja dito em contrario, durante este capitulo L denotara um tipo de
linguagem (F, R, N), sendo o respetivo conjunto de constantes denotado por C.

Definigao 130: O alfabeto Ay induzido pelo tipo de linguagem L é o conjunto formado
pelos seguintes simbolos:

a) L, A, V, o, = e <+ (0s conetivos proposicionais);

b) 3 e V, chamados quantificador existencial e quantificador universal,
respetivamente;

C) Xo,T1, ..., Tp, ..., chamados varidveis (de primeira ordem), formando um conjunto
numeravel, denotado por V;
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d) “(7, “)” e “”, chamados simbolos auxiliares;

e) os simbolos de fungao e os simbolos de relagao de L (que se assume serem distintos
de todos os simbolos anteriores).

Exemplo 131: A sequéncia de 8 simbolos Jzg—(xg = 0) é uma palavra sobre o alfabeto
Ap ..., mas a sequéncia de 8 simbolos Jzy—(z¢ = 1) nao é uma palavra sobre Ay, , (1
nao ¢ uma das letras do alfabeto Ay, ).

Definicao 132: O conjunto 7; é o menor conjunto de palavras sobre Aj, que satisfaz
as seguintes condicoes:

a) para todo x € V, x € Ty;
b) para toda a constante ¢ de L, ¢ € Ty;

c) para todo o simbolo de funcao f de L, de aridade n > 1,
the€Tre...et, €T, = [f(t1,....,tn) € Tr, para todo t1,....t, € (Ag )*.

Aos elementos de 77, chamaremos termos de tipo L ou, abreviadamente, L-termos.

Exemplo 133:

1. As seguintes seis palavras sobre Ay, ., sao termos de tipo L g,
x1, 2, 0, 5(0), X(x1,22), +(Xx (21, 22), 5(0)).

Lida como uma sequéncia de palavras sobre Ay, ., esta sequéncia constitui uma
sequéncia de formacgao de +(x (21, x3), s(0)).

2. As palavras sobre A, .. = (0,21) e < (0,21) (ambas de comprimento 6) nao sao
L ari-termos. Apesar de = e < serem simbolos de aridade 2 e de 0 e x; serem
dois L 4,4-termos, = e < sao simbolos de relacao e nao simbolos de fungao, como
exigido na condigao c) da definigdo anterior. Estas duas palavras sdo exemplos
do que adiante designaremos por formulas atomicas.

3. As seguintes palavras sobre Ay sao termos de tipo Lgyupo (e lidas em sequéncia
constituem uma sequéncia de formagao da ultima palavra):

L1, To, 17 _l<$1)7 '(1727 1)? '('(I% 1>’_1 (xl))

4. O conjunto dos termos de tipo Ly, ¢ o conjunto das varidveis V.
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Exemplo 134: Seja L o tipo de linguagem ({c, f1, fo}, {R1, Ro}, N'), onde N'(c) = 0,
N(fi) =1, N(f2) =2, N(Ry) =1 e N(Ry) = 2. As seguintes quatro palavras sobre

Ap, sdo Lo-termos (e constituem uma sequéncia de formagao do tltimo termo):

c, x1, fale,z1), fi(fale, x1)).

Notagao 135: Quando f é um simbolo de funcao binario e t1,ty € Tp, utilizamos a
notacao t; fta, possivelmente entre parénteses, para representar o L-termo f(t1,t5). Por
exemplo, a notagao (x; X z3) + s(0) representard o L a.i-termo +( X (x1, z3), s(0)).

No contexto do tipo de linguagem L0, termos da forma ~!(¢) serao, normalmente,
denotados por ¢t~* ou (t)~!. Por exemplo, z; - 27" denotard o Lg,ypo-termo «(z1, % (z1)).

Teorema 136 (Inducdo Estrutural em L-Termos): Seja P(t) uma condi¢gdo um L-
termo ¢. Se:

a) para todo x € V, P(z);

b) para todo ¢ € C, P(c);

c) para todo f € F, de aridade n > 1, e para todo ty, ..., t, € Tp,
P(ty) e...e P(t,) = P(f(t1,...,tn));

entdo para todo t € Ty, P(t).

Dem.: Exercicio. O

Observacao 137: A definicao indutiva do conjunto dos L-termos é determinista e tem
associado um principio de recursao estrutural, para definir fun¢des cujo dominio é o
conjunto dos L-termos. Este principio é usado nas trés defini¢oes que se seguem.

Definicao 138: O conjunto das varidveis que ocorrem num L-termo t é notado por
VAR(t) e é definido, por recursao estrutural em L-termos, do seguinte modo:

a) VAR(z) = {z}, para todo x € V;
b) VAR(c) =0, para todo ¢ € C;

c) VAR(f(t1,....tn)) = UVAR(ti), para todo f € F, de aridade n > 1, e para
i=1

todo t1,...,t, € Tr.

Exemplo 139: O conjunto das varidaveis que ocorrem no L 4,.;-termo xo + s(z1) é:

VAR(zo + s(z1)) = VAR(z2) U VAR(s(x1)) = {z2} U VAR(z1) = {22, 21 }.



3.1. SINTAXE 49
Definigao 140: O conjunto dos subtermos de um L-termo ¢ é notado por subt(t) e é
definido, por recursao estrutural em L-termos, do seguinte modo:

a) subt(x) = {z}, para todo x € V;

b) subt(c) = {c}, para todo ¢ € C;

c) subt(f(t1,....tn)) = {f(t1, ....ta) }U| Jsubt(t;), para todo f € F, de aridade n > 1,
=1

e para todo ty,...,t, € Tr.

Exemplo 141: O conjunto dos subtermos do L 4.;-termo (xg + s(x1)) x 0 é:

{562,131, 5(x1)7 Tg + 8(1}1), 0, (IQ + 8(:61)> X 0}

Definigao 142: A operagao de substitui¢cao de uma variavel  por um L-termo ¢ num
L-termo t’' é notada por t'[t/x] e é definida por recursao estrutural (em t') do seguinte
modo:

t, se y==x

a) yt/x] = , para todo y € V;
y, se y#Fuw

b) c[t/z] = ¢, para todo ¢ € C;

c) f(ty, ..., tn)[t/x] = f(t1[t/x], ..., ta[t/x]), para todo f € F, de aridade n > 1, e
para todo ty,....t, € Tr.

Exemplo 143:

1. O Layy-termo que resulta da substituigao da varidvel x; pelo L 4.4-termo s(0) no
L prip-termo xo + s(xq) é: (o + s(x1))[s(0) /4]
= 22[s(0)/a1] + s(z1)[s(0)/21]
= 3+ s(z1[s(0)/21])
= x5+ 5(s(0))

2. (g + s(x1))[s(0)/zo] = z2 + s(x1) (observe que zg & VAR(z2 + s(x1))).

Proposicao 144:  Sejam x uma variavel e t; e ty L-termos. Se x ¢ VAR(t;), entao
tl[tz/lc] = tl.

Dem.: Por indugao estrutural em ¢;. (Exercicio.) O
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Definigao 145: Uma palavra sobre o alfabeto induzido por L da forma R(ti,...,t,),
onde R é um simbolo de relagao n-ério e t, ..., t,, sao L-termos, é chamada uma formula
atomica de tipo L ou, abreviadamente, uma L-formula atomica. O conjunto das L-
férmulas atémicas é notado por Aty.

Exemplo 146:

1. As trés palavras sobre Ay, ., que se seguem sao férmulas atémicas de tipo L 4y
= (07x1)7 < (071’1), = (+(07$1)7 X(‘S(O)axl))'

2. Ja a palavra sobre Ay, ., x(0,21) nao é uma L 4,4-férmula atémica (note-se que
x é um simbolo de funcao e nao um simbolo de relacao; de facto, esta palavra é
um L 4,;-termo).

3. As seguintes palavras sobre Ay, . sao férmulas atémicas de tipo Lgpypo:
-1
= (o, 71) e = (2o - 2o, 1).
4. As seguintes palavras sobre Ay, sao férmulas atémicas de tipo Ley,:

= (2, 21) € < (20, x0).

Notacao 147: Quando R é um simbolo de relacao binario e ty,ty, € Ty, utilizamos a
notacao t;Rty, possivelmente entre parénteses, para representar o L-formula atémica
R(t1,t3). Por exemplo, a notacdo xo < s(0) representard a L 4.;-férmula atémica
< (xg, s(0)).

Definigao 148: O conjunto F7 é o menor conjunto de palavras sobre A que satisfaz
as seguintes condigoes:

a) ¢ € Fi, para toda a L-férmula atémica ¢;

b) le Fi;

c) p € F = (—yp) € Fr, para todo ¢ € (Ap)*;

d) p € Frev € F, = (py) € Fp, para todo O € {A,V,—, >} e para todo
907¢ € (AL)*a

e) p € F, = (Qxy) € Fp, para todo @ € {3,V}, para todo x € V e para todo
p € (AL).

Aos elementos de F; chamaremos formulas de tipo L ou, abreviadamente, L-formulas.
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Exemplo 149:

1. As seguintes palavras sobre Ay, ., sdo férmulas de tipo L. (fazendo uso das
simplificagbes anteriormente mencionadas na representacao de férmulas atémicas):

(o < 5(0)),
(=20 < 5(0))),

({0 < 5(0))) = 70 = 21),
Er((~(20 < 5(0))) = 20 = 1)),
(Vzo(Fz1((—(20 < 5(0))) = 20 = 71))).

Lida como uma sequéncia de palavras sobre Ay, .., esta sequéncia constitui uma
sequéncia de formagao de (Vao(Iz1((—=(zo < $(0))) — z¢ = x1))).

2. (Vzo(zo < 20)) é uma féormula de tipo Lep,.

3. (Fzro(Va1(zo - 21 = 1))) é uma férmula de tipo Lyypo-

Exemplo 150: Recordemos o tipo de linguagem Lo do Exemplo 134: L, =
({C, fl,fg},{Rl,RQ},N>, onde N(C) = O, N(fl) = 1, N(fg) = 2, N(Rl) =1le
N(Ry) = 2.

As seguintes quatro palavras sobre A, sao Lo-férmulas (e constituem uma sequéncia
de formagao da tltima férmula):

Ry (21),

Ry(z1, fa(c, 1)),

(Ri(71) — Ro(1, folc, 21))),

(V1 (Ra(z1) = Ro(21, fa(c, 21)))).

Notagao 151: Os parénteses extremos e os parénteses a volta de negacgoes ou de
quantificadores sao geralmente omitidos. Por exemplo, a L 4,,-férmula

(Vao(Jz1((—(zo < 5(0))) = zo = 21)))
pode ser abreviada por

Vaodz(—(xg < s(0)) = xg = x1).



52CAPITULO 3. CALCULO DE PREDICADOS DE PRIMEIRA ORDEM DA LOGICA CLASSICA

Teorema 152 (Indugao Estrutural em L-Férmulas): Seja P(y) uma condigao sobre
uma L-férmula ¢. Se:

a) P(v), para toda a L-férmula atémica v;
b) P(L);
c) P(v) = P(—), para todo ¢ € Fp;
d) P(¢1) e P(¢y) = P(y101s), para todo O € {A,V,—, <>}, 1,109 € Fp;
e) P() = P(Qu), para todo Q € {3,V},z € V, ¥ € F;
entao P(p), para todo ¢ € F.

Dem.: Exercicio O

Observacao 153: A definicao indutiva do conjunto das L-férmulas é determinista e
tem associado um principio de recursao estrutural, para definir funcoes cujo dominio é
o conjunto das L-férmulas. Este principio é usado na definicao seguinte.

Defini¢ao 154: O conjunto das subfdrmulas de uma L-férmula ¢ é notado por subf(y)
e é definido, por recursao estrutural, do seguinte modo:

a) subf(v) = {¢}, para todo ¢ € Aty;
b) subf(L) ={L};
c) subf(—)) = subf(v)) U {1}, para todo ¢ € Fp;

d) subf(yY10Ovs) = subf(ir) U subf(ipe) U {¢10vs}, para todo O € {A,V,—, >},
U1,y € Fr;

e) subf(Qz ) = subf(yp) U{Qx )}, para todo Q € {3,V}, x € V, ¢ € F.

Definicao 155: Seja ¢ uma L-férmula e seja Qx ¢ uma subférmula de ¢, onde Q) €
{3V}, x € Ve € Fr. O alcance desta ocorréncia do quantificador Qx em ¢ é a
L-féormula .
Exemplo 156: Na L 4,;,-formula
Vao(Fz1(xo = s(x1)) = (5(zo = 0) A Jz1 (21 < 20))) :
1. o alcance da tnica ocorréncia de Vg é

Jz1(zo = s(x1)) = (—(zo = 0) A Jz1 (21 < 20));
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2. o alcance da primeira ocorréncia do quantificador Jx; é xg = s(x1);

3. o alcance da segunda ocorréncia do quantificador Jx; é x1 < .

Defini¢ao 157: Numa L-férmula ¢, uma ocorréncia (em subférmulas atémicas de @)
de uma variavel x diz-se livre quando z nao estd no alcance de nenhuma ocorréncia
de um quantificador Qx (com @ € {3,V}); caso contrério, essa ocorréncia de x diz-se
ligada.

Escrevemos LIV () para denotar o conjunto das varidveis que tém ocorréncias livres
em ¢ e LIG(p) para denotar o conjunto das varidveis que tém ocorréncias ligadas em

®.

Exemplo 158: Seja ¢ a L 4,.4-féormula

Elxl(ﬂ(\xg/< 5(0)) %on(\ng_/:\x;)).

() ()  (a)

A ocorréncia (a) de xg € livre, enquanto que a ocorréncia (b) de xg é ligada. A ocorréncia
(a) de x; ¢é ligada. Assim, LIV (p) = {xo} e LIG(p) = {x¢, 21}

Observagao 159: Note-se que LIV () N LIG(p) nao é necessariamente o conjunto
vazio (veja-se o exemplo anterior).

Definicao 160: A operacao de substituicao das ocorréncias livres de uma variavel x
por um L-termo ¢ numa L-férmula ¢ é notada por ¢[t/z] e é definida, por recursao
estrutural em L-férmulas, do seguinte modo:

a) R(ty,....t,)[t/z] = R(ti[t/z],...,t,[t/2])  paratodo R € R, de aridade n, e para
todo tq,...,t, € Tr;

b) L [t/z] =1;
c) (=y)[t/z] = —[t/z],  paratodo ¢ € Fr;
d) (10vYs)[t/x] = n[t/x]Ous[t/x], para todo O € {A,V,—, <>}, ¥y, 09 € Fp;

Quiy se y=u
e) (Quu)t/z] = , para todo Q € {3,V}, y € V, ¥ € Fy.
Quilt/z] se y #x
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Exemplo 161:

L. (o < s(21))[0/z0]
= 20[0/x0] < s(x1)[0/z0) (def. anterior a))
0 < s(z1) (substituicao em L-termos)
2. (Fzo(zo < s(1)))[0/x0]
= Jro(ze < s(z1)) (def. anterior e), 1° caso)
3. (Fzo(xo < $(21)))[0/24]
= Jxo(ze < s(x1))[0/24] (def. anterior e), 2° caso)
dxo(zo < 5(0)) (def. anterior a) e substitui¢do em L-termos)
4. (Fzo(zo < s(z1)) A (0 < 20))[0/ 0]
= Jro(ze < s(z1)) N0 <O (porqué?)

Exemplo 162: Seja ¢ a La.y-férmula 3x1(z¢ < x1). Entao,

ols(x1)/xo] = Fz1(8(21) < 7).

Observe que em ¢ a ocorréncia livre de zy “nao depende” da quantificagao Jx;, mas,
apods a substituicdo, o termo s(z1), que substituiu zy, “depende” da quantificagao Elxl.ﬂ
Na definicao seguinte, identificaremos as condig¢oes que evitam este fenémeno indesejado
de captura de varidveis em substituigoes.

Definicao 163: Sejam x uma variavel, £ um L-termo e ¢ uma L-férmula. Diz-se que
x € substituivel (sem captura de varidveis) por t em @ ou que t € livre para r em ¢
quando para todas as ocorréncias livres de x em ¢ no alcance de algum quantificador

Qy, y & VAR(t).

Observacao 164: Se x é uma variavel que nao tem ocorréncias livres numa L-formula
p out éum L-termo onde nao ocorrem variaveis, x é substituivel por ¢t em ¢.

Exemplo 165: Seja ¢ = Va1 (x < 29) V (27 < x2). Entao:

a) xo é substituivel por x;+s(x2) em ¢, pois o nao tem ocorréncias livres na férmula;

Note que tomando Ng como dominio de interpretacio das varidveis e interpretando s como a funco
sucessor em Ny e < como a relagdo de igualdade em Ny, ¢ é verdadeira, enquanto ¢[s(z1)/zo] é falsa. Esta
nocao de interpretagao de férmulas serd tornada precisa na seccao seguinte.
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b) z; é substituivel por x; + s(z3) em ¢, pois a inica ocorréncia livre de x; nao estd
no alcance de qualquer quantificador;

c) x2 nao é substituivel por x; + s(z3) em p, pois x5 tem uma ocorréncia livre no
alcance do quantificador Yy e 21 € VAR(z1 + s(x2));

d) z; é substituivel por xo+ s(z3) em @, pois, embora exista uma ocorréncia livre de
T3 no alcance do quantificador V1, 1 € VAR(zo + s(x2)).

Observacao 166: Note-se que, mesmo quando uma variavel x nao é substituivel por
um L-termo ¢t numa L-férmula ¢, a operagao de substituicao de x por t em ¢ encontra-se
definida.

Por exemplo, x5 ndo é substituivel por z; + s(x2) em

o =V (r) < x2) V (21 < 29));

a L 4ry-férmula resultante da substitui¢ao de o por x1+s(x2) em ¢ encontra-se definida
e é igual a
Vri(xy < x4 s(x2)) V (21 < 21 + s(x2))),

no entanto, ao efetuar a substituicao, acontece o fenémeno da captura de variaveis.

Proposicao 167: Sejam ¢ uma L-férmula, x uma variavel e ¢ um L-termo. Se
x & LIV (p), entdo ¢[t/z] = .

Dem.: Por inducao estrutural em L-férmulas. A prova estd organizada por casos,
consoante a forma de .

a) Caso ¢ =L. Entio, p[t/a] =L [t/a] L1= o,

Justificagcdes

(1) Defini¢do de substituig3o.

b) Caso ¢ = R(t,...,t,), com R € R, n-ario, e ti,....,t, € Tp. Entao, = & VAR(t;),
para todo 1 < ¢ < n, de outra forma terfamos x € LIV (y), e contrariarfamos a
hipétese. Assim, aplicando a Proposigao 144, t;[t/z] = t;, para todo 1 < i < n.
Logo:

olt/z] = R(t1, . t)t/2] L R(t[t/2], .. tult/2]) D Rty s tn) = .

Justificagcdes

(1) Definigdo de substituicdo.
(2) ti[t/z] =t;, paratodo 1 < i < n.
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c) Caso ¢ = Qyy1, com Q € {I,V},ye Ve € Fy.
c.1) Caso x = y. Entao:

elt/] = (Quenlt/2] 2 Quer = ¢.

JustificagGes

(1) Definigdo de substituic3o.

c.2) Caso x # y. Entao:

olt/z) = (Quent/z] L Quenlt/a] 2 Quer = ¢

Justificagcdes

(1) Definigdo de substituicdo.
(2)  Por hipétese, z € LIV (¢). Como LIV (p1) C LIV(p)U{y} e xz # y,
segue que x & LIV (p1). Logo, por H.I., p1[t/z] = 1.

d) Os restantes casos sao deixados como exercicio.

Definicao 168: Uma L-formula ¢ diz-se uma sentenca de tipo L ou
uma  formula fechada de tipo L~ (abreviadamente, uma L-sentenca ou uma
L-férmula fechada), quando LIV (@) = 0.

Proposicao 169: Seja ¢ uma L-sentenca. Entao, para toda a varidvel z e para todo
o L-termo t,

1. x é substituivel por ¢t em ¢;

2. plt/a] = .

Dem.: Exercicio. O

3.2 Semantica

Observacao 170: As férmulas do Calculo de Predicados sao construidas a partir
das férmulas atémicas (simbolos de relagdo “aplicados” a termos) e, por esta razao,
as formulas atomicas desempenham papel semelhante ao das varidveis proposicionais
no Calculo Proposicional. Contudo, ao passo que no Calculo Proposicional podemos
atribuir “diretamente” um valor légico a uma varidvel proposicional, a atribuicao de
valores légicos as formulas atémicas é um processo mais complexo.
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Para atribuirmos valores l6gicos a férmulas atémicas, em particular, serd necessario
fixar previamente a interpretacao dos termos. Tal requer que indiquemos qual o
universo de objetos (dominio de discurso) pretendido para a denotagao dos termos (por
exemplo, nimeros naturais, conjuntos, etc.), bem como a interpretagao pretendida quer
para os simbolos de fungao do tipo de linguagem em questao (por exemplo, para indicar
que tomando Ny por universo, o simbolo de funcao binario 4+ denotara a operacao de
adigdo) quer para as varidveis de primeira ordem. Para a interpretagdo das férmulas
atomicas, serd ainda necessario fixar a interpretacao dos simbolos de relacao como
relacoes entre objetos do dominio de discurso.

A indicacao de qual o dominio de discurso pretendido e de quais as interpretagoes que
deverao ser dadas aos diversos simbolos serd efetuada através daquilo que designaremos
por estrutura para um tipo de linguagem. A interpretacao de varidveis de primeira
ordem sera feita no contexto de um dominio de discurso, através daquilo a que
chamaremos atribui¢oes numa estrutura. Um par (estrutura, atribui¢do) permitira fixar
o valor légico de qualquer férmula e, portanto, pode ser pensado como uma valora¢ao,
uma vez que estes pares desempenharao papel idéntico ao das valoracoes do Calculo
Proposicional.

Definicao 171: Seja L um tipo de linguagem. Uma estrutura de tipo L, que
abreviadamente designaremos por L-estrutura, é um par (D, ) tal que:

a) D é um conjunto nao vazio, chamado o dominio da estrutura;
b) ~ é uma funcdo, chamada a funcdo interpretacio da estrutura, e é tal que:
e a cada constante ¢ de L faz corresponder um elemento de D, que sera notado
por ¢;
e a cada simbolo de funcao f de L, de aridade n > 1, faz corresponder uma
funcao de tipo D™ — D, que sera notada por f;
e a cada simbolo de relacao R de L, de aridade n, faz corresponder uma relagao

n-aria em D (i.e. um subconjunto de D™), que serd notada por R.

Para cada simbolo de fun¢ao ou relacao s de L, s é chamada a interpretacao de s
na estrutura.

Se L incluir o simbolo = como simbolo de rela¢ao binario, £ = (D, ) diz-se uma
estrutura normal de tipo L quando a interpretacao de = é a relacao de igualdade em
D (ie,=={(z,y) € Dx D :x=y}).

Notagao 172: Habitualmente, usaremos a letra E (possivelmente indexada) para

denotar estruturas. Dada uma estrutura E, a notacao dom(F) denotard o dominio
de F.
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Exemplo 173:
a) Seja .y = (Ng, ), onde:

e 0 é o0 numero zero;

e 5 ¢é a funcao sucessor em Ny, i.e., s:Ng — Ny
n +— n+1
e + ¢ afuncao adicio em Ny, i.e., +:Ngx Ny — N :
(m,n) — m+n
e X ¢ a funcao multiplicacio em Ny, i.e., X : Ny x Ny — N ;
(m,n) — mxn
e = ¢ a relagao de igualdade em Ny, i.e., = = {(m,n) € Ny x Ny : m = n};

e < é arelagdo menor do que em Ny, i.e., < = {(m,n) € Ny x Ny : m < n}.

Entao, F 4. ¢ uma estrutura normal de tipo L 4,;;. Habitualmente, designaremos
esta estrutura por estrutura standard para o tipo de linguagem L 4..;;.

b) O par Ey = ({a,b}, ), onde:

e 0=gq;
e 5éafungdo {a,b} — {a,b} ;
T > x
e + éafungao {a,b} x {a,b} — {a,b} ;
(z,y) = b
e X éa funcdo {a,b} x {a,b} —> {a,b} ;
a ser=y
(2,y) Vb sexsty

¢ também uma L 4,;-estrutura normal.

Existem 2 x 4 x 16 X 16 X 16 x 16 L 4,4-estruturas cujo dominio é {a, b}, das quais
2 x4 x 16 x 16 x 16 sao normais. (Porqué?)

Exemplo 174:
a) Seja By = (R, ™), onde:

e - é operacao de adicao em R;

e 1 é o numero real 0;
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e —1 é a operacao que a cada real faz corresponder o seu simétrico;

e = ¢ a relagao de igualdade em R.
Entao, E; € uma estrutura normal de tipo Lg,upo-

b) Seja E, definida tal como Fj, com excegao da interpretagao do simbolo ~' que
em F5 é interpretado como a operacao que a cada real x faz corresponder x — 1.
Entao, E, ¢ também uma estrutura normal de tipo Lgrypo-

Exemplo 175:
a) Seja B3 = (P({a,b}), ), onde:

e = ¢ a relagao de igualdade em subconjuntos de {a, b};

e < ¢ arelacao de contido ou igual em subconjuntos de {a,b}.
Entao, F3 é uma estrutura normal de tipo L.p,.

b) Seja A = (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Entao, E4 = (X, ), onde
= ¢ arelacao de igualdade em X e < é a relacao < em X, é uma estrutura normal
de tipo Lepo-

Defini¢ao 176: Seja F uma L-estrutura. Uma fungao a : V — dom(FE) (do conjunto
V das variaveis de primeira ordem para o dominio de E) diz-se uma atribui¢cdo em E.

Exemplo 177:  As funcdes ao:V — Ny e a":V — Ny sdo atribuicoes
z — 0 T, — 1
em Eppis.

Defini¢ao 178: Sejam F = (D, ) uma L-estrutura, ¢ uma atribuicao em F e t um
L-termo. O walor de t em E para a, notado por tla]g ou por ta] (quando é claro qual a
estrutura que deve ser considerada), é o elemento de D definido, por recursao estrutural
em L-termos, do seguinte modo:

a) z[a| = a(x),  paratodo z € V;
b) c[a] =7, para todo ¢ € C;

c) f(ti,...,tn)[a] = f(ti[a],...,tu[a]) para todo f € F de aridade n > 1 e para todo
ty, ..., t, € Tp.
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Exemplo 179: Seja t o Laqy-termo s(0) X (z¢ + x2).

1. O valor de t para a atribuicao a™?, na L a,y-estrutura ., ¢

(5(0) x (2o + x2))[a™]
s(0)[a™] x (wo + x2)[a™]
= (0[a™] + 1) x (wo[a™] + z2[a™])
= (0 +1)x (0+2)

2. Ja para a atribuic@o ag (do exemplo anterior), o valor de ¢ é 0 (porqué?).

3. Consideremos agora a L 4,.4-estrutura Ey do Exemplo 173 e a seguinte atribuicao
nesta estrutura:
a:V — {a,b}
xr +— b

O valor de t em Ej para a’ é:

—~
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Exemplo 180: Consideremos a estrutura de tipo Ly, F1 do Exemplo 174 e
consideremos a atribuigdo a em E tal que a(x;) = i para todo i € Ny.

L. (z7 Y D)[alg, = =1 e (z17 .23)[a] g, = 1. Porqué?

2. (1.1) '[a] s, = 0 e, de facto, para toda a atribuicao a’ em Ey, tem-se (1.1) ' [a/]p, =
0, pois:

(L) [d] = —((LD)[d]g) = —(L[d]5 +1ld]z) = —(0+0) =0.

Proposicao 181: Seja t um L-termo e sejam a; e ay duas atribui¢oes numa L-
estrutura F = (D, ). Se a;(z) = as(x), para todo x € VAR(t), entao t[a;] = t[as].

Dem.: Por inducao estrutural em ¢. A prova estd organizada por casos, consoante a
forma de t.
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a) Caso t seja uma varidvel. Entao, t € VAR(t). Logo, por hipétese, a1 (t) = as(t) (x).
Assim,

tla] € ar(0) ¥ ao(t) L tas).

Justificagdes

(1) Defini¢do de valor de um termo para uma atribuic3o.

b) Caso t seja uma constante. Entao,

Justificagcbes

(1) Defini¢do de valor de um termo para uma atribuic3o.

c) Casot = f(ty,...,t,), com f € F de aridade n > 1 e ty,...,t, € T. Entao,

~
[uy
~

t[&l]
= f(t1,....tn)]a1]
D F(tilaa], - talaa])
D F(tilaa), .., talan))
]

1]
Sl
—~
S =
\.@F
3
SN—
=)
[\]

JustificagGes

(1) Defini¢do de valor de um termo para uma atribui¢do.

(2) Paral < i < n, como VAR(t;) C VAR(t), da hipdtese segue-se que:
a1(z) = az(x), para todo z € VAR(t;). Logo, por H.l.,, paratodo 1 < i < n,
ti[aﬂ = ti[az].

Notagao 182: Sejam a uma atribuigdo numa L-estrutura F, d € dom(FE) e x uma

variavel. Escrevemos a( ; ) para a atribui¢ao a’' : V — dom(E) em E definida por:

dse y==x
para todo y € V, d'(y) =

aly) se y#x |
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Exemplo 183: ai”d( zlo ) denota a atribuicao em L 4,;; definida por

1 se1=0
para todo i € Ny, amd< 7 )(ZEZ) =

1 se 1#0

Exemplo 184: Verifique que (xy + O)[amd( 7 )] =1 = (2 + 0)[s(0)/z¢]|[a™]. De

facto, esta igualdade é um caso particular da proposicao seguinte, que fornece uma
alternativa para o calculo do valor de um termo que resulta de uma substituicao.

Proposicao 185: Sejam t; e t; L-termos e seja a uma atribuicao numa L-estrutura.

Entdo, to[t/z][a] = to[a< o )].

Dem.: Por indugao estrutural em ;. (Exercicio.) O

Defini¢ao 186: Sejam E = (D, ) uma L-estrutura, a uma atribuigdo em E e ¢ um
L-féormula. O walor logico de ¢ em E para a é o elemento do conjunto dos valores
légicos {0, 1}, notado por ¢[a|g ou por ¢[a] (quando é claro qual a estrutura que deve
ser considerada), definido, por recursao em L-férmulas, do seguinte modo:

a) L [a] = 0;

b) R(ti,...,tn)a] = 1 sse (ti[al, ...,ta[a]) € R, para todo o sfmbolo de relagao R de
aridade n e para todo tq,...,t, € Tr;

c) (—¢1)la) = f-(¢ila]), para todo @1 € Fp;

d) (p1 A wa)la] = falerlal, wola]),  para todo 1, @2 € Fi;
e) (p1V pa)la] = fu(pilal, ola]),  para todo o1, @s € Fi;
£) (o1 = p2)la] = f-(p1lal p2la]), para todo @1,z € Fi;
g) (p1 ¢ @o)la] = fuleila], p2lal), para todo p1, 92 € Fi;

h) (Jzp1)]a] = 1 sse para algum d € D, 901[a< y >] =1, paratodoz €V, € Fr;

i) (Vzp1)la] = 1 sse para todo d € D, gol[a< )] =1, paratodox €V, ¢ € Fr.

T
d
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Proposicao 187: Para quaisquer L-estrutura E, atribuicao a em E, L-férmula ¢ e
variavel x,

a) (Jzp)[a] = 0 sse para todo d € dom(E), gp[a( p )] = 0;

b) (Vxy)la] = 0 sse para algum d € dom(E), ¢[a

/N
ST
—
|
=

c) (Fzp)la] = mdximo{gp[a( p )] :d e D}

d) (Vzp)la] = mz’m’mo{gp[a( p )] :d € D}.

Dem.: Imediata, tendo em atencao a definicao de valor 16gico e as propriedades de
mdaximo e de minimo. O

Exemplo 188: Consideremos a estrutura L4, e as atribuicoes em E4.: a'™ e ag

definidas no Exemplo 177.
1. Para a Ly.y-formula ¢y = s(0) < xs, tem-se:

i) pola™] = 1, dado que s(0)[a™?] = 1, 25[a™¥] = 2 e (1,2) € < (pois 1 é menor
que 2);

i) polao] = 0, dado que s(0)[ag] = 1, z3]ag] = 0 e (1,0) ¢ < (pois 1 ndo é menor
que 0);

2. Para a L a.y-formula ¢; = Jx9(s(0) < x2) tem-se:

n

i) p1[a™¥] = 1, pois existe n € Ny t.q. s(0) < xg[amd< o2 )] = 1 (como
s(O)[ai”d< ” )] =1, basta tomar n > 1);

ii) ¢1]ag] = 1, pois existe n € Ny t.q. s(0) < xg[a()( " )] = 1 (também neste

caso se tem 5(0)[a0< " >] =1, pelo que, basta tomar n > 1);

3. Para a L g.y-férmula ¢y = Jz5-(s(0) < z3) tem-se também o valor légico 1, quer
para a™? quer para agy (porqué?);

4. Ja para a L a.y-formula @3 = Vra(s(0) < z3) tem-se valor 16gico 0 para ambas as
atribuigoes (de facto, a afirmacao “para todo n € Ny, 1 < n” é falsa).

Exemplo 189: Consideremos agora a L. -estrutura Ey do Exemplo 173 e as
atribuigoes @’ e a” em Ey t.q., para todo i € Ny, d'(z;) = b e a’(x;)) = a sse i é
par.
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1. Para a Ly,.y-formula ¢y = s(0) < x5 (considerada no exemplo anterior), tem-se:

i) pold'] = 1, dado que s(0)[d’] = a,x2[a’] =b e (a,b) € <;
ii) pola”’] = 0, dado que s(0)[a"] = a,xz[d'| = a e (a,a) € <;

2. Para a Lq-formula ¢; = Jro(s(0) < x) o valor légico é 1 para ambas as
atribuigoes (porqué?).

3. Verifique que as férmulas ¢, e @3 do exemplo anterior recebem valores logicos 1 e
0, respetivamente, para ambas as atribuicoes.

Exemplo 190: Consideremos a Lynpo-férmula ¢y = Vag(zo - 25" = 1) e as Lyrupo-
estruturas F; e Ey do Exemplo 174.

1. Para qualquer atribuicao em F;, o valor logico de ¢y em F; é 1, uma vez que a
afirmacao “para todo x € R, x + (—x) = 0”7 é verdadeira.

2. Ja em FEjy, o valor légico de ¢ ¢é 0, independentemente da atribuigao, uma vez
que a afirmagao “para todo x € R, x 4+ (x — 1) = 0" ¢ falsa.

Exemplo 191: Em relagao & Ly.-estrutura E5 (considerada no Exemplo 175) e a uma
atribuicao qualquer em FE3 que atribua o conjunto vazio a variavel xi:

1. a Ley-férmula Jzg(zg < 1) tem valor 16gico 1 (a afirmagao “existe X € P({a,b})
tal que X C ()7 é verdadeira);

2. a Leyo-férmula 3xg(zg < 21 A —(x9 = 21)) tem valor légico 0 (a afirmacao “existe
X € P({a,b}) tal que X C e X # (7 é falsa”)

Definicao 192: Sejam E uma L-estrutura, ¢ uma atribuicao em E e ¢ uma L-férmula.
Dizemos que E satisfaz ¢ para a, escrevendo E = ¢[a], quando ¢la]p = 1. Escrevemos
E }= ¢la] quando E nao satisfaz ¢ para a, ou seja, quando pla]g = 0.

Proposigao 193: Sejam E uma L-estrutura e a uma atribuigao em F. Entao:

a) E = Jrpla] sse existe d € dom(F) t.q. E = gp[a( p )],
b) E = Vzypla] sse E | go[a( p >], para todo d € dom(FE);
c) E W~ Jrpla] sse E |~ gp[a( y )], para todo d € dom(FE);

d) E }Vapla] sse existe d € dom(FE) t.q. E ¥ <p[a< p )]
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Dem.: Consequéncia imediata da definicao de satisfacao e da Proposicao 187. Por

exemplo:
E ¥ Jxplal
sse  drplalp =0 (por definigao de ~)
sse go[a( ‘Z )]E = 0, para todo d € dom(FE) (Proposigao 187 b) )
sse B W= la( 7 )], para todo d € dom(E)  (por definicao de ).

Proposicao 194: Seja ¢ uma L-féormula e sejam a; e ay atribuigoes numa L-estrutura
E. Se ay(x) = as(x), para todo x € LIV (p), entdo E | ¢lai] sse E = plag].

Dem.: Por inducdo estrutural em . (Exercicio.) O

Corolario 195: Sejam ¢ uma L-sentenca e E uma L-estrutura. Se para alguma
atribuicao a em E, F = @[a], entdo para toda a atribuicao a em E, E = ¢[a).
Dem.: Exercicio. O

Proposicao 196: Sejam ¢ uma L-férmula, F = (D, ) uma L-estrutura, a uma
atribuicao em E e x uma variavel substituivel sem captura de variaveis por um L-
termo ¢ em . Entao,

B E olt/ola) sse B ola( i )]

Dem.: A demonstragao segue por indugao estrutural em ¢. Vejamos alguns casos.

1) Caso ¢ #L. Entao, ¢[t/x] =L e ambos os lados da equivaléncia sao falsos.

2) Caso ¢ = R(ty,...,t,), com R € R, de aridade n > 1, e ty,...,t, € Tr. Entao:

E Rt t)la( 5y )
& (tl[a< o )],...,tn[a< o )]) €R

é%% (t1[t/x][a], ..., ta[t/2][a]) € R
sis% E & R(L[t/x], ... ta]t/2])]a]
s ]

sse E = R(ty, ... t,)[t/x

Justificacdes

(1) Defini¢do de satisfagdo.
(2) Pela Proposi¢cdo 185, ti[a( x

tla]

)} = [t/x]t;[a]., paratodo 1 <i<n

(3) Definicdo de substituig3o.
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3) Caso ¢ = Yyy;.
3.a) Subcaso y = z. Entao,
E = plt/z][a]
8 EE ga
(2)

sse EEgla <t[a] >]

Justificagcdes

(1) Defini¢do de substitui¢go.
(2) Pela proposicio anterior, uma vez que, como = ¢ LIV (¢), as duas
atribuigdes coincidem no valor das varidveis com ocorréncias livres em .

3.b) Subcaso y # z. Entao, y ¢ VAR(t) (de outra forma z nao seria substituivel
sem captura de varidveis por t em ). Assim,

E = (Vypr)[t/z]la
S EEVy(ailt/a))la

]
]
& E = oi[t/x][ < ; ) para todo d € dom(E)

(3)

sse FE gol[a< v ) < t[a(wz )] )]7 para todo d € dom(E)

& E = goﬂa( t[za} )( y )], para todo d € dom(FE)
]

(2) z
sse F = ‘v’ygpﬂa( ia] )

Justificacdes
(1) Defini¢do de substitui¢o.

(2) Proposicio 193.
(3) Hipdtese de indugdo.

@ comou el gy )(0) o0 ) (g ) o e

Proposicdo 181, por y ¢ VAR(t), tla] = t[a( d )]

4) Restantes casos: exercicio.

Definicao 197: Dizemos que uma L-formula ¢ € vdlida numa L-estrutura E ou que
E walida ¢ (notagdo: E = ¢) quando, para toda a atribuicdo a em E, E = ¢[a].
Utilizamos a notagao F = ¢ quando ¢ nao é vélida em F, i.e., quando existe uma
atribui¢ao a em E tal que F = ¢[a].
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Exemplo 198: Consideremos a estrutura F 4.

1. A férmula zy = xg é valida em FEjy,.;; de facto, para qualquer atribuicao a em
Eavit, tem-se Eay = 19 = x0[al, uma vez que xola] = a(xg) e (a(xg),a(xg)) € =
(a(zp) e a(xp) sdo naturais iguais).

2. A férmula xy = x; nao é vélida em Ey,; por exemplo, para a atribuicao a’™

temese zofa™] = 0, 7, [a"] = L e (0.1) ¢ =, pelo que Eyg 20 = [a"]

3. A férmula —(xg = 1) ndo é vélida em FEy,;; por exemplo, para a atribuigao ag
que atribui 0 a todas as varidveis tem-se zg[ag] = 0, x1[ap] = 0 e (0,0) € =, pelo
que Ean = 2o = 11]ag] e, consequentemente, E 4. = —(x0 = x1)[ag)-

4. A férmula xg = 21 V —(z9 = x1) é valida em Ey,; (para qualquer atribuigao a em
E4rit, a afirmacao “(a(zo),a(z1)) € = ou (a(xg),a(xy)) € =" é verdadeira).

5. A férmula Jxg—(xg = 1) é vélida em Fa. (para toda a atribuigdo a em FE 4
a afirmacao “existe n € Ny, n # a(z;)” é verdadeira (tome-se, por exemplo,
n = a(xy)+1)) e a férmula Vo, 3zg— (2o = 1) é também valida em Ey4,; (porqué?).

Exemplo 199:

1. A Lypo-férmula Vag(zg - 25" = 1) é valida na estrutura E; do Exemplo 174 (a
afirmagao “para todo x € R, x + (—x) = 07 é verdadeira).

2. A Lyo-formula VaoVe,((zg < o1 Axy < 29) — x9 = 1) ¢ valida na estrutura
Es3 do Exemplo 175 (a afirmacao “para todo Xy, X7 € P({a,b}), se Xo C X e
X1 C X, entao Xy = X;” é verdadeira).

Proposicao 200: Seja £ uma L-estrutura. Se ¢ é uma L-sentenga, entdo E |= ¢ sse
para alguma atribui¢do a em E, E = ¢|a].

Dem.: Se E = ¢, é imediato que E |= ¢[a] para alguma atribuicdo a, pois E = ¢
significa que E = p[a] para toda a atribuigao a.

Admitamos agora que E' |= p[a] para alguma atribuigao a. Tomemos uma atribuicao
a’ arbitraria em E. (Queremos provar que E | ¢[d/].) Como ¢ é uma L-sentenga e
portanto LIV (@) = (), tem-se trivialmente que a(z) = a/(z) para todo x € LIV (p).
Assim, atendendo a Proposi¢ao 194 e a que E = ¢lal, conclui-se E = ¢[d/]. O

Defini¢ao 201: Uma L-férmula ¢ é (universalmente) vdilida (notagado: = ¢) quando
¢ vélida em toda a L-estrutura. Utilizamos a notacdo [~ ¢ quando ¢ ndo é
(universalmente) vdlida, i.e., quando existe uma L-estrutura E tal que E [~ .
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Observacao 202: Uma L-férmula ¢ nao é universalmente vélida quando existe alguma
L-estrutura que nao valida ¢, ou seja, quando existe alguma L-estrutra E e alguma
atribuicao a em E t.q. E [~ ¢lal.

Exemplo 203:

1. A L.u-formula g = x; nao é universalmente valida. Como vimos no exemplo
anterior, esta formula nao é valida na estrutura E4,;.

2. No exemplo anterior, vimos que a formula xq = zo é valida na estrutura FEy,.
No entanto, esta formula nao é valida em todas as L 4,;-estruturas. Por exemplo,
se considerarmos uma L 4.y-estrutura Ey = ({a,b}, ) em que = seja a relagao
{(a,a)}, E1 nao valida oy = xg, pois considerando uma atribuicao a’ em E; t.q.
a'(zg) = b teremos E; [~ x9 = xo[d’], uma vez que o par (zola’], zo[a']), que é igual
ao par (b,b), ndo pertence a relacao =.

3. A Lypy-férmula Vag(xg = 21 V —(xg = 1)) é universalmente vélida. De facto,
dadas uma qualquer L 4.y-estrutura E' = (D, ) e uma qualquer atribui¢do a em
E, tem-se:

E EVro(xg =z V (29 = 21))[a]
sse E | (vg =21V (29 = wl))[a( o )], para todod € D
sse EExy= xﬂa( o )] ou E | —(xy = xl)[a( o )], para todod € D
sse (d,a(z1)) €=ou E £ xg = xl[a< o >], para todo d € D
sse (d,a(x1)) € =ou (d,a(x1)) € =, paratodod € D

e a ultima afirmacao é verdadeira.

Definicao 204: Uma L-féormula ¢ é logicamente equivalente a uma L-férmula
(notagao: ¢ < 1) quando = ¢ > ¥, i.e., quando para para toda a L-estrutura F
e para toda a atribuicdo a em E, E = pla] sse E = 9]al.

Observagao 205: As propriedades enunciadas para e equivaléncia légica no capitulo
anterior, mantém-se validas no contexto do Célculo de Predicados. Por exemplo, < é
uma relacao de equivaléncia em F.
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Proposicao 206: Sejam z,y € V e ¢, € Fr.
a) “Vrp < Jr—p b) ~Jzp & Vr—p
c) Vrp < —Jz—p d) Jzp & Ve
e) Ve(p ANY) & Vep AVay f) Jx(p V) & Jxp V o
g) E (Yoo V V) — Va(e V 1), mas ndo necessariamente = Vz(o V) = (Vo V V)
h) E Jz(p A1) = (3xp A Jz1)), mas nao necessariamente = (Jzp A Jxp) — Jx(p A )
i) VaVyp < YyVap J) JxTFyp & FyTze
k) | JxVyp — VyIzp, mas nao necessariamente = VrIyp — JyVap
1) Qry < psex & LIV (p), para todo @ € {3,V}
m) Qry < Quely/x] se y & LIV (p) e x é substituivel por y em ¢, para todo @ € {3,V}

n) Qr(pdy) & (Qrp)Oy e Qr(vOyp) < YvO(Qry), se v & LIV (v), para todo O € {A, V}
e para todo @ € {3,V}

Dem.:

c) Sejam L uma linguagem, F uma L-estrutura e a uma atribuicao em E. (Queremos
demonstrar que: E |= Vapla] sse E = —3Jz—plal.)

E = Vrpla]
& E E gp[a( p )], para todo d € dom(E)
& E = —w[a( y )], para todo d € dom(FE)

£ E ¥ Jr—plal
& E E —Jz-pldl

Justificacdes

(1) Por (b) da Proposi¢cdo 193.
(2) Para todo ¢ € Fr,, E |= ¢a] sse E [~ —pla] (Exercicio).
(3) Por (c) da Proposi¢do 193.
(4) Para todo ¢ € Fr,, E [~ ¢la] sse E |= —pla] (Exercicio).

k) Mostremos que = VrIyp — JyVry nao é necessariamente valida.

Seja L uma linguagem contendo um simbolo R de relacao, binario. Seja F uma L-
estrutura de dominio {a, b}, onde a interpretacao de R é o conjunto {(a,b), (b,a)}.
Entao, E = VaodziR(xg,z1), mas E (= JxVogR(xg,z1) (Porqué?). Logo,
E l?é \V/l'()ElfL’lR(fL’o, (L’l) — Elel\V/l'oR(I'o, 1'1).

Demonstracao das restantes afirmagoes: exercicio. O
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Definicao 207: Chamaremos instanciagdo (de wvaridveis proposicionais com L-
formulas) a uma funcao do tipo V¥ — F;. Cada instanciacdo i determina uma
funcao do tipo F¥ — F; que satisfaz as seguintes condi(;()e:

a) i(L) =1;
b) i(—p) = —i(y), para todo ¢ € FF;

c) i(e0yY) = i(p)0i(¢), para todo O € {A,V, —,+} e para todo @, € FOF.

Definicao 208: Uma L-féormula ¢ é uma instancia de uma férmula ¢ do Calculo
Proposicional quando existe alguma instanciacao i tal que i(¢) = 1.

Exemplo 209: A L. -férmula (zg = 1) — (Fzo(xg = 0) — (xg = x1)) é uma
instancia da férmula py — (p; — po) do Célculo Proposicional. De facto, considerando-
se uma instanciagao i tal que i(pg) é a férmula (zg = z1) e i(py) é a féormula Jxo(zo = 0),
tem-se:
i(po — (p1 = po))

= i(po) = i(p1 — po)
(zo = x1) = (i(p1) — t(po))
= ([L’O = 1'1) — (31’0(1’0 = O) — ($0 = $1))

Mas, esta férmula L 4,.;-férmula é também instancia, por exemplo, de pg — p;1 e de py.
Porquée?

Teorema 210 (Teorema da Instanciagdo): Se ¢ é uma tautologia do Calculo
Proposicional, entao toda a instancia de ¢ ¢é universalmente valida.

Dem.: Suponhamos que ¢ uma tautologia do Célculo Proposicional e que ¢ é uma
L-féormula que é instancia de ¢. Seja E uma L-estrutura e a uma atribuicdo em FE.
(Queremos demonstrar que E = ¢[a].) Uma vez que v é instancia de ¢, existe uma
instanciagao ¢ tal que i(¢) = 9. Seja v a valoragao do Céalculo Proposicional que satisfaz
as seguintes condigoes:

1 se E|=i(p)la]
para todo p € V¢, v(p) =

0 se E W i(p)la)

Demonstra-se (por inducao estrutural em ¢) que: v(¢) = 1sse E |= ¥[a]. Donde, como
v(p) =1 (pois ¢ é uma tautologia), se segue que E |= 1al. O

2 A funcéo determinada por uma instanciacéo ¢ pode ser vista como uma operacao de substituicdo simultinea,
onde cada varidvel proposicional p é substituida por i(p).
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Exemplo 211: Como vimos no exemplo anterior, a L4.;férmula
(rg = x1) = (Fxo(xg = 0) = (9 = x1)) é instancia da tautologia py — (p1 — po)-
Logo, pelo Teorema da Instanciagao, podemos concluir que esta L .-formula é
universalmente valida.

Observacao 212: Como seria de esperar, nem todas as férmulas universalmente
validas sao instancias de tautologias. Por exemplo, vimos no Exemplo 203 que a férmula
Vao(xg = 21 V (29 = x1)) é universalmente valida e esta férmula nao é instancia de
qualquer tautologia (esta férmula é apenas instancia de varidveis proposicionais, que
nao sao tautologias).

Definicao 213: Uma L-féormula diz-se uma forma normal preneza quando é constituida
por um prefixo de quantificagoes (eventualmente vazio), seguido de uma férmula sem
quantificagoes, ou seja, quando é uma férmula da forma Qqy;...Q,ynp, onde n € Ny,
para cada i, Q; € {V,3} e y; € V e v é uma L-féormula sem quantificacoes.

Exemplo 214:
1. As Lapy-férmulas xg < zq, dr1(x9 < 21 A= (21 = 0)), Voo (xg < 1 A—(x1 = 0))
sao formas normais prenexas.
2. A Ly-formula Voo (3zy (21 < x9) — Jxe(z9 = $(x2))) ndo é uma forma normal
prenexa (por causa das quantifica¢oes existenciais debaixo da implicagao), mas

on(ﬂxl(:m < 550) — EIxl(iﬂo = 3(5171)))

& Vao(—3z(z1 < xo) V Iz (20 = 5(21)))
& Vao(Ver—(z1 < xo) V 3z (20 = 5(21)))
& VroVa(—(z1 < xo) V 3z (z0 = 5(21)))
& VaoVa(—(z1 < @) V Jxa(zo = s(22)))
& VgV 3z (—(z < xo) V (z0 = s(22)))

e a tltima férmula é uma forma normal prenexa.

Proposicao 215: Para toda a L-féormula ¢, existe uma forma normal prenexa 1 tal
que p & .

Dem.: Dada uma L-férmula ¢, uma forma normal prenexa 1 que lhe seja logicamente
equivalente pode ser obtida com recurso as seguintes transformacoes:

1. escrever implicagoes e equivaléncias em termos de negagoes, conjuncgoes e
disjuncoes;

2. mover quantificagdes para fora de negacoes, conjungoes e disjungdes (renomeando,
se necessario, o nome de varidveis ligadas), com recurso as equivaléncias légicas
a), b), m) e n) da Proposicao 206. O
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Definicao 216: Sejam E uma L-estrutura, ¢ uma atribuicao em F e I' um conjunto de
L-féormulas. Dizemos que E satisfaz I' para a ou que o par (E, a) satisfaz I, escrevendo

E = T'[a], quando para todo ¢ € T', E |= ¢|a]. Caso contrario, dizemos que E ndo
satisfaz T para a ou que o par (E,a) ndo satisfaz T', escrevendo E = I'[a].

Exemplo 217: O par (E 4, ai”d) satisfaz o conjunto de L 4,4-formulas
{Vao(zo X 21 = 0), Va1 (21 X s(x0) = 21) },

mas nao satisfaz o conjunto de L 4,;-férmulas

{Vao(xo X 21 = 20), V1 (21 X s(29) = 21) }.

Defini¢ao 218: Um conjunto de L-férmulas I' diz-se satisfazivel ou (semanticamente)
consistente quando para alguma L-estrutura E' e para alguma atribuicao a em E, (E, a)
satisfaz I". Caso contrério, I' diz-se insatisfazivel ou (semanticamente) inconsistente.

Exemplo 219:

a) O conjunto de La.u-formulas {Vag(zg X 1 = xp),Vai(zy X s(xg) = z1)} é
semanticamente consistente (por exemplo, (Ea.i,a™®) satisfid-lo). O conjunto
de Laqy-formulas {Vzo(xg X 1 = xg),Vai(zy X s(xy) = x1)} também é

semanticamente consistente (exercicio).

b) O conjunto de La.qi-férmulas {Vzo(zog = ), (0 = 0)} é semanticamente
inconsistente (exercicio).

Definicao 220: Sejam E uma L-estrutura e [' um conjunto de L-férmulas. Dizemos
que E walida T' ou que E é um modelo de T'; escrevendo E |= I', quando para toda
a atribui¢do a em E, F = I'[a]. Caso contrério, dizemos que E ndo valida I' ou que
E nao é modelo de T', escrevendo E [~ I'. Dizemos que E é um modelo normal de T
quando F é um modelo de I' e E é uma L-estrutura normal.

Exemplo 221: FEy.;; ¢ um modelo normal do conjunto formado pelas seguintes
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L 4ii-sentencas:

Vo= (0 = s(xg));

VaoVar((s(xg) = s(x1)) = (xo = 21));

Vo (s(zg) < 0);

VaoVa ((zo = s(z1)) = ((mo < 21) V (29 = 11))));
Vao(zo + 0 = x0);

VaoVry(s(zg) + 1 = s(xo + 21));

Vao(ze x 0 =0);

VoV (s(xg) X 1 = (o X 1) + 21).

A axiomdtica de Peano para a Aritmética é constituida por estas férmulas, juntamente
com um principio de inducao para Nj.

Exemplo 222: Os grupos sao os modelos normais do conjunto formado pelas seguintes
L grupo-sentencas:

VoV Voo (2o - 1) - T = xg - (21 - T2));

Vao((zo -1 =x0) A (120 =20));

Vao((zo - w0~ = 1) A (25t - w9 = 1)).

De facto, uma Ly, po-estrutura normal £ = (D, ) é um modelo deste conjunto de
férmulas se e s6 se (D,~,1,71) é um grupo.

Exemplo 223: Os conjuntos parcialmente ordenados sao os modelos normais do
conjunto formado pelas seguintes Lp,-sentencas:

Vao(zo < x0);
VaoVr(((xg < z1) A (21 < x0)) = (29 = 21));
VaoVr Vs (((zo < x1) A (21 < 29)) = (20 < 19)).

Uma Lp.-estrutura normal £ = (D,”) é um modelo deste conjunto de férmulas se e
s6 se (D, <) é um conjunto parcialmente ordenado.
Proposicao 224: Seja I' um conjunto de L-sentencas.

1. Uma L-estrutura E é um modelo de I' sse para alguma atribuicao a em E, (E,a)
satisfaz I'.

2. T' é satisfazivel sse existem modelos de T.

Dem.: Exercicio. O



7TACAPITULO 3. CALCULO DE PREDICADOS DE PRIMEIRA ORDEM DA LOGICA CLASSICA

Definigao 225: Uma L-férmula ¢ diz-se uma consequéncia (semantica)de um conjunto
de L-férmulas I' (notagdo: I' = ) quando para toda a L-estrutura E e para toda a
atribuicao a em E, se E |=T'[al], entao E = ¢[a).

Observacao 226: Na denotagao de relacoes de consequéncia semantica, usaremos
simplificacoes semalhantes as utilizadas no contexto do Calculo Proposicional. Por
exemplo, dadas L-férmulas ¢ e ¥ e dado um conjunto de L-férmulas I', a notacao

I ¢ =1 abrevia I' U {p} = 1.

Exemplo 227: No contexto do tipo de linguagem L 4.,
Vao—(xo = s(z9)) E —(0 = s(0)).

De facto, dada uma L 4.y-estrutura E = (D, ™) e dada uma atribui¢ao a em F tais que
E = {Vzo—(x¢ = s(xg)) }a], temos que, para todo o d € D, (d,3(d)) &€ =. Assim, como
0 € D, em particular, temos que (0,5(0)) € =. Consequentemente, E = —(0 = s(0))][al.

Proposicao 228: Sejam ' um conjunto de L-sentengas e ¢ uma L-sentenga. Entao,
I' = ¢ se e s6 se todos os modelos de I' validam .

Dem.: Exercicio. O

Notagao 229: Adiante, usaremos a notacao LIV(I'), com I' um conjunto de L-

férmulas, para representar o conjunto |J_ . LIV ().

pel’
Proposicao 230: Sejam ¢ e ¢ L-férmulas, seja I' um conjunto de L-férmulas, seja x
uma variavel e seja t um L-termo.

a) Se I' &= Vxyp e x é substituivel sem captura de varidveis por ¢t em ¢, entao
Ik glt/a).
b) SeT'=pea g LIV(D), entao I' = V.

c) Se I' = ¢[t/z] e x é substituivel sem captura de varidveis por t em ¢, entao
I' = 3ze.

d) SeT'Edzpel o, exd LIV(IU{¢Y}), entdao I' .
Dem.:

a) Suponhamos que (F,a) satisfaz I'. (Queremos demonstrar que: E = p[t/x][a].)
Entao, pela hipdtese, E = Vap[a]. Assim, por definigao de satisfagao,
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b)

c)

3.3

E = @[a( p )], para todo d € dom(FE).

Daqui, em particular, E | go[a( t[z]

hipotese = é substituivel sem captura de varidveis por ¢t em ¢, aplicando a
Proposicao 196, E | ¢[t/z][a].

)], pois t[a] € dom(E). Logo, como por

Suponhamos que (F,a) satisfaz I'. (Queremos demonstrar que: E = Vzp[a).)
Por hipétese, = ¢ LIV(T'). Logo, para todo ¢ € T', x ¢ LIV (v) e, para todo

d € dom(E), as atribuicbes a e a atribuem os mesmos valores a todas as

T
d
variaveis livres de 1. Assim, para todo ¢ € I', segue da Proposicao 194 que

E = 1la] sse E = @b[a( p >], para todo d € dom(E).

Consequentemente, uma vez que (F,a) satisfaz I', para todo d € dom(FE),

(E, a( p )) também satisfaz I'. Como por hipétese I' = ¢, segue que

E = gp[a( p )], para todo d € dom(E),

o que permite concluir E = Vzp[al.

e d): exercicio.

Sistema Formal de Deducao Natural

Notagao 231: O sistema formal de Dedugao Natural para o Célculo de Predicados
de Primeira Ordem da Logica Classica serd usualmente denotado por DNy ou,

simplesmente, por DN, se for claro qual o tipo de linguagem que deve ser considerado.

Definigao 232: As regras de inferéncia de DN sdo as regras de DNP (que, agora,
em vez de se aplicarem a férmulas do Calculo Proposicional se aplicam a L-férmulas),
juntamente com as seguintes regras para quantificadores:
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Regras de Introducao Regras de Eliminagao
@ Voo
— VI (a E (b
Vzp (a) plt/x] )

#

olt/1]
Jxp

I (b) W 3E (c)

(a) Na derivagdo da premissa, x nao tem ocorréncias livres nas
hipéteses nao canceladas.

(b) x é substituivel sem captura de varidveis por ¢ em .

(¢) x nao tem ocorréncias livres em 1 e, na derivacao da segunda
premissa, x nao tem ocorréncias livres nas hipoteses nao
canceladas distintas de ¢.

Definicao 233: O conjunto DPNt das derivagdes de DNy, ¢é definido de modo anslogo
a DPNP | ou seja, DPNt ¢ o menor conjunto X de arvores finitas de L-férmulas (com
folhas possivelmente canceladas) que contém as drvores com uma unica L-féormula e é
fechado para cada uma das regras de inferéncia de DN;. Por exemplo, X é fechado

para a regra VI quando satisfaz a condicao:

D . . ~ ) ., .
se @ € X ex éuma varidavel que nao ocorre livre nas hipéteses nao canceladas
de D, entao

D

Y
Vig VI € X.

Observacao 234: O conjunto PPVt das derivacoes de DN admite principios de
indugao estrutural e de recursao estrutural.

Definicoes 235: Em DN, as definicoes e as notagoes de hipotese de uma derivagao, de
hipotese cancelada de uma derivacao, de conclusao de uma derivagao, de derivacao de
uma formula a partir de um conjunto de formulas, de demonstracao de uma formula,
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de consequéncia sintdctica e de teorema sao obtidas das correspondentes definigoes e

notagoes de DNP, substituindo férmulas do Célculo Proposicional por L-férmulas.

Exemplo 236:

a)

b)

d)

A seguinte arvore (com duas L 4,4-férmulas)

Vao(xo < s(wp))
0 < s(0)

VE

¢ uma derivagdo em DN de 0 < s(0) a partir de {Vxo(zg < s(x))} (note-se que
(xo < s(x0))[0/x0] = 0 < 5(0) e xg é substituivel sem captura de varidveis por 0
em zy < s(xp)) e, portanto, tem-se: Vag(zg < s(xg)) F 0 < s(0).

A seguinte arvore (com trés L 4.;-férmulas)

Vao(zo < s(xg))
xo < $(xg)
Jzo(xo < s(x0))

VE

é uma derivagdo em DN, também a partir de {Vzo(xg < s(x¢))}, mas agora
com conclusao Jzg(zg < s(xp)). Note-se que (zo < s(xo))[zo/z0] = xo < s(x0)
e xy é substituivel sem captura de varidveis por zp em xy < s(zg), pelo que nas
inferéncias VE e dI as respetivas condicoes laterais sao satisfeitas. Desta derivagao
pode concluir-se: Vao(xg < s(x)) F Jzo(zo < s(x0)).

Sejam  uma L-férmula e x uma variavel. Seja D a seguinte arvore de L-férmulas:

)
e g
¥
Jop
Ty

Voo — Jzp

T

D é uma demonstragao de Yoy — Jzp (note-se que p[r/z] = ¢ e que x é
substituivel sem captura de variaveis por x em ¢; por isto, as inferéncias VE e 31
satisfazem as respetivas condi¢des laterais), pelo que a L-formula V.o — J. é
um teorema.

Sejam ¢ uma L-formula e z uma varidvel. Se x € LIV (p), a seguinte arvore de
L-férmulas nao é uma derivacdo em DN, uma vez que a inferéncia IE® ndo ¢é
correta, pois a condicao de x nao ter ocorréncias livres na premissa direita nao ¢é
satisfeita.

oM@
A

Y
o VI
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e) Sejam ¢ uma L-férmula e = e y varidveis. A drvore de L-féormulas abaixo é uma
demonstracao em DN de daVyp — Vydxp, pelo que esta féormula é um teorema.

\vd
¥ vp
e g0 L
drp ; B (a)
ygep 71 O

(1)
JaxVyp — Yydze —1
(a) x nao ocorre livre na premissa direita (a férmula Jxp) e x ndo ocorre livre
em nenhuma hipétese nao cancelada da derivacao da premissa direita que
seja distinta de Yyp (na derivagdo da premissa direita, a inica hipétese nao
cancelada é Yyy).

(b) y nao ocorre livre em nenhuma hipdtese nao cancelada da derivagao da
premissa (a tnica hipétese nao cancelada na derivagao da premissa é IxVyep,
que nao tem ocorréncias livres de y).

f) A seguinte arvore de L 4,.;-férmulas nao é uma derivagao em DN. Note-se que g
nao é substituivel sem captura de varidveis por x; em Jzi—(z; = xp). Assim, a
primeira inferéncia nao é uma aplicacao correta da regra VE.

(
onﬂxl;% = ZIIQ)

El[Elﬁ(ZL‘l = IL‘l)

1)

VE

(1)
VI’()Hl'l_'(l'l = l‘o) — 31‘1_'(1’1 = 1'1) —1

Proposigao 237: Sejam ¢ e ¢ L-férmulas, seja I' um conjunto de L-férmulas, seja x
uma variavel e seja t um L-termo.

a) Sel' - Vxy e x é substituivel sem captura de varidveis por ¢ em ¢, entao I' - p[t/xz].
b) Sel'Fpex ¢ LIV(D), entao I' F Vaop.

c) Se I' F ¢[t/x] e = é substituivel sem captura de varidveis por ¢ em ¢, entao
I' = dze.

d) Sel'F3azpel, oty ex & LIV(IU{¢}), entao I' 9.
Dem.:
a), b) e c): exercicio.

d) Pela hipétese I' = Jxy, existe uma derivagdo Dy de Jzg a partir de I'. Pela
hipétese I', o F 9, existe uma derivacdo Dy de v a partir de I' U {¢}. Ainda
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por hipdtese, x ndo tem ocorréncias livres nas férmulas do conjunto I' U {¢}.
Assim, z nao tem ocorréncias livres nem na conclusao de Dy, nem em nenhuma
das hipoteses nao canceladas de D, diferentes de ¢. Logo,

a
D, D,

Jzp @
—r T 3E,
(8

¢ uma derivagao de v a partir de I'.

Teorema 238 (Corre¢ao): Sejam I' um conjunto de L-férmulas e ¢ uma L-férmula.
Se ' ¢, entao I' = .

Dem.: O resultado é consequéncia imediata da seguinte propriedade: para toda a
derivacdo D em DN, se D é uma derivacdo de ¢ a partir de I', entdo I' = . Esta
propriedade demonstra-se por inducao nas derivacoes de DN.

Por exemplo, caso D seja uma derivacao da forma:

il
D1 D2
dxy @

7 JE.

Entao: i) Dy é uma derivagao de 3zt a partir de I'; ii) Dy é uma derivacao de ¢ a
partir de 'U{¢}; iii)  ndo ocorre livre nem em ¢ nem nas hip6teses nao canceladas de
Dy que sao diferentes de 1. Pela H.I. relativa a subderivacao Dy, segue que I' = Jx1) e,
pela H.I. relativa a subderivagao Ds, segue que I', 1) = . Por fim, destas duas relagoes
de consequéncia e de iii), aplicando d) da Proposi¢ao 230, segue I' = . O

Observacao 239: O contrarreciproco do Teorema da Correcao establece que, para
todo o conjunto de L-formulas I' a para toda a L-férmula ¢,

FFEep=>TFep

e permite mostrar resultados de “nao-derivabilidade” no sistema DN.
Por exemplo, uma vez que Ey4.; valida Jzg(xg = 0) e valida Jzo—(xg = 0) , mas
Eariy ndo valida 3z4((zg = 0) A (29 = 0)), entao

31’0($0 = 0), E|$0ﬁ(fb0 = O) [75 3.230((1’0 = 0) AN _|(.CEO = 0)),

pelo que
Ell’o(l’o = O), E'.I’O_'(I() = 0) |7Z Ell’o((l‘() = O) A ﬁ(iL'Q = O))
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Teorema 240 (Completude): Sejam I' um conjunto de L-férmulas e ¢ uma L-férmula. Se
I' = @, entao I' - .

Dem.: Ver bibliografia recomendada. O

Teorema 241 (Adequagao): Sejam I' um conjunto de L-férmulas e ¢ uma L-férmula. Entao,
F'Epseesésel .

Dem.: Imediata, a partir dos teoremas da Correcao e da Completude. O

Corolario 242: Uma L-férmula é um teorema de DN se e s6 se é universalmente vélida.
Dem.: Pelo Teorema da Adequacao (particularizando I' com o conjunto vazio), tem-se que
uma L-férmula ¢ é teorema de DN se e s6 se () = ¢ e prova-se, facilmente, que () = ¢ se e 86

se o € universalmente valida. O
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