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1. Preliminares: definigcoes indutivas e linguagens

1.1 Seja S o subconjunto de Q \ {0} definido indutivamente pelas 3 regras apresentadas de
seguida: (1) 1€ 5;(2)2€5;(3)¢ge S = % €Ss.

a) Dé exemplos de elementos de S.

b) Mostre que o conjunto {%, 2} é fechado para a operagao f: Q\{0} — Q\{0} tal que
flg) = %, para qualquer ¢ € Q \{0}.

c) Determine o conjunto S.

1.2 Sejam A = {a,b,c,d} e f: Ax A — A aoperagao em A definida pela tabela que se segue.

f‘abcd
ala a a a
bla ¢ b ¢
cla ¢ b b
dla ¢ b a

a) Calcule os conjuntos indutivos, sobre A, de base {b} e conjunto de operagoes {f}.
b) Prove que ¢ é um dos elementos do conjunto gerado pela definigao indutiva ({b}, {f}).

¢) Indique qual é o conjunto gerado pela defini¢ao indutiva ({b},{f}).

1.3 Apresente definigdes indutivas de cada um dos conjuntos que se seguem, explicitando a
respetiva base e respetivo conjunto de operacoes.

a) Conjunto dos naturais multiplos de 5.
b) Conjunto dos nimeros inteiros.

c) Conjunto das palavras sobre o alfabeto A = {0,1} cujo comprimento é par.

1.4 Considere o alfabeto A = {0,1} e a linguagem L sobre A definida indutivamente por:

1.1€L;
2.sex € L, entdo z0 € L e x1 € L, para todo x € A*.

Considere ainda a funcao ¢ : L — N definida, por recursao estrutural, do seguinte modo:
e i(l)=1,;
e para todo = € L, i(20) = 2i(x);
e para todo = € L, i(x1) = 2i(z) + 1.

a) Indique as palavras de L que admitem sequéncias de formagao de comprimento infe-
rior a 4.

b) Defina por recursao estrutural a funcao h : L — L tal que, para todo = € L,
h(z) = lx.

c) Determine i(11) e (101).

d) Enuncie um principio de indugao estrutural para L.

e) Mostre que, para todo z € L, i(h(z)) = 21l 4 i(z) (recorde que |z| denota o compri-
mento da palavra z).
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2. Sintaxe do Calculo Proposicional

2.1 De entre as seguintes palavras sobre o alfabeto do Célculo Proposicional, indique, justifi-
cando, aquelas que pertencem ao conjunto FEF.

a) (= (p1Vp2))

b) ((=ps) = (=p100))

c) ((ps Ap1)V(

d) ((po A (=po)) —L1)

e) (1)

£) (((po = ((p3 V (=ps)) A p12)) < (=pa)) — (p7V 1))

2.2 Represente as seguintes frases através de férmulas do Célculo Proposicional, utilizando
varidveis proposicionais para representar frases atomicas:

a) Se o Sr. Joao é feliz, a sua mulher é infeliz e se o Sr. Joao é infeliz, a sua mulher
também o é.

b) Vou de comboio e perco o avido ou vou de camioneta e nao perco o aviao.

c) Se o Pedro nao jogar, entdao o Miguel joga, mas a equipa perde o jogo.

d) Nao é verdade que neve sempre que estd frio.

e) Uma condigao necessdria para que uma sucessao seja convergente ¢ que seja limitada.

f) Uma condigao suficiente para um nimero ser impar é que seja primo e nao seja 2.

2.3 Encontre exemplos de frases que possam ser representadas através das férmulas seguintes.

a) ( )V p3))
b) ((=(p1 Ap2)) Vps3)
c) (p1 ¢ (—p2))
d) (

p1— ((=p2) Vv

((p1 = p2) Ap1) = p2)
2.4 Para cada uma das seguintes formulas do Célculo Proposicional
i) poAp
i) p
iii) - Lv-—1
iv)  po— (-po — —p1)
a) construa sequéncias de formagao;
b) indique o niimero minimo de elementos numa sequéncia de formacao;

c) indique quantas sequéncias de formacao de comprimento minimo existem.
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2.5 Para cada férmula ¢ do exercicio anterior, calcule:

a) ¢[p2/pol;
b) ¢[po A p1/p1l;
c) ¢[=p1/p1].

2.6 Defina por recursao estrutural as seguintes funcgoes:

a) v:JP = Ny tal que v(p) é o niimero de ocorréncias de varidveis proposicionais em
12

b) ¢ : FP — P(BIN) tal que c(¢) = {0 € BIN : O ocorre em ¢}, onde BIN =
{N,V, =, &)

c) _[L /p7] : FOP — FOP tal que @[L /pr] é o resultado de substituir em ¢ todas as
ocorréncias de py por L.

2.7 Considere de novo as funcoes definidas no exercicio anterior. Prove, por inducgao estrutural,
que, para todo ¢ € FEP:
a) para todo ¢ € FCFP, v(p) > F#var(p);
b) para todo ¢ € T, ¢(p) = c(p[L /p7]);
c) para todo ¢ € FE | se var(p) = {pr} entdo v(p[L /p7]) = 0.

2.8 Para cada férmula ¢ do Exercicio 2.4, indique o conjunto das suas subférmulas.
2.9 Mostre que:
a) se S é uma sequéncia de formagcao de 1) e ¢ é uma subférmula de ¢, entao ¢ é um

dos elementos de 5

b) toda a férmula 1) admite uma sequéncia de formacao que contém apenas subférmulas
de v e nao tem férmulas repetidas;

¢) uma férmula ¢ tem n subférmulas se e s6 se as sequéncias de formagao de 1) mais
curtas tém n elementos.

2.10 Seja T’ o subconjunto de FPdefinido indutivamente por:

1. para todo 7 € Ny, =—p; € T';
2. para todo p € FCP se o €T, entdo L— p €T
3. para todo ¢, € FCP se pcT etp €T, entdo p V1) € T.

a) Indique, justificando, quais das seguintes férmulas pertencem a I':

(i) ==po; (i) po; (iii) —~=po — —7po; (iv) ==p1 V (L= ==po).
b) Defina por recursao estrutural as fungoes v,d : I' — Ny tais que v(p) é o nimero

de ocorréncias de varidveis proposicionais em ¢ e d(¢) é o nimero de ocorréncias do
conetivo V em ¢.

c) Enuncie o principio de inducao estrutural para I'.

d) Prove que: para todo ¢ € I', v(p) = d(p) + 1.
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3. Semantica do Calculo Proposicional
3.1 Sejam v e v9 as Unicas valoragoes tais que

0 se p€{po,p1} 1 se p € {p1,ps}
vi(p) = e v2(p) =

1 se pe VP —Ipy,p1} 0 se pe VP

- {Phpg} '

Considere as férmulas @1 = (p2 V po) A =(p2 Apo) € w2 = p1 — ((p5 +> p3)V L). Calcule
os valores légicos das férmulas 1 e 9 para as valoragoes vy e va.

3.2 Seja v uma valoracao. Quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras?
a) v((ps — p2) = p1) = 0 e v(p2)=0 é uma condicao suficiente para v(p3) = 0.

b) Uma condigao necessaria para v(p; — (p2 — p3)) =0 é v(p1) =1 e v(p3) = 0.

¢) Uma condigao necesséria e suficiente para v(p; A —p3) =1 é v((ps — (p1 — p3)) = 1.

3.3 De entre as seguintes férmulas, indique as tautologias e as contradicoes.

a) (p1—L)Vvp b) (p1 — p2) < (=p2 — —p1)
c) —(p1Ap2) = (p1Vp2) d) (p1V-p1)— (p1A-p1)

3.4 Considere o conjunto I' do Exercicio 2.10. Prove que, para todo ¢ € I', se L ocorre em ¢,
entao ¢ ¢é tautologia.

3.5 Considere o conjunto F" das férmulas cujos conetivos estao no conjunto {V, A}.

a) Defina indutivamente o conjunto V' e enuncie o respetivo principio de indugao
estrutural.

b) Seja v a valoracao que a cada varidvel proposicional atribui o valor 16gico 0. Mostre
que v(p) = 0, para qualquer FV".

b) Existem tautologias no conjunto V7 Justifique.

3.6 Das seguintes afirmacoes, indique as verdadeiras. Justifique.

a) EpAyseesdse =pe =1
b) Se = ¢ V1, entdo = ¢ ou = 9.
c) Se =y ou =1, entdo = ¢ V1.
d) Se | o < Y e £, entao = p.

3.7 Para cada uma das seguintes formulas, encontre uma férmula que lhe seja logicamente
equivalente e que envolva apenas conetivos no conjunto {—, V}.

a) (poAp2) — ps3. b) p1V(p2 —1).
C) P4 pa. d) (p1Vp2) = ~(pAL).

3.8 Investigue se os conjuntos de conetivos {V, A} e {—,V, A} sdo ou ndo completos.
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3.9 Calcule formas normais conjuntivas e disjuntivas logicamente equivalentes a cada uma das
seguintes féormulas:

a) o b) p1 A (p2 Aps). c) (p1Vpo)V=(p2Vpo)
d) (p1—1). e) (p1Vpo)A(p2V (p1Apo)). £)  (p1 = p2) < (—p2 = —p1).

3.10 Considere que ¢ e @ sao férmulas cujo conjunto de varidveis é {p1,p2} e {p1,p2,p3},
respetivamente, e que tém as seguintes tabelas de verdade:

p1 | p2 | p3 || Y

1 1 1 0

pL P2 | L{110]1
1 1 0 1 0 1 1
1 0 1 e 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1
0 0 1 1

0 0 0 1

Determine FND’s e FNC’s logicamente equivalentes a cada uma das férmulas.

3.11 Sera que existem outros conetivos binarios para além de A, V, —, e <>7 Para respon-
der a esta questao, adotemos esta definicdo: um conetivo binario é uma funcéo de tipo
{07 1}2 — {07 1}

a) Quantos conetivos bindrios existem?

b) Para cada conetivo bindrio f : {0,1}> — {0,1}, escreva f como uma tabela de
verdade, e “traduza”’ essa tabela de verdade como uma FND.

c) Conclua que {—, A, V} permaneceria um conjunto completo de conetivos, mesmo se
tivéssemos adoptado no Céalculo Proposicional outros conetivos bindrios.

3.12 Nenhum dos conetivos O € {A, V, —, <>} é completo (i.e. constitui, por si sé, um conjunto
completo de conetivos). No entanto, existem conetivos bindrios completos.

SFCP

Considere-se a extensdo do conjunto das férmulas proposicionais com o conetivo

bindrio 1 (conhecido como seta de Sheffer ou nand), determinado pela funcao booleana f4
t.q. f+(1,1) =0, f+(1,0) =1, f+(0,1) =1 e f4(0,0) = 1. Mais precisamente:
i) acrescente-se ao alfabeto do Célculo Proposicional a letra 1;

ii) considere-se a definicio indutiva de FCT (sobre este alfabeto estendido) com uma
nova regra: se ¢, € FF entdo (p 1) € FOL;

iii) & definigdo de valoracao v, acrescente-se a condi¢do v(¢ T 1) = fr(v(p),v(1))), para
todo ¢, € FEL,

a) Encontre férmulas ¢, ¢ logicamente equivalentes a py 1 p1 e tais que i) ¢ é FND; ii)
1 é FNC.

b) Mostre que, para todo ¢,v € FP: 1) p 119 & (0 AY) ;i) mp < ¢ T .
c) Dé exemplo de tautologias e de contradigdes onde o unico conetivo usado seja 1.

d) O conjunto {1} é completo? Justifique.
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3.13 De entre os seguintes conjuntos de férmulas, indique os que sdo consistentes.
a) {poAp2,p1 — p3,p1V P2} b) {poV —p1,p1,p0 > (P2 V Dp3)}
c) J°r. d) O conjunto FV* do Exercicio 3.5.

3.14 Sejam ', A C FYP . Diga, justificando, se sio verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes.

a) Se I'U A é consistente, entao I' e A s@o conjuntos consistentes.
b) Se I' e A sao conjuntos consistentes, entao I' U A é consistente.
c) SeI' é consistente e p € I', entdo - € I.

d) Se I" contém uma contradicao, entao I' é inconsistente.

3.15 Este exercicio ilustra um método para decidir se uma férmula do Célculo Proposicional é
uma tautologia (que estd na base do chamado método da resolucao), assente em formas
normais conjuntivas e na analise da consisténcia de conjuntos de férmulas.

Considere as férmulas:
©=(p3— (p1Vp2))V(=p1 = p2); ¥ =-p2Ap3A(=p3V —p1Vp2)A(p2Vp1).

a) Observe que 1 é uma FNC e mostre que v é logicamente equivalente a —.

b) Observe que para toda a valoragao v, v(¢) = 1 sse v satisfaz {—pa, p3, “ps V —p1 V D2,
p2Vp1}

c) Mostre que {—p2, p3, p3V —p1Vp2,p2 Vp1} é inconsistente e diga se ¢ é contradicao.

d) Diga se ¢ é uma tautologia.

e) Aplique a sequéncia de passos anterior, considerando ¢ = (pa — p1) — (—p2 A p3),
Y= (p1V—p2) A (p2V —ps3).

3.16 Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:
a) p3Vpo,po = Pps- b)  poVpi,=p1Vp2 [ poVpe.
¢) —p2— (p1Vps),-p2Epi. d) paratodo g, € FU, = o PV

3.17 Sejam ¢, € FEF ¢ T' um conjunto de férmulas. Demonstre que:
a) TEpAyYseesésel' =pel E. b) E ¢ —1seesdsep 1.
c) TEpVyseesdése I, —p . d) T é inconsistente se e s6 se I' =1.

3.18 O Carlos, o Joao e o Manuel, suspeitos de um crime, fizeram os seguintes depoimentos,
respetivamente:
e O Joao é culpado, mas o Manuel é inocente.
e Se o Carlos é culpado, o Manuel também o é.

e Eu estou inocente, mas um dos outros dois é culpado.

a) Os trés depoimentos sao consistentes?

b) Algum dos depoimentos é consequéncia dos outros dois?
c) Supondo os trés réus inocentes, quem mentiu?

d) Supondo que todos disseram a verdade, quem é culpado?

e) Supondo que os inocentes disseram a verdade e que os culpados mentiram, quem é
culpado?
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4. Deducgao Natural para o Calculo Proposicional

4.1 a) Indique uma derivagao em DNP cuja conclusao seja pyp Ap; e cuja tnica hipdtese nao
cancelada seja p1 A po.

b) Indique duas derivagoes distintas em DNP de conclusao pg — (p1 — (po V p1)) e sem
hipdéteses por cancelar.

¢) Indique as subderivagoes de cada uma das derivacoes que apresentou em a) e em b).

4.2 Sejam ¢, 1,0 € FEP. Encontre demonstracoes em DNP das férmulas abaixo indicadas e
explicite as respetivas subderivagoes.

a) (pAY)—=(pVY).  b) (p= (@ —=0) = ((p—=19) = (p—0)).
c) ¢ d) (mpVi)—=(p— ).

e) ¢ . £) (p=)A@Q = 9) e (pe).

g) (pVy)e (WVe).  h) (pAY) < (e V).

4.3 Mostre que:
a) po — p1,~p1 bk —po.
b) po = p1,p1 = P2, p2 — po = ((po <> p1) A (p1 <> p2)) A (po < p2).
4.4 Represente o raciocinio que se segue através de uma consequéncia sintatica e prove que
essa consequéncia sintatica é valida: O Tiago disse: “Vou almogar ao McDonald’s ou a
Pizza Hut”. E, acrescentou: “Se comer no McDonald’s, fico mal disposto e nao vou ao

cinema”. Nesse dia, a Joana encontrou o Tiago no cinema e conclui: “O Tiago foi almogar
a Pizza Hut”.

4.5 Sejam ,1, 0 € FEP e T C FEP. Mostre que:
a)TFpAyYssel’Fpel'Fy. b)TkFessel,~pkFLl. c)Sel',—ptF ¢, entao I' - .

4.6 Sejam ¢, € TP férmulas. A férmula ((p — ¥) — @) — ¢ é chamada a Lei de Peirce.
Mostre que a Lei de Peirce é um teorema de DNP. (Sugestao: tenha em atencao a resolugao
da alinea c) do exercicio anterior.)

4.7 Mostre que os conjuntos {p1 <> p2,p1, P2} e {po V p1,po A —p1} sdo sintaticamente
inconsistentes.
4.8 Sejam ,¢p € FEP e T' C TP, Mostre que:
a) (poVp1) = (po A p1) ndo é um teorema de DNP.
b) po V p1 ¥ po A pr.
c) {poV p1,po A p1} é sintaticamente consistente.
d) SeT',p k1 e ¢ é uma tautologia, entao I' - 9.

(Sugestao: aplique o Teorema da Corregao e/ou o Teorema da Completude.)

4.9 Seja v uma valoracio. Mostre que I' = {¢ € TP : v(¢) = 1} é maximalmente consistente.

4.10 Dé exemplo de dois conjuntos de férmulas distintos que contenham {p; V p2,p1 <> p2} e
que sejam maximalmente consistentes.

4.11 Seja T’ um conjunto maximalmente consistente e sejam ,1) € FEF. Mostre que: se
pViypelepdl, entao ¢ € T

4.12 Sejam ¢ € FEP e T' C FOP. Mostre que: T' |= ¢ sse existe um subconjunto I'g de T', finito,
tal que Ty = .
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5. Sintaxe do Calculo de Predicados

5.1 Seja L = ({0, f,g},{R},N) o tipo de linguagem tal que N(0) = 0, N(f) = 1, N(g) = 2,
N(R) = 2.

a) Explicite a definigdo indutiva do conjunto dos L-termos.

b) Indique quais das seguintes sequéncias de simbolos constituem L-termos:

Do i) £(0). i) ().
iv) g(f(z1,20),20).  Vv) gz, f(z1)). Vi) R(xo,z1).

c) Para cada um dos L-termos ¢t que se segue, calcule VAR(t) e subt(t).
i) 0. i) gz, f(z)). i) gz, g(22,23)).

d) Para cada um dos L-termos ¢ da alinea c), calcule t[g(z0,0)/z1].

5.2 Seja L o tipo de linguagem definido no exercicio 5.1.

a) Enuncie o teorema de inducdo estrutural para o conjunto dos L-termos.

b) Defina, por recursao estrutural em L-termos, fungoes r : T, — Ny que a cada L-termo
t faz corresponder o nimero de ocorréncias de variaveis em ¢.

c) Dé exemplos de L-termos t; e t2 tais que #VAR(t1) = r(t1) e #VAR(t2) < r(t2).
d) Demonstre que, para todo o L-termo t, #VAR(t) < r(t).

5.3 Seja L = ({0,—},{P,<},N) em que N(0) =0, N(P) =1 e N(—) =N(<) = 2.

a) Dé exemplos de L-termos e indique sequéncias de formagao desses termos.
b) Dé exemplos de L-férmulas atémicas.

c) Indique sequéncias de formagao de cada uma das seguintes L-férmulas.

i) 2o — 0 < 2.
il) JxoVai(z1 — 29 < 0).
iii) Vao(Jzo(zo < 1) — Jzi(20 < 21 — 20)) A P(22).
5.4 Escreva as seguintes afirmacoes como férmulas para um tipo de linguagem apropriado.

a) Todo aquele que é persistente aprende Logica.
b) Nem todos os passaros voam.
c) Se toda a gente consegue, também o Joao consegue.
d) Para todo o nimero natural que é maior do que 6, o seu dobro é maior do que 12.
e) Existe um inteiro positivo menor do que qualquer inteiro positivo.
f) Todo o inteiro positivo é menor do que algum inteiro positivo.

g) Nao ha barbeiro que barbeie precisamente aqueles homens que nao se barbeiam a si
proprios.
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5.5 Para cada uma das férmulas ¢ do exercicio 5.3 ¢),

a) Calcule o conjunto das subférmulas de .
b) Calcule os conjuntos de variaveis livres e de varidveis ligadas de .
c) Calcule ¢[xy — xo/z1].
5.6 Para cada uma das férmulas ¢ do exercicio 5.3 ¢), indique quais das seguintes afirmagoes
sao verdadeiras. Justifique.
a) A varidvel 21 é substituivel pelo L-termo 0 em ¢.
b) A varidvel x; é substituivel pelo L-termo x5 em ¢.
c) A varidvel xg é substituivel por qualquer L-termo em ¢.

d) Qualquer varidvel é substituivel por qualquer L-termo em .
6. Semantica do Calculo de Predicados

6.1 Considere o tipo de linguagem L 4,4 € a estrutura standard para este tipo de linguagem
E4rit. Sejam aj e ag as atribuigoes em F 4, tais que aj(z;) = 0, para todo ¢ € Ny, e
as(z;) = i, para todo i € Ny.

Para cada um dos L 4,i-termos ¢t que se seguem, calcule t[a;]g,,., € t(a2]E,,,,-
i) 0. ii) @s. iii) s(za). iv) +(s(0),z3). v) s(0+ (z2 x x3)).
6.2 Considere de novo o tipo de linguagem L ;.
a) Defina uma L 4,4-estrutura normal Ej cujo dominio seja o conjunto {0,1} e, para

essa estrutura, defina uma atribuicao ag.

b) Para a estrutura Ey e atribuicdo ap definidas na alinea anterior, calcule t[ag]g, para
cada um dos termos t do exercicio anterior.

6.3 Seja L = ({f1, f2, f3, fa}, {R1, R2},N) o tipo de linguagem em que N(f1) = N(f2) = 0,
N(fz) =1, N(f1) =2, N(R1) =1 e N(R2) =2 e seja D o conjunto {dy,d2}.
a) Indique uma L-estrutura de dominio D.
b) Quantas L-estruturas de dominio D existem?
6.4 Scja L = ({0,—},{<,P},N) o tipo de linguagem em que N(0) = 0, N(—) = 2, N(<) =2
e N(P) =1. Seja E = (Z,”) a L-estrutura tal que:
e 0 é o nimero inteiro zero;
e — ¢ a funcao subtracdo em inteiros;
e < é arelagdo menor do que em inteiros;
e P={z€Z:z=2 para algum 2’ € Z}.
Seja a : V — Z a atribuicao, em F, tal que: a(x;) =i se i é par e a(x;) = —2i se i é impar.
a) Para cada um dos seguintes L-termos ¢, calcule t[a]g.
i) 0—1'2. ii) 0— (1‘2—331).

b) Prove, por induc¢do em L-termos, que, para todo o L-termo ¢, existe z € Z tal que
tlalp = 2z.
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6.5 Considere o tipo de linguagem L 4,4 € a estrutura standard para este tipo de linguagem
E4rit. Sejam aj e ag as atribuigoes em F 4.4 tais que aj(z;) = 0, para todo ¢ € Ny, e
as(z;) = i, para todo i € Ny.

a) Para cada uma das La,y-férmulas ¢ que se seguem, calcule pla1]g,,,, € ¢la2lE,,., -

1) 1. 111) —|($1 = xl).
i) 1 = zo. iv) (r1 < x2) = (s(x1) < s(x2)).
b) Para cada uma das férmulas ¢ da alinea anterior, indique, para cada n € Ny, o valor
de pla1 () Ean © elaz(5)] Eav-
c) Para cada uma das férmulas ¢ da alinea a), indique (Vz19)[a1]g,,.,, (Vz19)[a2]E,,.
(Fr1p)[arle g, € (Fr19)[az]E .-
d) Indique se alguma das férmulas da alinea a) é valida na estrutura E 4.

e) Indique se alguma das férmulas da alinea a) é universalmente valida.

6.6 Sejam L, E e a a linguagem, a estrutura e a atribuigdo, respetivamente, definidas no
Exercicio 6.4. Para cada uma das seguintes L-formulas

i) x1 —x2 <0 iv) 2o <0V —=(zg <0)
ii) P(x2) v) Jzo(P(xo) A =P(0 — x0))
iii)  VaoP(x9) vi)  VriVaa((z1 < x2) = (0 < 29 — 21))

diga se a férmula: a) é satisfeita na estrutura E para a atribuigao a; b) é védlida em FE;
c¢) é universalmente vélida.

6.7 Seja ¢ a seguinte L 4,.;4-férmula:
—|(E|a:1(x1 = 0) vV (332 = 0)) — (‘\3.%'1(1’1 = 0) A —\(1‘2 = 0))

a) ¢ é instancia de alguma tautologia?

b) ¢ é vilida em todas as L 4,.;4-estruturas?

6.8 Diga, justificando, se cada uma das seguintes afirmagoes é verdadeira para quaisquer tipo
de linguagem L, L-féormulas ¢ e 1 e variavel x.

a) dxp & V. b) E Jz(p A) = (Fxp A Jzv).

c) E (zxp A Jzyp) — Jx(p A ). d) £ (Vep VVay) — V(e V).

e) EVz(p V) = (Yop V V). f) | JxVyp — Vy3ae.

g) | VaIyp — JyVzep. h) 3z — ¥ < Va(p — ), se x & LIV(y).

6.9 Encontre formas normais prenexas logicamente equivalentes a cada uma das seguintes
L pyjp-formulas.

i) (zo =0)v L. iii) ~3xeVz1(z0 = 21). v) dxo(xo = x0) A =3z0(z0 = S(x0)).
ii) Jzo(xg = x0). 1v) (9 = 0) A Jzo(0 < x0). Vi) Vao(Vai—(s(x1) = x9) = 29 = 0).
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6.10 Considere o tipo de linguagem L = ({0,f}, {P,=},N), em que N(0) = 0, N(f) = 1, N(P) =

leN(=)=2,¢ considere a L-estrutura normal £ zi(No,*), onde 0 =0, f: Ng — Ny é
a funcdo dada por f(n) = n + 3, para todon € Ny e P = {n € Ny | n é multiplo de 3}.

a) Seja a a atribuigdo em E tal que, para todo i € Ny, a(x;) = i. Calcule:
(i) f(f(z4))lal.
(ii) (Fz1f(x1) = 0) vV =P(f(x2))[a)].
b) Seja ¢ a L—férmula (f(x;) = 22 A P(z1)) — P(22). Prove que:
(i) ¢ é valida em E.
(ii) ¢ nao é universalmente valida.
c) Represente as afirmagoes seguintes através de L-férmulas vélidas em E.

(i) Existe um ntmero que é multiplo de 3 mas nao é zero.
(ii) Para todo o nimero que seja miltiplo de 3, esse nimero mais 3 é multiplo de 3.

6.11 Seja L = ({f},{=},N) o tipo de linguagem, em que N(f) =1, N(=) =2 eseja E = (D, )
uma L-estrutura normal.
a) Indique uma L-férmula que seja valida em E sse f é injetiva.
b) Indique uma L-férmula que seja vélida em E sse D tem dois elementos.

6.12 Seja L = ({c1,c2}, {R},N), onde N(c1) = N(c2) = 0 e N(R) = 2, um tipo de linguagem.
Seja I'= {@17 ©»2, ()03}7 onde:
o 1 = VaoR(zo,x0);
o 3 = VoV (R(xo,x1) = R(x1,20));
o o3 = VaoVrVaa((R(xo, 1) A R(x1,22)) — R(zo,x2)).

a) Indique modelos de:
(i) T.
(ii) I'u {R(Cl, Cg)}.
(iii) I'u {ﬁR(Cl, CQ)}.
b) Mostre que:
(i) T ': R(cl,cl).
(ii) F, R(Cl, CQ) }: R(CQ, Cl).

6.13 Sejam L um tipo de linguagem, ¢ uma L-férmula e x uma variavel. Mostre que:

a) {Jz—p,Vrp} é semanticamente inconsistente.

b) —~3zp, ¢ L.
c) Vap,Va | V(o A ).
d) 3z, V(e — ¢) E Jay.

6.14 Considere as trés afirmagoes:

(i) “Todos os homens sdo mortais”;
(ii) “Camdes é um homem”;
(iii) “Camoes ¢ mortal”.
a) Represente (i), (ii) e (iii) por L-férmulas @1, @2 e @3 respetivamente. Explicite L.

b) Mostre que @1, p2 F ¢3.
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7. Dedugao Natural para o Calculo de Predicados
7.1 Seja L = ({c},{R},N) o tipo de linguagem onde N(c) = 0 e N(R) = 1. Encontre
demonstracoes em DN das seguintes férmulas.
a) R(c) — JzoR(zo)

b) VxoR(xzg) — R(c)

7.2 Prove que as seguintes L-férmulas sdo teoremas de DN.
a) Vz(p — ¢) = (Ve — Vo)
b) Jx(p V) + (Fze V Jz1h)
c) (Vxp V V) — V(e V)

d) Va(e V) < (pVVay) se x & LIV(p)
7.3 Seja L um tipo de linguagem que inclua R como simbolo de relagao unario. Diga se:
a) R(zo) F JzoR(xo).

(
b) R(xo) H Vx()R(:Eo).
C) Ell‘oR(on) H R(:Eo)
(

d) VZL‘()R(J}()) FR l’o).

7.4 Considere as L 4,.;;-férmulas 1 e @2 dadas, respetivamente, por:

e Vo (0 + z0 = 20);

o VroVriVas(xy + 21 = 2 — s(xo) + 21 = s(x2)).
Considere ainda o conjunto I' = {¢1, p2}. Mostre que:
a) I'F 0+ s(0) = s(0).
b) I' F Jzs3za(zs + x4 = s(0)).
c) I' F 3z3(s(0) + 0 = x3).
d) TV Jrg(5(0) + 23 = 0).

7.5 Apresente resolugoes alternativas para os exercicios 6.12 b), 6.13 a), b), ¢) e d), 6.14 b),
recorrendo a derivagoes em DN.




