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Proposta de resolucao

1. Sem justificar, diga se é verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das seguintes proposi¢des, assinalando a opg¢do
conveniente:

(a)

Dadosn e Neo €S, o(o) <n. V F

Falsa. A permutacdo 7 do exercicio 3. deste teste serve como contra exemplo. E uma permutacdo de Sy que
tem ordem 12.

Se 0 € Sg tem ordem 5, entdo, < 0 >=< o? >. V F
Verdadeira. Se o(c) = 5, entdo | < 0 > | = 5 e o(0?) = —2—~ = 5. Como o €< o >, temos que
< 0 >=< o* > (qualquer elemento de ordem 5 de um grupo de ordem 5 é gerador do grupo).

Se A é um anel e a,b € A, entdo, a®? — b> = (a + b)(a — b). V F

Falsa. Se A é um anel ent3o, para todos a,b € A, temos que (a + b)(a — b) = a® — ab + ba — b. A igualdade
apresentada sé se verifica se o anel é comutativo.

Existe pelo menos um dominio de integridade de caracteristica 10. V F

Falsa. Se A é um dominio de integridade de caracteristica 10, temos que 14 € A e o(14) = 10. Assim,
10-14 =04 €, paratodo 0 < k <10, k-14 # 04. Mas,

10-14 = (2x5)(Lala) = (2-14)(5-14),

pelo que, nas condi¢des dadas, A é um dominio de integridade com divisores de zero n3o nulos, o que é uma
contradi¢do.

Sejam ¢ : A — A’ um morfismo de anéis e I um ideal de A. Ent3o, ¢(I) é um ideal de A’. V F
Falsa. A afirmagdo s6 é verdadeira se o morfismo for sobrejtivo (i.e., um epimorfismo).
O anel Z3 x Z7 é dominio de integridade. V F

Falsa. ([1]3,[0]7) e ([0]3,[1]7) sdo elementos ndo nulos de Z3 x Z7 cujo produto é o zero deste anel. Logo,
ambos os elementos s3o divisores de zero n3o nulos de Z3 X Zr e, por essa razdo, este anel ndo é dominio de
integridade.

Nenhum elemento invertivel de um anel com identidade é divisor de zero. vV F

Verdadeira. Se a é um elemento invertivel do anel A com identidade e b € A é tal que ab = 04 ou ba = 04,
temos que b =a"tab=0a"104 =04 ou b =baa ! =046~ " = 04. Estamos em condicdes de concluir que a
nao é divisor de zero.

Dados I e J ideais proprios de um anel A, se I N J é ideal maximal de A, entdo [ = J. vV F

Verdadeira. Se INJ é um ideal maximal, n3o existem ideais K de A tais que IN.J ; K ; A. Mas, INJ C T ; A
eIﬁJQJ;A. Logo, I=INJ=J.

2. Considere os seguintes anéis comutativos com identidade:

(@)

Alizl() A2123XZ7 A5{<g S)SGEZ}

Indique, sem justificar:

i. a identidade de cada anel:



a caracteristica de cada anel:
Observacdo: uma vez que os anéis tém identidade, a carateristica de cada anel é a ordem do seu elemento
identidade se e sé se esta for finita. Caso contrdrio, a caracteristica € 0.

(A1) =10 ¢(A2) = mm.c.(3,7) =21 c(A3) =0

um elemento x € Ua\{14} para:

-1 0
A= A1 : [9]10 A= Ag : ([2]3, [6]7) A= Ag : ( 0 ] )
Observagdo: Em Aj, qualquer elemento da forma [a]i0, com a € Z tal que m.d.c.(a,10) =1 e a # 1(
mod 10), é um elemento nas condi¢des pedidas. Em Aj, qualquer elemento da forma ([b]s,[c]7), com
b,c € Z tais que m.d.c.(b,3) = m.d.c.(¢,7) =1 e b # 1( mod 3) e ¢ # 1( mod 7), é um elemento nas
condicdes pedidas. Em As, o elemento apresentado é o (nico nas condicSes pedidas.

(b) Quais dos anéis tém divisores de zero ndo nulos? Indique, caso existam, um divisor de zero n3o nulo de cada

um desses anéis. Justifique.
Os Unicos anéis que tém divisores de zero ndo nulos sdo A; e As:

e Em Ay, [2]10 e [5]10 sdo dois elementos ndo nulos tais que [2]10[5]10 = [2 X 5]10 = [10]10 = [0]10-

e Em A, ([1]3,[0]7) e ([0]3, [1]7) sdo elementos ndo nulos de Zs x Z7 cujo produto é o zero deste anel. Logo,

ambos os elementos s3o divisores de zero n3o nulos de Z3 X Z~.

e Em A3, como

a 0 b 0 ab 0 0 0
(0 a)(o b)_(o ab)_(o 0)(:’@5—0@@_0\/[)_07

nao existem divisores de zero n3o nulos.

3. Considere, em Sy, as permutacdes

1 2 3 45 6 7 8 9
=(12345)(2 1 = .
o =(12345)(267951) 7(345879126)
(a) Escreva o7~! como produto de ciclos disjuntos.
Temos
07_1_123456789 1 2 3 45 6 7 8 9
3 6 45 27 9 81 7T 8 1 2 3 9 5 46
1 23456789 '
= =(19728546
<983641257) ( )

(b) Determine o(0).

Escrevendo o como produto de ciclos disjuntos, obtemos ¢ = (13452679). Assim, sendo o um ciclo de

comprimento 8, temos que o(o) = 8.

(c) Indique, justificando, os elementos de < 73 >.

Escrevendo 7 como produto de ciclos disjuntos, obtemos 7 = (1357)(284)(69). Uma vez que os trés ciclos
sdo disjuntos podemos concluir que o(7) = m.m.c.(4,3,2) = 12 e que 7" = (1357)"(284)™(69)", para todo
n € Z. Da primeira, concluimos que o(7%) = oty = 4 e, por isso, < 7° >= {id, 7%, (%), (7°)*}. Da

segunda, concluimos que

73 = (1357)3(284)3(69)° = (1357)"4d(69) = (7531)(69),
76 = (1357)5(284)5(69)% = (1357)2 = (15)(37),
79 = (1357)°(284)9(69)? = (1357)(69).

Logo,
<73 >= {id, (7531)(69),(15)(37),(1357)(69)}.

(d) Sem efetuar célculos com composicido de fungdes, mostre que n3o existe § € Sy tal que §°7 = 0.



Comegamos por observar que, por (a),
Pr=0e8 =07 = (19728546).

Sendo este um ciclo de comprimento par (8), temos que, existindo § nas condigdes dadas, 6 é uma permutagio
impar. No entanto, o produto (composta) de qualquer permutagdo consigo mesma é uma permutagdo par pois
pode ser escrita com o dobro das transposicdes usadas para escrever essa permutacdo. Sabemos também que
nenhuma permutacdo pode ser simultaneamente par e impar. Logo, ndo pode existir § nas condicdes dadas.

4. (a) Mostre que ¢ : Z — Z definida por ¢(n) = [6n]1o, para todo n € Z, é um homomorfismo de anéis e determine
o seu ntcleo.
Sejam n,m € Z. Ent3o:
1. @(n+m) = [6(n+m)]i0 = [6n + 6m]1o = [6n]10 + [6m]10 = ©(n) + @(m);

2. p(nm) = [6(nm)]10 = [36(nm)]10 = [(61)(6m)]10 = [61]10[6m]10 = (n)p(m),
uma vez que 36 = 6( mod 10).

Tendo em conta os pontos 1. e 2., concluimos que ¢ é um homomorfismo de anéis.

Mais ainda, tendo em conta que Nucy = {n € Z : ¢(n) = [0]10} e que

w(n) = [0]10 < [6n]10 = [0]10 & 6n =0( mod 10) & n =0( mod ﬁ?ﬁi,lo)) < n=0( mod5),

concluimos que
Nucp = 5Z.

(b) Seja A um anel comutativo com identidade tal que
Ve e A, In e N\{1}: 2" = z.

Mostre que todo o ideal primo de A é um ideal maximal de A.
Suponhamos que I é um ideal primo de A, i.e., que:
(i) A\I # 0;
(i)seabe IentdioacToubel.
Queremos provar que I é um ideal maximal de A, i.e., que ndo existe K ideal de A tal que I & K ¢ A. Seja K
um ideal de A tal que I & K. Pretendemos provar que K = A. Para tal, basta provarque 14 € K. De I ¢ K
sabemos que existe © € K tal que x € I. Mas, se x € K, entdo, x € A e, por hipdtese, existe um natural n > 2
tal que ™ = x. Mas,

=re " —x=04& ac(x”_l —14)=0a4.

Como I é um ideal primo, 04 € I e x ¢ I, temos, por (ii), que 2" ' —14 € I. Entdo, 2" ! — 14 € K.
Juntamente com o facto de que se x € K, entdo, 2"~ ! € K, concluimos que

la=a""1— ("' -14) € K.

5. Considere o dominio de integridade Z[/—5]|. Recorde que Uy 5 = {—1,1}.

(a) Mostre que 1 + /=5 é irredutivel em Z[/—5].
Claramente, 1 + +/—5 n3o é o zero nem uma unidade do anel.
Sejam a + b\/—5, ¢+ dv/—5 € Z[/—5] tais que
1+ vV—=5=(a+bvV—-5)(c+dv-5).

Sendo estes dois complexos iguais, entdo, também o s3o os quadrados dos seus médulos. Logo, temos que
6 = (a® + 5b%)(c? + 5d?).

Tendo em conta que os fatores s3o n3o negativos, as nicas fatorizagdes possiveis sdo, a menos da ordem dos
fatores, 2 x 3 e 1 x 6. Como a primeira é impossivel (pois a® +5b% # 2, para quaisquer inteiros a e b), concluimos
que a® +5b> = 1 ou ¢® + 5d®> = 1. Como a,b,c,d € Z, concluimos que sé podemos ter a = 1 e b = 0 ou
c==41led=0, i.e., concluimos que a + b\/—5 é uma unidade ou ¢ + dv/—5 é uma unidade. Logo 1 + +/—5 é
irredutivel.



(b) Mostre que 1 4 +/—5 ndo é um elemento primo em Z[v/—5].

1+ /=5 ndo é primo pois divide (1 ++/—5)(1 —+/—5) = 6 = 2 x 3 e ndo divide nem 2 nem 3. De facto, se
14+ +/=5 2, existiria a + b\/—5 € Z[/-5] tal que

2=(1++vV-5)(a+bv—5)=(a—5b)+ (b+a)V-5,
ou seja, existiria b € Z tal que 2 = —6b, o que é impossivel em Z. Do mesmo modo, se 1 + +/—5 | 3, existiria
a+ byv/—5 € Z[v/-5] tal que
3=(14++v-5)(a+bv/=5) = (a—5b)+ (b+a)V—5,
ou seja, existiria b € Z tal que 3 = —6b, o que também é impossivel em Z.
(c) Determine [1 + /=5, 12].

Por (a), temos que 1+ +/—5 é irredutivel em Z[\/—5], pelo que existe sempre maximo divisor comum entre este
elemento e qualquer outro elemento de Z[/—5]. Mais ainda, sabemos que, para todo z € Z[/—5],

[1+\/—57x]{(1+\/—_5)uz[\/—5] sel++v/=5 |z

Uy =5 caso contrario

Em (b), vimos que 1 + +/—5 divide 6. Como 6 | 12, temos que 1 + /—5 divide 12. Assim, [1 4+ 1/—5,12] =

Cotagdo: 1. 6 valores; 2. 4 valores; 3. 3 valores; 4. 4 valores; 5. 3 valores



