Departamento de Matemadtica Universidade do Minho

Algebra 2° teste — 13 dez 2019
Lic. em Matemdtica - 2° ano durac3o: duas horas
Nome Nimero

1. Sem justificar, diga se é verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das seguintes proposi¢cdes, assinalando a opgdo
conveniente:
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Dadosn e Neo €S, o(o) <n.

Se 0 € Sg tem ordem 5, entdo, < 0 >=< 0% >.
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Se A é um anel e a,b € A, entdo, a®> — b? = (a + b)(a — b).
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Existe pelo menos um dominio de integridade de caracteristica 10.

Sejam ¢ : A — A’ um morfismo de anéis e I um ideal de A. Ent3o, ¢(I) é um ideal de A’.
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O anel Z3 x Z7 é dominio de integridade.

Nenhum elemento invertivel de um anel com identidade é divisor de zero.
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Dados I e .J ideais préprios de um anel A, se I N.J é ideal maximal de A, entdo [ = J.

2. Considere os seguintes anéis comutativos com identidade:
a 0
A1 = Zo Aoy =73 X U Agz{( )ZGEZ}

(a) Indique, sem justificar:

i. a identidade de cada anel:
lay=_ lag=_____ 1a, =
ii. a caracteristica de cada anel:
c(A)=__  ce(A)=___ A=
iii. um elemento x € Ua\{1a} para:
A=A: A=A,: A=A;s:

(b) Quais dos anéis tém divisores de zero ndo nulos? Indique, caso existam, um divisor de zero n3o nulo de cada
um desses anéis. Justifique.



3. Considere, em Sy, as permutacdes
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a) Escreva o77' como produto de ciclos disjuntos.

c) Indique, justificando, os elementos de < 73 >.

(a)
(b) Determine o(c).
(<)
(d)

d) Sem efetuar calculos com composicido de funcdes, mostre que n3o existe § € Sy tal que 67 = 0.



4. (a) Mostre que ¢ : Z — Z definida por ¢(n) = [6n]1o, para todo n € Z, é um homomorfismo de anéis e determine
o seu nucleo.

(b) Seja A um anel comutativo com identidade tal que
Ve e A, In e N\{1}: 2" =z.

Mostre que todo o ideal primo de A é um ideal maximal de A.



5. Considere o dominio de integridade Z[v/—5]. Recorde que Uy, —5 = {-1,1}.

(a) Mostre que 1 + /=5 é irredutivel em Z[v/—5].
(b) Mostre que 1 4 1/—5 ndo é um elemento primo em Z[/—5].
(c) Determine [1 + /-5, 12].

Cotagdo: 1. 6 valores; 2. 4 valores; 3. 3 valores; 4. 4 valores; 5. 3 valores



