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Curso Ndmero

Responda no préprio enunciado, colocando uma cruz no quadrado correspondente. Cada questao esta
cotada com 0,8 valores numa escala de 0 a 20. Respostas erradas ndao tém qualquer penalizacdo.

Em cada uma das questdes seguintes, diga se é verdadeira (V) ou falsa (F) a proposicao,
assinalando a opcao conveniente:

1.

Sejam S um conjunto e a,b € S. Se x é uma operacdo binariaem S, entdoaxb=0bx*xa. VO FX

Se x é uma operacdo bindria em S, apenas sabemos que a x b e b x a sdo elementos de S.

. Sejam (S, x) um grupdide e a,b € S. Se a b= b* a entdo * é comutativa. vO FX

Os elementos a e b s3o dois dos elementos de S. Para concluirmos que * é comutativa tinha de ser
referido que a * b = b * a, para todos os elementos a e b em S.

. Seja (S, %) um grupdide ndo comutativo. Entdo, para todos a,b € S, a*xb # bx*a. VO FX

Para * n3o ser comutativa basta que a x b # b x a para dois elementos de S e ndo para todos os
elementos de S.

. Sejam (S, %) um grupdide e a,b € S tais que a x b # b* a. Entdo, (S,*) é um grupdide

nao comutativo. VX FO

Para * n3o ser comutativa basta que a x b # b x a para dois elementos de S e n3o para todos os
elementos de S.

2. Se G é um grupo e a,b € G s3o tais que a # b entdo a® # b°. VO FX
Basta pensar num grupo com dois elementos G = {1g, a}. Neste grupo, a* = 1 = 14.

2. Se G é um grupo e a,b € G s3o tais que a®> = b? entdo a = b. VO FKX
Basta pensar num grupo com dois elementos G = {1¢,a}. Neste grupo, a> = 1 = 1% e a # 1¢.

2. Se G é um grupo e a,b € G sio tais que a® # b? entdo a # b. VX FO
Num grupdide GG, temos que a = b = a? = b?, que é o reciproco do que estd na afirmacio. Como
um grupo é um grupdide...

2. Se G é um grupo e a,b € G s3o tais que a® = b? entdo a® = b°. VO FX
Basta pensar num grupo com dois elementos GG = {1¢,a}. Neste grupo, a®> = 1g = 1% e a®> = a #
16 = 13,

3. Existe um conjunto finito X tal que (X, *) ndo é grupo qualquer que seja a opera¢do

binaria * definida em X. VX FO

Existe o conjunto vazio.



. Dado um conjunto finito n3o vazio qualquer X, é possivel definir em X uma operacgdo
bindria * tal que (X, %) é um grupo. VX F[OI

Para n € N, temos sempre o grupo (Z,,+). Assim, dado um conjunto com n elementos, basta
pensarmosnuma aplicacdo bijetiva de Z,, nele para definirmos a operacdo de modo a obter um grupo.

. Dado um conjunto qualquer X, é possivel definir em X uma operagdo bindria * tal
que (X, *) é um grupo. vO FKX

O conjunto vazio nunca é grupo.

. Dado um conjunto finito qualquer X, é possivel definir em X uma operacdo
bindria * tal que (X, %) é um grupo. vO FKX

O conjunto vazio é finito e nunca é grupo.

. Um subconjunto H de um grupo é um seu subgrupo se ab~! € H sempre que a,b € H. VO FX
Nas condicdes da afirmacdo, H pode ser () e () nunca é subgrupo de um grupo.

. Um subconjunto n3o vazio H de um grupo é um seu subgrupo se ab~! € H sempre
que a,b € H. VX F[OI

Este é o segundo critério de subgrupo.

. Um subconjunto n3o vazio H de um grupo é um seu subgrupo se ab € H sempre
que a,b € H. VO FX

Basta considerar o subconjunto N do grupo multiplicativo R\{0}. Apesar do produto de dois naturais
ser um natural, o conjunto n3o vazio N n3o é subgrupo de R\{0}, porque os inversos dos nimeros
naturais nd3o sao naturais.

. Um subconjunto n3o vazio H de um grupo é um seu subgrupo se a='b~! € H sempre
que a,b € H. VO FX

No grupo multiplicativo R\{0}, considere-se H = {2'*3% . k € Z}. Este conjunto é n3o vazio

e ndo é grupo porque 1 ¢ H. No entanto, dados k, k' € Z, temos que 2~ (143F) »x 9-(143K) —
9-2+3(—k—K') _ ol+3(~k—k~1) ¢

. A interseccdo de dois subgrupos de um grupo pode ser vazia. VO FX

Como a identidade de um grupo é um elemento de qualquer subgrupo do grupo, a interseccdo tem,
no minimo, a identidade do grupo como elemento.

.SeGéumgrupoe HK C Gsdotaisque H<Ge HNK < G entdo K < (. VO FX

Basta considerar o grupo de trés elementos G = {14,a,b}, H = {1¢} e K = {1g,a}. Neste caso,
HN K = H e K nao é subgrupo de GG pois 2 nao é divisor de 3.

. A unido de dois subgrupos de um grupo nunca é um subgrupo desse grupo. VO FX

Se um dos subgrupos estiver contido no outro, a unido é este (ltimo e,por isso, € um subgrupo do
grupo.

. Se o produto de dois subgrupos de um grupo GG é um subgrupo de GG entdo G é abeliano. VI FIX

Se um dos subgrupos for normal, o produto é subgrupo sem que o GG seja abeliano. Basta considerar o
grupo ndo abeliano G = {e, p, ¢, a, b, c} (exercicio 17), H = {e,a} e K = {e, p, q}. Neste exemplo,
HK = G é obviamente um subgrupo de G e G ndo é abeliano.



. Se G é abeliano ent3o a unido de dois subgrupos de G é um subgrupo de G. VO FX

Basta considerar o grupo aditivo Z. Este grupo é abeliano, 2Z e 3Z sao seus subgrupos e, no
entanto, 2Z U 3Z nao é subgrupo de Z.

. Um subgrupo de um grupo abeliano é um grupo abeliano. VX FO

Se G é um grupo, H < G e ab = ba, para todos a,b € GG, entdo, também é verdade que ab = ba,
para todos a,b € H.

. Um subgrupo nao trivial de um grupo nado abeliano é um grupo nado abeliano. VO FX

. Basta pensar no grupo n3o abeliano com 6 elementos G = {e,p,q,a,b,c} e no seu subgrupo
H = {e,p, q} (exercicio 17). Neste caso, G ndo é abeliano, H < G e H é abeliano.

. Existem grupos abelianos que admitem subgrupos nao abelianos. VO FX

Se G é um grupo, H < G e ab = ba, para todos a,b € GG, entdo, também é verdade que ab = ba,
para todos a,b € H.

. Existem grupos nao abelianos que admitem subgrupos nao triviais abelianos. VX F[OI

. Basta pensar no grupo n3o abeliano com 6 elementos G = {e,p,q,a,b,c} e no seu subgrupo
H = {e,p, q} (exercicio 17). Neste caso, G ndo é abeliano, H < G e H é abeliano.

. Se H é um subgrupo de um grupo G e a € G ent3do as classes laterais Ha e aH tém
o mesmo nimero de elementos. VO FX

A afirmacdo sé é verdadeira se H é finito.

. Se H é um subgrupo de um grupo GG e a,b € GG entdo as classes laterais aH e Hb sdo
iguais ou disjuntas. VO FX

. Basta pensar no grupo n3o abeliano com 6 elementos G = {e,p,q,a,b,c} e no seu subgrupo
H = {e,a} (exercicio 17). Neste caso, b,c € G e bH = {b,q} e Hc = {c,q}.

. Se H é um subgrupo de um grupo G e a,b € G entdo aH = bH se e s6 se ab € H. VO FX

Basta pensar no grupo n3o abeliano com 6 elementos G = {e,p,q,a,b,c} e no seu subgrupo
H = {e,a} (exercicio 17). Neste caso, b,c € G e bH = {b,q} ebb=q ¢ H.

. Qualquer subgrupo de um grupo define classes laterais esquerdas. VX FO
Se GG é grupo e H < (G, entdo, para todo a € G, aH é uma classe lateral esquerda médulo H.
. Um subgrupo H de um grupo é uma classe lateral esquerda médulo H. VX F[OI

Se G é grupo e H < GG, entdo, H = 15H, pelo que H é uma classe lateral esquerda médulo H.

. Se G é um grupo finito e H < G entdo [G : H] | |G|. VX FO
Resulta de podermos aplicar o Teorema de Lagrange, uma vez que G ¢ finito: |G| = |H|[G : H].

. Se G é um grupo e H < GG entdo |G| = |H||G : H]. VO FKX
Se GG nao for finito, nada podemos concluir, pois ndo é vélido o Teorema de Lagrange.

. Se G é um grupo abeliano de ordem 18, existe H < G tal que |H| = 6. VX FO

Pelo teorema de Cauchy, uma vez que 2 e 3 sdo primos divisores de 18, existem elementos x,y € G
tais que o(z) =2 e o(y) = 3. Como G ¢ abeliano e m.d.c.(2,3) = 1, podemos concluir que zy € G
é tal que o(zy) = m.m.c.(2,3) = 6. (exercicio 19).



Se G é um grupo de ordem 20 e H < G é tal que |G : H] = 10, entdo, |H| = 10. vO FX
Pelo Teorema de Lagrange, se G =20 e [G : H| = 10, entdo, |H| = 2.

Se G é grupo, H <G e a € (G, entdo, ah = ha para todo h € H. VO FX

Basta considerar o grupo ndo comutativo de 6 elementos G = {e,p, q,a,b,c}, o subgrupo H =
{e,p,q} de G e o elemento a (ver exemplo 24 dos slides). Temos que H <G, p € Heap =0 #
¢ = pa.

Se G é grupoe H < G, entdo, H<1G seesésexyr ' € H,paratodosz € Hey € G. VO FX

Basta considerar o grupo ndo comutativo de 6 elementos G = {e,p, q,a,b,c} e o subgrupo H =
{e,p,q} de G (ver exemplo 24 dos slides). Temos que H <G, e € H,a € Gecae ' =a ¢ H.

Se G é grupo, entdo, H <G se e sé se xyx ' € H, paratodosz € Geyc H. VO FX

Se H = (), a condicdo “zyxz~! € H, para todos v € G ey € H" é satisfeita e H 4G, pois nem
sequer é subgrupo.

Se G é grupoe H < G, entdo, H <1 G se e sé se xyxr 'H C H, para todos z € G ey € H.
VX FO

A afirmacdo é o critério de subgrupo normal de um grupo.

10. Z3 < Zsg. vO FIX
O grupo Zs ndo é subgrupo do grupo Zg porque Zs € Zq.

10. {[0]e, [3]6, [Bl6} <1 Zs. VO FX
Basta observar que [5]¢ + [5]¢ = [10]6 = [4]s & {[0]s, [3]s, [Dl6}-

10. Zg admite um subgrupo que nao é normal. vV FX
O grupo Zg é abeliano e todos os subgrupos de um grupo abeliano sdo normais nesse grupo.

10. Todos os subgrupos de Zg sao normais em Zg. VX FOI
O grupo Zg é abeliano e todos os subgrupos de um grupo abeliano sdo normais nesse grupo.

11. Um grupo quociente de um grupo finito é um grupo finito. VX FO
Sejam G um grupo e H < G. Sabendo que G/H = {aH : a € G}, se G é finito, G/H tem, no
maximo, tantos elementos quantos G.

11. Um grupo quociente de um grupo abeliano é abeliano. VX, FUI
Sejam G um grupo e H << G. Sabendo que G/H = {aH : a € G} e que, para todos a,b € G,
(aH)(bH) = (ab)H, é ébvio que

(aH)(bH) = (bH)(aH) < ab = ba, Ya,b € G.
11. Um grupo quociente de um grupo nao abeliano é nao abeliano. vV FX

Basta considerar o grupo ndo comutativo de 6 elementos G = {e,p, q,a,b,c} e o subgrupo H =
{e,p,q} de G (ver exemplo 24 dos slides). Tendo apenas dois elementos, o grupo G/H =
{H,{a,b,c}} é obviamente abeliano.



11. Um grupo quociente de um grupo infinito é um grupo infinito. VO FX
Basta considerar o grupo aditivo Z e o seu subgrupo (normal) 2Z. Temos que Z é infinito e que
7.]27 = 75 é finito.

11. Existem grupos quociente de grupos infinitos que sdo também grupos infinitos. VX FO
Basta considerar o grupo aditivo R e o seu subgrupo (normal) Z. Temos que R ¢ infinito e que
R/Z ={a+Z: a € R} ¢ infinito.

12. O grupo aditivo R/Z ndo tem elementos de ordem 2. VO FX
Temos que %—FZER/ZétaI que %—FZ;&Z: lr/z € que 2(%+Z) =1+Z=7= 1g/z. Logo,

12. O grupo aditivo R/Z tem elementos de ordem 2. VX FO
Temos que : +Z € R/Z étalque 1 +Z #Z = 1gjp e que 2(2 + Z) = 1+ Z = Z = 1g/z. Logo,
o(3+72)=2.

12. O grupo aditivo R/Z tem elementos de ordem n, para todo n € N. VX F[OI
Temos que 2 +Z € R/Z étal quen(: +Z) =14+ Z=7Z =1gzequese k(:+ +7Z) = £+ 7Z =
7. = 1g/z, entdo, n | k. Logo, o(= + Z) = n.

12. O grupo aditivo R/Z tem elementos de ordem 4. VX F[O
Temos que 1+7Z € R/Z étal que 4(3+Z) = 1+Z = Z = gz e quese k(3+Z) = 47 = Z = 1z,
entdo, 4 | k. Logo, o(} + Z) = 4.

12. O grupo aditivo R/Z tem elementos de ordem 10. VX FO
Temos que 5 +7Z € R/Z étal que 10(55 +Z) =14+ Z =Z = lpjz e quese k(5 +Z) = 5+ Z =
Z = 1g/z, entdo, 10 | k. Logo, 0(% + 7Z) = 10.

13. Se ¢ : G — G’ é um morfismo de grupos entdo, para todos a,b € G,
p((ab)™h) = [e(0)] Ho(a™). VI FL
p((ab)™) = o(b~'a™) = [p(b)] Hp(a™)

13. Se ¢ : G — G’ é um epimorfismo de grupos entdo Nucy <1 G'. VO FX
Nucy < G e G’ pode ndo ser igual a G.

13. Se ¢ : G — G’ é um morfismo de grupos e H <1 G entdo p(H) 1 G'. VO FX
Para ser verdade, ¢ tem de ser epimorfismo.

13. Se ¢ : G — G’ é um morfismo de grupos e a € G entdo p(< a >) =< ¢(a) >. VX FO
Resulta de termos ¢(a™) = a(y(a))™, para todo n € Z (ver exercicio 38(a)).

14. Dois grupos finitos isomorfos tém a mesma ordem. VX FO
Se os dois grupos sdo isomorfos entdo existe uma aplicagdo bijetiva entre eles. Assim, como os dois
grupos sao finitos, tém de ter o mesmo nldmero de elementos.

14. Dois grupos finitos com a mesma ordem sao isomorfos. VO FX

Basta considerar os grupos Z4 e o grupo 4-Klein. Tém ambos 4 elementos e ndo sao isomorfos.



14.

14.

Ty ® 74 € isomorfo a Zsg. VO FX

O grupo Zg é ciclico, pelo que o isomorfismo referido sé existe se Zy ® Z4 for também ciclico,
isto €, se Zy ® Z, tiver um elemento de ordem 8. Sabemos que se (z,y) € Zs ® Zy4, o((z,y)) =
m.m.c.(o(z),0(y)). Como o(x) € {1,2} e o(y) € {1,2,4}, o((x,y)) € {1,2,4}.

Se G, H e K sao grupos taisque G ~ H e H ~ K entdo G ~ K. VX FO

Sabemos que a composta de duas aplicagdes bijetivas é uma aplicacdo bijetiva e a composta de
morfismos é um morfismo. Assim, se f : G — H e g : H — K s3o dois isomorfismos de grupo,
entdo, go f : G — K é um isomorfismo de grupo.

15.

15.

15.

15.

Dois elementos de um grupo G com a mesma ordem geram o mesmo subgrupo de G. VO FX

Basta considerar o grupo ndo comutativo de 6 elementos G = {e, p, ¢, a,b, c} e os elementos a e b.
Neste caso, o(a) =2 =o0(b) e < a >={e,a} # {e,b} =< b >.

Os subgrupos gerados por dois elementos de um grupo finito G com a mesma ordem
sao isomorfos. VX FO

Os dois elementos com a mesma ordem tém de ter ordem finita, uma vez que G tem ordem finita.
Assim, os subgrupos gerados pelos dois elementos tém a mesma ordem finita. Como os subgrupos
gerados s3o grupos ciclicos e grupos ciclicos finitos com a mesma ordem sao isomorfos, concluimos
que os dois subgrupos s3o isomorfos.

Se G é grupo e a,b € (G sdo taisque b €< a > entdo a €< b >. VO FX

Basta considerar um grupo GG com pelo menos dois elementos e a € G\{1g}. Em G, temos que
loe<a>ea ¢< lg >= {1(;}

Se G é um grupo e a,b € GG sdo tais que b €< a >, entdo, existe n € N tal quea =0". VO FX

Basta considerar um grupo G com pelo menos dois elementos e a € G\{1g}. Em G, temos que
lge<a>ead<lg>={lg}={1g :neZ}.

16.

16.

16.

16.

Se G é um grupo ciclico e H < G entdao H é um grupo ciclico. VX FO
Todo o subgrupo de um grupo ciclico ¢ ciclico.
Se GG é um grupo e H < (G é ciclico entdo G é ciclico. vV FX

Basta considerar o grupo ndo comutativo de 6 elementos G' = {e, p, q, a, b, ¢}, que ndo é ciclico e o
subgrupo H = {e,a} =< a >.

Se G é um grupo ciclico e a,b € G entdo < {a,b} > é um grupo ciclico. VX FO
Todo o subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.
Existem grupos ciclicos G que admitem subgrupos que n3do sao ciclicos. VO FX

Todo o subgrupo de um grupo ciclico ¢ ciclico.

17.

17.

17.

O produto direto de dois grupos ciclicos é um grupo ciclico. VO FX
Basta considerar Zy ® Z, que ndo é ciclico. (ver questdo 14.)
Sejam G e H dois grupos ciclicos. Entdo, o produto direto G ® H é um grupo ciclico. VO FKX
Basta considerar Zs ® Z4 que n3o é ciclico. (ver questdo 14.)

Zs @ Z7 é um grupo ciclico. VX FO



17.

17.

Zs ® Zr7 tem 35 elementos e o(((1]5,[1]7)) = m.m.c.(5,7) = 35. Logo, Zs @ Z7 = ([1]5, [1]7)
Z4 @ Zg € um grupo ciclico. VO FIX

O grupo Z, ® Zg é ciclico se tiver um elemento de ordem 24, que é a ordem do grupo. Sabemos que
se (x,y) € Zy ® Zg, o((x,y)) = mam.c.(o(x),o(y)). Como o(x) € {1,2,4} e o(y) € {1,2,3,6},
o((z,y)) € {1,2,3,4,6,12}. Logo, este grupo ndo tem qualquer elemento de ordem 24.

Ly @ Zg € um grupo ciclico. VX FO
Zy @ Zg tem 36 elementos e o(((1]4, [1]g)) = m.m.c.(4,9) = 36. Logo, Zs ® Zg = ([1]4, [1]e)

Em cada uma das questdes seguintes, assinale a(s) op¢ao(6es) correta(s):

18.

18.

18.

18.

Seja ¢ : Z ® Z — Z um morfismo de grupos tal que ¢((1,0)) = 12 e ¢((0,1)) = 30. Entao,
o(Z ® Z) = nZ, com

Xn==6 O n =060 On=18 On=3

Como (z,y) = z(1,0) + y(0, 1), temos que ¢((x,y)) = 12x + 30y, para todos z,y € Z. Entéo,

p(Zez) ={p((x,y): v,y cL;
={122 4+ 3y : 2,y € Z}
= m.d.c.(12,30)Z = 6Z.

Seja ¢ : Z ® Z — 7 um morfismo de grupos tal que ¢((1,0)) = 20 e ¢((0,1)) = 12. Ent3o,
o(Z ® Z) = nZ, com

On=2 Xn=4 n =60 On=2~8

Como (z,y) = z(1,0) + y(0, 1), temos que ¢((x,y)) = 20x + 12y, para todos z,y € Z. Entéo,

p(2@Z) ={p((z,y): 2y}
={20x+ 12y : 2,y € Z}
= m.d.c.(20,12)Z = 4Z.

Seja ¢ : Z ® Z — 7Z um morfismo de grupos tal que ¢((1,0)) = 30 e ¢((0,1)) = 20. Ent3o,
©(Z ® Z) = nZ, com

Xn=10 On=5 On=20 O n =060

Como (z,y) = z(1,0) + y(0, 1), temos que ¢((x,y)) = 30x + 20y, para todos z,y € Z. Entéo,

p(ZeZ) ={o((z,y): xyel}
={302+20y : 2,y € Z}
= m.d.c.(30,20)Z = 10Z.

Seja ¢ : Z ® Z — 7 um morfismo de grupos tal que ¢((1,0)) = 15 e ¢((0,1)) = 28. Ent3o,
©(Z @ Z) = nZ, com

Xn=1 Ldn=13 Ldn =43 Ln=15



Como (z,y) = z(1,0) + y(0, 1), temos que ¢((x,y)) = 15x + 28y, para todos z,y € Z. Entéo,

p(2eZ) ={s((z,y): 2,y cl}
= {15z + 28y : z,y € Z}
= m.d.c.(15,28)Z = 1Z.

19. Seja GG um grupo ciclico de ordem 27. O nimero de geradores de G é

X 18 L4 027 01

Se G =< z > é um grupo de ordem n € N, sabemos que G =< 2" > se e s6 se m.d.c.(r,n) = 1
(ver exercicio 43). O niimero de nimeros r que satisfazem esta condi¢do é dado pelo valor da fungdo
de Euler de n. Neste caso, sendo n = 27 = 3%, o nimero de geradores é p(27) = 27(1 — 3) =
27 x 2 =18,

19. Seja G um grupo ciclico de ordem 27. O nimero de automorfismos em G é

027 L4 X 18 01

Se G =< x > é um grupo de ordem n € N, sabemos que f(z) = z" define um automorfismo em
G se e s6 se G =< 2" >, ou seja, se e s6 se m.d.c.(r,n) = 1 (ver exercicio 43). O nimero de
nimeros r que satisfazem esta condicdo é dado pelo valor da funcao de Euler de n. Neste caso,
sendo n = 27 = 3%, o nimero de geradores é (27) = 27(1 — 3) =27 x 2 = 18.

19. Seja G um grupo ciclico de ordem 27. O nimero de subgrupos de G é

018 X 4 027 01

Se G =< x > é um grupo de ordem n € N, sabemos que o nimero de subgrupos de GG é exatamente
o nimero de divisores de n (ver exercicio 43). Neste caso, sendon = 27 = 33, o ntimero de subgrupos
é 4, uma vez que os divisores de 27 s3o 1, 3, 9 e 27.

19. Seja G um grupo ciclico de ordem 27. O nimero de subgrupos ciclicos de G é

0l 18 013 027 X 4

Se (G é ciclico, qualquer subgrupo de G é também ciclico. Se G =< z > é um grupo de ordem
n € N, sabemos que o nimero de subgrupos de G é exatamente o nimero de divisores de n (ver
exercicio 43). Neste caso, sendo n = 27 = 3%, o nimero de subgrupos ciclicos é 4, uma vez que os
divisores de 27 s3ao 1, 3, 9 e 27.

20. Sejam G um grupo, K < G e H <1 G. Podemos concluir que:

UVh e H,Vk € K, hk = kh OVhe H Vk € K, 3k € K : hk =Fk'h
X Vhe H Vke K,3h € H: kh="hk X Vh e H Vk € K, 3h' € H : hk = kb

20. Sejam G um grupo, K, H <t G. Podemos concluir que:

UVhe H, Vk € K, hk =kh X Vhe H Vk € K, 3k € K : hk =Fkh
XVhe H Vke K,3h € H: kh=hk X Vh e H Vk € K,3dh' € H: hk = kR’
20. Sejam G um grupo, H < G e K <1 G. Podemos concluir que:

OVhe H,Vk € K, hk = kh XVhe H Vke K, € K : hk=kh
OVhe H,Vk e K, 3 € H: kh =Wk OVhe H Yk e K, 3 € H: hk = ki



20. Sejam G um grupo, K < G e H <1 G. Podemos concluir que:

OVhe H,Vk € K, hk = kh OVhe H,Vke K, I € K : hk = k'h
X Vhe H Vke K, 3 e H: kh=Hk OVhe H Yk e K, I € K : kh = hi/

Se H <1 G, entdo, para todo g € G, gH = Hg. Em particular, para todo k € K, kH = Hk. Assim,
porque kh € kH = Hk, podemos concluir que existe h' € H tal que kh = h'k. De igual modo,
como hk € Hk = kH, podemos concluir que existe ' € H tal que hk = kh'.

Se K <G, entdo, para todo g € G, gK = Kg. Em particular, para todo h € H, hKk = Kh. Assim,
porque hk € hKK = Kh, podemos concluir que existe k' € K tal que hk = k’h. De igual modo,
como kh € Kh = hK, podemos concluir que existe k' € K tal que kh = hk’'.

21. Seja G =712 ® Zg. Se H < G é tal que |H| = 8, entdo podemos ter

OH=2s WH=<([6i2[Ts) > OH=<([2Ji,[4s) > W H=<([312,[3]s) >

Zs € G, pelo que Zg £ G. Todas as outras op¢des apresentam subgrupos gerados por elementos de
G e, por isso, subgrupos de G. As op¢des corretas correspondem aquelas em que esses elementos tém
ordem 8. Como, em Zi2, o([6]12) = 2, 0([2]12) = 6 e 0o([3]12) =4 e, em Zg, o([T]s) = 8, o([4]s) = 2
e o([3]s) = 8, temos que, em Zis ® Zs, o(([6]12,[7]s)) = m.m.c.(2,8) = 8, o(([2]12,[4]s)) =
m.m.c.(4,2) =4 e o(([3]12, [3]s)) = m.m.c.(4,8) = 8.

21. Seja G =715 ® Zg. Se H < G é tal que |H| = 8, entdo podemos ter

U H=< ([2]12, [4]8) > X H=< ([6]12, [3]8) > X H=< ([0]12, [5]8) > U H= Zg

Zs € G, pelo que Zg £ G. Todas as outras op¢des apresentam subgrupos gerados por elementos de
G e, por isso, subgrupos de G. As op¢des corretas correspondem aquelas em que esses elementos tém
ordem 8. Como, em Zjs, 0([2]12) = 6, 0([6]12) = 2 € 0([0]12) = 1 €, em Zg, o([4]s) = 2, o([3]s) = 8
e o([5]s) = 8, temos que, em Zj» ® Zs, o(([2]12,[4]s)) = m.m.c.(4,2) = 4, o(([6]12,[3]s)) =
m.m.c.(2,8) = 8 e o(([0]12, [5]s)) = m.m.c.(1,8) = 8.

21. Seja G = Zg @ Z15. Se H < G é tal que |H| = 10, entdo podemos ter

OH=282% OH=<20lis) > KH=< (305> KH=<(3 35 >

Zo X Is € G, pelo que Zs ® Zs £ G. Todas as outras opgdes apresentam subgrupos gerados
por elementos de GG e, por isso, subgrupos de G. As opg¢les corretas correspondem aquelas em
que esses elementos tém ordem 10. Como, em Zg, o([2]s) = 3, o([3]s) = 2 e, em Z5, o([5]15) =
3, o([915) = 5 e o([3]15) = 5, temos que, em Zg ® Z15, o(([2]s, [5]15)) = m.m.c.(3,3) = 3,
o(([3],[9]15)) = m.m.c.(2,5) = 10 e o(([3]s, [3]15)) = m.m.c.(2,5) = 10.

21. Seja G = Zg ® Z15. Se H < G ¢é tal que |H| = 10, entdo podemos ter

X H =< ([3]67 [3]15) > U H = 7Z,R®7Zs5 0 H =< ([5]6, [2]15) > X H =< ([3]6, [6]15) >

Zo X Zs € G, pelo que Zo ® Zs < . Todas as outras opgdes apresentam subgrupos gerados por
elementos de GG e, por isso, subgrupos de (G. As opg¢Oes corretas correspondem aquelas em que
esses elementos tém ordem 10. Como, em Zg, o([3]s) = 2 € o([5]s) = 6 e, em Z5, o([3]15) = 5,
o([2]15) = 15 e o([6]15) = b5, temos que, em Zg ® Zi5, o(([3]6,[3]15)) = m.m.c.(2,5) = 10,
o(([5]6, [2]15)) = m.m.c.(6,15) = 30 e o(([3]s, [6]15)) = m.m.c.(2,5) = 10.




22.

22.

22.

22.

Sejam G um grupo e a € G\{1g} tal que a'? = 1. Entio,
&a%‘:lg &a57é1(; DCL7:1@ Dagzlg
Se a'? = 1g, entdo, a®* = (a'?)? = 1g. Se a® = 1g, entdo, a' = a®* = (a°)5(a'?)™! = 1g.

Logo, a® # 1g. Se a” = 1g, entdo, a' = a*% = (a")5(a'?)® = 1¢. Finalmente, de a # 15 e
a'? = 1g, temos que o(a) € 2,3,4,6,12. Logo, a®> = 15 se o(a) = 3 e a® # 15 nos restantes casos.

Sejam G um grupo e a € G\{1¢} tal que a'® = 1. Entdo,
Dalzlg &CJ#lG &a%:lg Da3:1G
Como a # 1¢, temos que a' # 1g. Se a'® = 15 e a” = 1¢, entdo, a' = a*7% = (a") 7 (a'®)? =

lg. Se a'® = 1g, entdo, a*® = (a'®)? = 1. Finalmente, de a # 1g e a'® = 14, temos que
o(a) € {2,3,6,9,18}. Logo, a® = 15 se o(a) = 3 e a® # 1¢ nos restantes casos.

Sejam G um grupo e a € G\{1¢} tal que a'? = 1. Entio,

&CLgG:lG D(IS#lG D(Ilg:lg Dag#lg
Se a'? = 1g, entdo, a*® = (a'?)3 = 1g. Se a'® = 14, entdo, a' = a7 12 = a3(a'?) 7! = 1g.
Finalmente, de a # 1¢ e a'? = 1, temos que o(a) € 2,3,4,6,12. Logo, a® = 1 se o(a) = 4 ou

o(a) = 2 e a® # 15 nos restantes casos, e a® = 1 se 0o(a) = 3 ou o(a) = 1 e a® # 1 nos restantes
casos.

Sejam G um grupo e a € G\{1g} tal que a'® = 1. Entio,

Da9:1G Da24§£1g &a”#lg Da3:1G
Se a® = 1g e a!” = 1g, entdo, a! = a'®7 17 = a'8(a!")"! = 14. Logo, a!” # 1g. De a # 1 e
a'® = 1¢, temos que o(a) € {2,3,6,9,18}. Logo, a’ = 15 se o(a) =9 ou o(a) = 3 e a’ # 15 nos

restantes casos, a*! = 15 se o(a) = 2, o(a) = 3 ou o(a) = 6, e a** # 15 nos restantes casos, e,
finalmente, a®> = 15 se o(a) = 3 e a® # 15 nos restantes casos.

23.

23.

23.

23.

Sejam G um grupo ndo abeliano de ordem 10 e a € . Entao,
X o(a) € {1,2,5} Oo(a) € {1,2,5,10} O o(a) € {2,5} Oo(a) € {1,2}
Se |G = 10| e a € G, entdo, o(a) | 10. Se o(a) = 10, entdo, G =< a > e, portanto, G seria
abeliano, uma vez que seria um grupo ciclico. Logo, a € {1,2,5}.
Sejam GG um grupo ndo abeliano de ordem 15 e a € GG. Entdo,
O o(a) € {1, 3} Oo(a) € {1,3,5,15} Oo(a) € {3,5} X o(a) € {1,3,5}
Se |G = 15| e a € G, entdo, o(a) | 15. Se o(a) = 15, entdo, G =< a > e, portanto, G seria
abeliano, uma vez que seria um grupo ciclico. Logo, a € {1, 3,5}.
Sejam G um grupo ndo abeliano de ordem 14 e a € GG. Entao,
O o(a) € {1,2} Oo(a) € {1,2,7,14} X o(a) e={1,2,7} Oo(a) € {2,7}
Se |G = 14| e a € G, entdo, o(a) | 14. Se o(a) = 14, entdo, G =< a > e, portanto, G seria
abeliano, uma vez que seria um grupo ciclico. Logo, a € {1,2,7}.
Sejam GG um grupo ndo abeliano de ordem 21 e a € (G. Entdo,

O o(a) € {1,7} Oo(a) € {1,3,7,21} Oo(a) € {3,7} X o(a) € {1,3,7}
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Se |G = 21| e a € G, entdo, o(a) | 21. Se o(a) = 21, entdo, G =< a > e, portanto, G seria
abeliano, uma vez que seria um grupo ciclico. Logo, a € {1,3,7}.

Observacdo: A opg¢do que considera o conjunto com 4 elementos sd serd op¢do correta se a opgao
identificada anteriormente como a correta também for selecionada, uma vez que assinalar o conjunto
com 4 elementos e ndo assinalar o conjunto com 3 elementos é o mesmo que dizer que a ordem de
a tem de ser igual a ordem do grupo.

24.

24.

24.

24.

Seja ¢ : G — G’ um morfismo n3o nulo de grupos finitos.

OG=5=|G"=5 OGN =5=|G|=5
X |Gl =5=5]|¢| X |G'N=5=5]|]|G|
Sabemos que

Se |G| =5, G =< x >, para algum = € G e, por isso, p(G) =< ¢(x
o(¢(x)) | o(x) e que ¢ ndo é o morfismo nulo, pelo que |p(G)| = o(p(z)) =
e G’ é finito, temos que 5 | |G'|.

) >
5. Como ¢(G) < G

Se |G'| =5, G =< x >, para algum = € G e, por isso, p(G) < G’ também é ciclico. Logo,
©(G) =< ¢(a) >, para algum a € G. Sabemos que ¢ n3o é o morfismo nulo, pelo que |p(G)| =
o(p(a)) = 5. Como G éfinito, o(a) é finita e, porisso, o(¢(a)) | o(a). Sabemos ainda que o(a) | |G|.
Logo, temos que 5 | |G].

Seja ¢ : G — G’ um morfismo n3o nulo de grupos finitos.

OG=7=|G"=7 X |Gl =7=T7]|¢|
OGN=7=|G|=7 X|GN=7T="17]|]|G|
Sabemos que

Se |G| =7, G =< z >, para algum = € G e, por isso, p(G) =< p(z
o(¢(x)) | o(x) e que ¢ ndo é o morfismo nulo, pelo que |p(G)| = o(p(z)) =
e G’ é finito, temos que 7 | |G'|.

) >
7. Como ¢(G) < G

Se |G'| =7, G =< x >, para algum = € G e, por isso, p(G) < G' também é ciclico. Logo,
©(G) =< p(a) >, para algum a € G. Sabemos que ¢ n3o é o morfismo nulo, pelo que |p(G)| =
o(p(a)) = 7. Como G éfinito, o(a) é finita e, porisso, o(¢(a)) | o(a). Sabemos ainda que o(a) | |G|.
Logo, temos que 7 | |G].

Seja ¢ : G — G’ um morfismo n3o nulo de grupos finitos.

X |G| =11 = 11 |G| 0G| =11 = |G| = 11
X |G| =11 = 11| |G| 016G =11 = |G| =11

Se |G| = 11, G =< = >, para algum = € G e, por isso, p(G) =
o(p(z)) | o(x) e que ¢ ndo é o morfismo nulo, pelo que |p(G)| = o(p(x))
e G’ é finito, temos que 11 | |G'|.

< ¢(x) >. Sabemos que
= 11. Como ¢(G) < G’

Se |G'| = 11, G’ =< x >, para algum = € G e, por isso, p(G) < G’ também é ciclico. Logo,
©(G) =< p(a) >, para algum a € G. Sabemos que ¢ n3o é o morfismo nulo, pelo que |p(G)| =
o(¢(a)) = 11. Como G é finito, o(a) é finita e, por isso, o(¢(a)) | o(a). Sabemos ainda que
o(a) | |G|. Logo, temos que 11 | |G|.

Seja ¢ : G — G’ um morfismo ndo nulo de grupos finitos.

X |G| =13= 13| |F| X |G =13 = 13| |G|
0G| =13= |G| =13 O0|¢) =13= |G| =13
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Se |G| = 13, G =< = >, para algum = € G e, por isso, p(G) =
o(p(z)) | o(x) e que ¢ ndo é o morfismo nulo, pelo que |p(G)| = o(p(x))
e G’ é finito, temos que 13 | |G'|.

< go( ) >. Sabemos que
= 13. Como ¢(G) < G’

Se |G'| = 13, G’ =< x >, para algum = € G e, por isso, p(G) < G’ também é ciclico. Logo,
©(G) =< p(a) >, para algum a € G. Sabemos que ¢ n3o é o morfismo nulo, pelo que |p(G)| =
o(¢(a)) = 13. Como G é finito, o(a) é finita e, por isso, o(¢(a)) | o(a). Sabemos ainda que
o(a) | |G|. Logo, temos que 13 | |G|.

25.

25.

25.

25.

Seja ¢ : Z — Z12 o morfismo de grupos definido por ¢(n) = [9n]12. Entdo,

O Nucy = {0} X Nucy = 47 O Nucy = 127 O Nucy = Zy4

Como
x € Nucy < p(x) = [0]12

[971]12 [0]12 < 12 | In<4 | 3n
<4 | n,

concluimos que Nucy = 47Z.

Seja ¢ : Z — Z13 o morfismo de grupos definido por ¢(n) = [15n]15. Entdo,

O Nucy = {0} X Nucyp = 6Z O Nucyp = 5Z O Nucp = Zg

Como
z € Nucy < ¢(z) = [0
<6 | n,

concluimos que Nucy = 6Z.

Seja ¢ : Z — Z12 o morfismo de grupos definido por ¢(n) = [8n];2. Entdo,

[0 Nucy = {0} X Nucyp = 3Z O Nucyp = 4Z O Nucp = Zs

Como
x € Nucy < p(x) = [0]12

[877/]12 [0]12 < 12 ‘ & < 3 ‘ 2n
<3| n,

concluimos que Nucy = 3Z.

Seja ¢ : Z — Zy13 o morfismo de grupos definido por ¢(n) = [10n];s. Entdo,

[0 Nucy = {0} X Nucyp = 9Z O Nucp = Zg O Nucyp = 5Z

Como
z € Nucyp < p(z) =[0]1s
<9 | n,

concluimos que Nucy = 9Z.
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