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Proposta de resolugdo

Responda no préprio enunciado, seguindo rigorosamente as instrucoes dadas em cada um dos grupos

GRUPO |

Em cada uma das questdes seguintes, diga se é verdadeira (V) ou falsa (F) a proposicao,
assinalando a opcao conveniente. Cada questao esta cotada com 1.2 valores numa escala de

0 a 20.
1. Se G égrupoe K, H <G entdo KUH «Q@G. VO FX
1. Se G égrupoe K, H <G entdo KH <G VX FO
1. SeGégrupoe K, H<Gentdio KNHQG VX FO

A intersecdo e o produto de dois subgrupos normais sdo subgrupos normais. A unido de subgrupos é subgrupo se e
s6 se um dos subgrupos for a prépria unido.

. Se G é um grupo finito e k é um divisor de |G|, entdo G admite um elemento de ordem k. VO FX

O grupo D3 tem ordem 6 e tem um elemento de ordem 1, dois elementos de ordem 3 e trés elementos de ordem 2.
A ordem do grupo admite 6 como divisor e nenhum elemento tem ordem 6.

. Se G é um grupo ciclico finito e k é um divisor de |G|, entdo G admite um elemento de ordem k. VX FO

Se G =< a > tem ordem n € N, ent3o, para k divisor de n, a¥* € G tem ordem k.

. Se G é um grupo abeliano finito e k é um divisor de |G|, entdo G admite um elemento de ordem k. VO FX

O grupo 4-Klein é abeliano e tem ordem 4. Os seus elementos tém ordem 1 ou 2. A ordem do grupo admite 4 como
divisor e ndo existe um elemento no grupo com ordem 4.

Seja G’ um grupo. Ent3o, ¢ : G — G definida por p(z) = 23, para todo z € G,
€ um morfismo de grupos. vO FX

Seja G um grupo abeliano. Entdo, ¢ : G — G definida por (x) = 23, para todo = € G,
€ um morfismo de grupos. VX FO

. Seja G um grupo. Entdo, ¢ : G — G definida por ¢(z) = 23, para todo x € G,

€ um morfismo de grupos. VO FX

A aplicagdo ¢ : G — G, definida por p(x) = 23, para todo z € G, é um morfismo se e s6 se (zy)® = x3y>, para
todos x,y € G. Sabemos que esta igualdade se verifica se e s6 se GG é abeliano. Conclus3o idéntica pode ser feita se
em vez de 3 tivermos -3.

. Se G é um grupo n3o abeliano de ordem 8 entdo G tem pelo menos 3 subgrupos. VX FO
Se G é um grupo n3o abeliano de ordem 10 entdo G tem um subgrupo de ordem 5 . VX FO
. Se G é um grupo n3o abeliano de ordem 10 entdo G tem pelo menos 3 subgrupos. VX FO

Um grupo n3o abeliano de ordem 8 tem um subgrupo de ordem 4 (ver exercicio 39 da folha 6). Como um grupo de
ordem 8 admite sempre como subgrupos o subgrupo trivial e o subgrupo impréprio, podemos concluir que um grupo
ndo abeliano de ordem 8 tem pelo menos trés subgrupos. A resolucdo do exercicio 39 é andloga se substituirmos 8
por 10, uma vez que 8 =2 x4 e 10 =2 x 5.
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. Se um grupo G tem 7 elementos entdo G ~ Zr. VX FO

. Se um grupo G tem 5 elementos entdo G ~ Zs. VX FO

. Se um grupo G tem 8 elementos entdo G ~ Zs. VO FKX
Qualquer grupo com p elementos, com p primo, é ciclico e, por isso, é isomorfo a Z,,.

O grupo D, das isometrias de um quadrado, tem 8 elementos e n3o é isomorfo a Zsg.
Se ¢ : Z — Zs é um morfismo ndo nulo de grupos entdo ¢ é um epimorfismo. VX FO
Se ¢ : Z — Zg é um morfismo ndo nulo de grupos entdo ¢ é um epimorfismo. VO FX

. Se ¢ : Z — Zg é um morfismo ndo nulo de grupos entdo ¢ é um epimorfismo. VO FX
Sendo ¢ : Z — Z,, um morfismo n3o nulo, sabemos que ¢(Z) # {[0],} é subgrupo de Z,, e, por isso, |©(Z)| tem
de ser um divisor de n diferente da identidade. Se n é primo, |p(Z)| = n e, por isso, ¢(Z) = Z,. Logo, ¢ é um
epimorfismo (morfismo sobrejetivo).

No caso de n > 2 ser par, o morfismo ¢ : Z — Z,, definido por ¢(x) = [0],,, se x é par, e p(z) = [5],, se = é impar,
¢ claramente n3o sobrejetivo.

. Sejam G e G’ grupos, H <G e H' < G'. Se G/H ~ G'/H' entdo G ~ G VO FX
Sejam G e G’ grupos, H <<G e H < G'. Se G/H ~ G'/H' entdo H ~ H'. VO FX
Sejam G e G’ grupos, H <G e H < G'. Se G/H ~G'/H' entdio G~G' e H~ H'. VO FX
Se considerarmos G = H =7y e G' = H' = Z3 entdo G/H e G'/H’ s3o grupos triviais e por isso isomorfos e G e
G’ n3o sdo isomorfos e H e H' n3o sdo isomorfos.

Se G =< a > tem ordem 20, entdo, G tem 8 geradores. VX FO
Se G =< a > tem ordem 20, entdo, G tem 10 geradores. vO FKX
Se G =< a > tem ordem 20, entdo, G tem 12 geradores. vO FX
Se G =< a > tem ordem 20, ent3o, para 1 < n < 19, a” é gerador de G se e s6 se m.d.c.(n,20) = 1, ou seja, se e
sésen e {1,3,7,9,11,13,17,19}. Logo, G tem 8 geradores.
Como alternativa de resolugdo, sabemos que o niimero de geradores de um grupo ciclico de ordem 20 é dado pelo
valor da fun¢do de Euler para n = 20. O resultado segue de ¢(20) = 20 x % X % = 8.
1 23 45 6 7
E =(1234 2 3). VX FO
m57'(2 4517 6 3> (1234906723
1 2 3 45 6 7
1234 23)=(124 = .
a2sgeT2y—020esn=(y 5 212 0T
1 2 3 45 6 7
E =(1527)(2314). VO FX
mS7'<5743261> (1527)(2314)
1 2 3 45 6 7
1527)(23134)=(147)(2 .
asenesisn—aaness2 (25 00 0T
1 23 45 6 7
E =(1527)(2314). VX FO
mS7’(4357261> (1527)(2314)
1 2 3 45 6 7
1527)(23134)=(147)(2 = .
as2nesisn=aaness=(, 5 010 01
A permutagdo oo = (1 2 3)(2 4 5) de Sg tem ordem 3. vO FX

a=(123)(245)=(12453), pelo que o(a) = 5.
A permutagdo oo = (1 2 3)(1 4 3) de S5 tem ordem 3. vO FX

a=(123)(143)=(14)(23), pelo que o(a) = 2.



10. A permutagdo @ = (1 2 3)(2 4 5 6) de Sg tem ordem 12. vO FX

a=(123)(2456)=(12456 3), pelo que o(a) = 6.

GRUPO 11

Este grupo tem duas questoes em alternativa, ambas cotadas com 8.0 valores numa escala
de 0 a 20. Deve escolher APENAS UMA DAS QUESTOES para responder. Se responder as
duas, ignorarei a segunda resposta.

Alternativa 1. Justifique devidamente todas as respostas. D& um exemplo, caso exista, de

(@)

um grupo G e dois seus subgrupos H e K tais que H <G e K 4 G.
Seja G = D3 = S5, H = {id,(1 2 3),(1 3 2)} (o subgrupo das rotagdes) e K = {id,(1 2)}. Entdo, H < G,
pois [G: H| =2 e K 4 G pois

(23)K={(23),(132)}#{(23),(123)}=K(23).

uma permutacdo impar de Sg com ordem 14.

SejaTt=(1234567)(89). Entdo, 7 € Sy, o(7) = m.m.c.(7,2) = 14 (pois os dois ciclos sdo disjuntos) e 7
é uma permutagdo impar uma vez que é produto de um ciclo de comprimento impar (ou seja, permutagdo par)
por um ciclo de comprimento par (ou sejam permutac¢do impar).

um morfismo de Zs5 em Zg.

Basta considerar o morfismo nulo, ou seja, o morfismo ¢ : Zs — Zg definido por ¢([z]5) = [0]s, para todo
[CC]{, € Zs.

um grupo G e um subgrupo normal H de G tal que [G : H] seja infinito.

Considere-se o grupo aditivo G = Z e o seu subgrupo H = {0}. Entdo, G/H = {{z} : x € Z}, que tem tantos
elementos quanto Z. Logo, [G : H| = |G/H]| é infinito.

Um grupo ciclico com 6 subgrupos.

Se G = Z,, sabemos que GG tem exatamente um subgrupo de ordem k, para qualquer k divisor de n. Assim,

pretende-se um inteiro n com exatamente 6 divisores. Basta considerar entdo G = Zi (qualquer n = p - ¢,
com p e ¢ primos, servia o propdsito, pois os lnicos divisores de n s3o 1,p,q,pq, ¢* e n).

Alternativa 2. Sejam G um grupo, H e K subgrupos normais de G tais que |H| =m, |K|=ne G = HK. Sem.d.c.(m,n) =1,
mostre que:

(@)

(b)

HNK= {1@};

Como H, K <G, sabemos que HNK <G, peloque HNK <G e HNK < K. Entdo, |[HNK| |me |HNK]|| n.
Como m.d.c.(m,n) = 1, concluimos que |H N K| =1 e, porisso, H N K = {1g}.

dados hi,he € H e k1, ks € K,
hiki = hoko = h1 = ho e k1 = kQ;
Sejam hi,ho € H e k1,ky € K. Entao,
hiky = hoks = hy'hikikyt = hy thokoki "
= hythy = koky .
Como hy'hy € H e koky' € K, temos que hy'hy = koky! € HNK = {1g}. Logo, hy'hy = 1g e
koki' = 1¢, pelo que hy = hy e k1 = ko.
G/H~KeG/K~H.
Para provar que G/H ~ K recorremos ao 2° Teorema do Isomorfismo, que nos diz que se G é um grupo,
H <GeT <G, entdo, (HT) /7 = H/ (5nr)-
Neste caso, sabemos que G = HK, H,K <G, HN K = {14}, pelo que, da aplicagdo do teorema, obtemos:

G/H=HK/H ~K/{lg} ~ K.

De modo andlogo, prova-se que G/K ~ H.



