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apresentacao
identificacdo
Nome: Algebra
Area Cientifica: Matematica
Departamento: Matemitica
Docente: Paula Marques Smith ~ psmith@math.uminho.pt  ext: 604363
Escolaridade: 1° semestre  3h (T) + 3h (TP) por semana 7,5 ECTS

45h + 45h de contacto - 130h trabalho independente

Periodo letivo:
aulas: 09 setembro a 21 dezembro (15 semanas)

aulas e exames: 09 setembro a 01 fevereiro
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apresentacao
Objetivos

- transmissdo de conhecimentos especificos, basicos de Algebra

* teoria de grupos; teoria de anéis; divisibilidade em dominios de integridade
- capacidade de aplicar os conhecimentos adquiridos em diversos contextos
- aptiddes de raciocinio matematico, de modo a construir argumentos rigorosos;

- contribui¢cdo para a aquisicdo de um conjunto de competéncias:
* capacidade de assimilar informag¢3o e de a comunicar
« capacidade de expressdo escrita
* capacidade de expressdo oral

* capacidade de trabalhar em grupo

* capacidade de aprender de modo auténomo
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apresentacao
resultados de aprendizagem

1. Resolver problemas que envolvam os conceitos de subgrupo invariante e de
congruéncia de grupo

2. Resolver problemas que envolvam os conceitos de ideal e de congruéncia de anel

3. Resolver problemas relativos a grupos e anéis quociente e a homomorfismos de grupo
e de anel

4. Fatorizar elementos de um dominio de integridade como produto de elementos
irredutiveis

5. Reconhecer um dominio de ideais principais como um dominio de fatorizagdo tnica
6. Estruturar e redigir demonstracoes de resultados basicos da Algebra

pré-requisitos

N3o existem
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apresentacao

docente

Email: psmith@math.uminho.pt
Telefone: 253 604363
Gabinete: ECUM - 4027 (Gualtar)

Horario de Atendimento:

sexta-feira: 09h:00 - 10h:00
16h:00 - 18h:00

outro, a combinar, atempadamente, com a docente
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apresentacao
programa resumido
Elementos da teoria de grupos
- Grupos e subgrupos
- Ordem de um elemento e Teorema de Lagrange
- Subgrupos normais, grupos quociente e homomorfismos de grupo
- Grupos ciclicos
- Grupos de permutacdes
Elementos da teoria de anéis
- dominios de integridade, anéis de divisdo e corpos
- ldeais, ideais primos e ideais maximais
- Anéis quociente e homomorfismos de anel

Divisibilidade em dominios de integridade

O corpo das fraccoes de um dominio de integridade
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apresentacao

bibliografia

- Ficheiros pdf das aulas tedricas

- A. J. Monteiro e I. T. Matos, Algebra, um primeiro curso. Escolar Editora, 27 edicdo
(2001)

- Durbin, J., Modern algebra - an introduction. John Wiley and Sons Inc. (2009)

- Grillet, P.A., Abstract algebra. Springer (2007)

- Marques Smith, P., Martins. P. Mendes, Rogadas, L., /\Igebra, Exercicios resolvidos e
exercicios propostos. Escolar Editora, (2015)

Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic. C. Computagio 12 set’19 7/1



apresentacao

Método de avaliagdo

Aprovados no quadro de avaliagdo periddica: alunos que, simultaneamente,
@ tenham frequéncia a pelo menos 2/3 das aulas TP lecionadas;

@ realizem dois testes e neles obtenham classificacdes t; e t,, ambas iguais ou
superiores a 7,5 valores, sendo que serdo admitidos ao 2° teste apenas os alunos
que obtenham no 1° teste classificacdo igual ou superior a 7,5 valores;

@ obtenham a média aritmética (t1 + t2)/2 igual ou superior a 9,5 valores, sendo,
neste caso, a classificacdo final igual a esse valor arredondado as unidades.

A classificag3o final pode ser acrescida (mas nunca diminuida) de 0,5 valores, com base
no desempenho do aluno nas aulas TP.

Datas dos testes: 25 outubro e 13 dezembro
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apresentacao

Exame de recurso: Os alunos que n3o obtenham aprovacdo no quadro de avaliagdo
periddica serdo admitidos a exame de recurso, desde que tenham frequéncia a pelo
menos 2/3 das aulas TP lecionadas.

Data do exame de recurso: a definir

O exame de recurso realiza-se ao abrigo do Regulamento Académico da Universidade do
Minho (Despacho RT-41-2014).

regime de faltas: Sera feito o controlo de presencas nas aulas tedricas (apenas para fins
estatisticos) e nas aulas tedrico-praticas.

pagina da unidade curricular:

@ sumdrios: um sumario de cada aula estard on-line em tempo (til;

@ os documentos da uc serdo colocados na pédgina da uc na plataforma Blackboard,
na pasta Conteddos.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Seja A um conjunto ndo vazio. Chama-se operacgdo bindria sobre A a qualquer aplicacdo
de Ax Aem A.

Se * for uma operagdo binaria sobre A e x,y € A, representamos por x * y a imagem de
(x,y) por *. De um modo geral, utilizam-se os simbolos + (notag3o aditiva) e - ou X

(notagdo multiplicativa) para representar uma operagdo bindria.

Diz-se que uma operagdo bindria, definida num conjunto n3o vazio A, satisfaz a:

* propriedade comutativa se: (Va,b € A) ab = ba;

* propriedade associativa se: (Va,b,c € A) (ab)c = a(bc).
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Diz-se que uma operagdo binaria, definida num conjunto ndo vazio A, admite elemento
neutro ou elemento identidade se

(Je€A): (Vac A) ae=ea=a.

Uma operacg3o bindria, definida num conjunto n3o vazio A, admite, no maximo, um
elemento neutro tinico. (Porqué?) Existindo, este elemento representa-se por 14 .) ou
simplesmente por 14.

Sejam A um conjunto n3o vazio, - uma opera¢do bindria em A que admite identidade e
x € A. Se existir x’ € A tal que xx’ = x’x = 14, diz-se que x é um elemento invertivel e
que x" é um inverso de x. Cada elemento x € A tem, no méximo, um inverso (porqué?):

designa-se por o inverso de x e representa-se por x .
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Se A é um conjunto n3o vazio e - é uma operacdo bindria sobre A, diz-se que o par
(A,-) é um grupdide.

Sejam (A, -) um grupdide e B um subconjunto ndo vazio de A. Sempre que, dados

X,y € B, se tem x -y € B, diz-se que (B, -) é um subgrupdide de (A, ). N3o havendo
ambiguidade, representamos o grupdide (A, -) apenas por A.

Um grupdide no qual a operagdo bindria é associativa diz-se um semigrupo. Um
subgrupdide de um semigrupo S diz-se um subsemigrupo de S.

Um semigrupo no qual a operagdo bindria é comutativa diz-se um semigrupo
comutativo.

Um semigrupo com identidade diz-se um mondide.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Sejam A um semigrupo com identidade 14,2 € A e n € Ng. Chama-se poténcia-n de a,
ou poténcia de base a e expoente n, e representa-se por a", ao elemento de A assim
definido:

ia = 1a;

ii. a =a;
n+

ii. a"™ = a"a, se n>0.

Quando um semigrupo A n3o tem identidade, define-se apenas poténcia-n de a para
neN.

Num semigrupo (respetivamente, semigrupo com identidade) A, para as poténcias de

expoente natural (respetivamente, inteiro ndo negativo), sdo vilidas as seguintes
propriedades:

Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic. C. Computagio 13 set’19 2/1



.
Cap I. Elementos da teoria de grupos
Generalidades

Proposicdo. Sejam A um semigrupo.
@ Para qualquer a € A e quaisquer m, n € N (respetivamente, m, n € Np), tem-se
a"am = a"t" e (a")" = a™™;
@ Se a, b € Asdo tais que ab = ba, ent3o, para qualquer n € N (respetivamente,
n € Np), tem-se ab” = b"a e (ab)" = a"b".

Dem. Exercicio

Na linguagem aditiva, para um semigrupo (A, +) com elemento neutro 04, a poténcia-n
de a € A designa-se por multiplo-n de a, representa-se por na e define-se do seguinte
modo:

i. 0a=0pg;
ii. la= g

iii. (n+1)a=na+a,sen>0.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

As propriedades 1. e 2. enunciadas na proposi¢cdo anterior s3o igualmente vélidas para
os miultiplos-n.

Um elemento e de um semigrupo S diz-se um idempotente de S se > = e. Nem todos
os semigrupos tém elementos idempotentes (encontre um exemplo). Um mondide tem
pelo menos um idempotente: a sua identidade.

Um grupo é um mondide no qual cada elemento tem inverso.

Um grupo no qual a operagdo é comutativa diz-se um grupo comutativo ou grupo
abeliano.

Exemplos.
Q (R,+), (Z,+) sdo grupos abelianos mas (R, x), (Z, x) n3o sio grupos.
Q (Mpxn(R),+) é um grupo comutativo.

@ (ML(R), x) é um grupo que n3o é comutativo. ((Mj(R): conjunto das matrizes
invertiveis de ordem p.)
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

© Um conjunto singular, {x}, algebrizado com a operacdo bindria definida por
X % X = x, é um grupo abeliano (designa-se por grupo trivial).

@ O conjunto G = {x, e}, algebrizado com a operagio definida pela tabela

e x
ele x,
x e

€ um grupo abeliano.

Proposicdo. Seja G um grupo. Ent3o:
Q 1.t =1g;
Qo (..=F1)_1 =a, VYacgG,
Q (ab) ' =b"'a"l, VabegG;
Q (mar---an) '=ayt---a'a;t, (VneN) (Ya,a,...,a, € G).
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Proposicdo. Seja G um semigrupo. Se G é um grupo, entdo as leis do corte s3o validas
em G, i.e., para x,y,a € G,

ax=ay=—=>XxX=y e Xa=ya=—Xx=}).

Demonstracdo. Sejam a, x,y € G. Entdo,

ax=ay = a '(ax)=a '(ay)

== (afla) X = (afla) y
== lgx = 1(;y
= x=y.

A segunda implicagdo demonstra-se de modo analogo.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

O exemplo que se segue mostra que a validade das leis do corte num qualquer
semigrupo S ndo é condi¢do suficiente para que o semigrupo seja grupo.

Exemplo. Seja Z\ {0} algebrizado com a multiplica¢do usual de inteiros. Este semigrupo
comutativo com identidade satisfaz as leis do corte, mas ndo é um grupo, uma vez que

os Unicos elementos que admitem inverso sdo 1 e -1.

Questdo: Que condi¢do/condigdes deve um semigrupo com as leis do corte vélidas
satisfazer para que ele seja um grupo?

Comecemos por provar a seguinte caraterizagdo de grupo:

Teorema. Um semigrupo S é um grupo se e sé se as equagdes do tipo ax =beya=b
tém solug3o Unica para quaisquer a, b € S.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos
Generalidades

Demonstrag3o.

Suponhamos que G é um grupo. Entdo, para a,b € G, os elementos a b e ba ! de G
sdo solugdes das equagdes ax = b e ya = b, respectivamente. A unicidade destas
soluges resulta do facto de as leis de corte serem validas em G.

Reciprocamente, sejam S um semigrupo e a € S. Por hipdtese, existem solucdes tinicas
das equacdes ax = a e ya = a. Sejam e e €’ essas solucdes, respectivamente (ae = a e
€’a = a). Entdo, como para todo b € S existe um dnico ¢ € S tal que b = ca, temos que

be = (ca)e =c(ae) =ca=b.

Logo, e satisfaz be = b, para todo b € S. De modo andlogo, provamos que e’ satisfaz
e'b = b, paratodo b € S. Assim, tomando b = €’ na 1? igualdade e b = e na 2°
igualdade , temos

e=ée=e

e, portanto, e é elemento neutro do semigrupo S.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Seja agora a € S. Ent3o, existem solugcdes linicas das equacdes ax = e e ya = e. Sejam
a’ e 3"’ essas solucdes, respectivamente. Temos ent3o que aa’ = e e a”’a = e. Logo,

/! i i / /! / / /
a'=ad'e=a (aa):(aa)a:ea:a,
pelo que cada elemento a € S admite um inverso a’ € S. Portanto, S é um grupo.

Estamos agora em condi¢des de responder a questdo levantada anteriormente:

Proposicdo. Seja S um semigrupo finito que satisfaz as leis do corte. Entdo S é um
grupo.

Demonstragdo.

Seja a um elemento qualquer de S. Entdo, as aplicagdes p,, A\, : S — S definidas por,
respectivamente, p, (x) = xa e A, (x) = ax, x € S, sdo injetivas.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

De facto, para x,y € S, tendo em conta as leis do corte,

pa(x) =pa(y) & xa=ya=x=y

Aa(x)=X(y) @ ax=ay=>x=y.

Logo, sendo S um conjunto finito, temos que as duas aplicacdes sdo também
sobrejetivas, pelo que as duas equagdes

ax=beya=b>b

tém soluges lnicas em S. Assim, pela proposicdo anterior, o semigrupo S é um grupo.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Questdo: Num grupo G, o conceito de poténcia-n de a € G podera ser estendido para
qualquer expoente inteiro n? Se sim, como fazer essa extensio?
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Questdo: Num grupo G, o conceito de poténcia-n de a € G poderd ser estendido para
qualquer expoente inteiro n? Se sim, como fazer essa extensio?

Sejam G um grupo, a € G e n € Z. Chama-se poténcia-n de a, ou poténcia de base a e
expoente n, e representa-se por a”, ao elemento de G assim definido:

ia% = 1g;
i at=a;
iii. "l =2a"a, se n>0;

iv. a"=(a"")"! sen<O.

Proposicdo. Sejam G um grupo, x € G e m, n € Z. Ent3o,
o Xan: m+n;

e (Xm)n — an'
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Demonstragdo. Temos varios casos a considerar. Provemos quatro deles - dois dos
restantes s3o triviais e os outros reduzem-se a um destes.

Caso 1: Sejam m,n € Z*. O caso resulta imediatamente da definic3o.

Caso 2: Sejam m,n € Z~. Entdo, m= —le n= —kcom I, k > 0, pelo que

m_n —I_—k Nt A P PR
XX =x 'x " =|x X = (x"x = (x =

— kD) kel ndm

Por outro lado,

ey =) =[0)) ] = ey = 6]

R (=m)(=n) _ , mn

:(X X =X
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Generalidades

Caso 3: Sejam m, n € Z tais que m >0, n < 0 e [m| > |n|. Entdo, n = —/ com
m > 1> 0, pelo que

-1
—I i - -
x"x" = x" T = x (X) =x""1g=x""=x"",
o que prova (/). Por outro lado,

(Xm)n _ (Xm)fl _ [(Xm)1:|71 — (Xml) -1 _ X—rnl = x™"
o que prova a condi¢do (if).

Caso 4. Sejam m, n € Z tais que m > 0, n < 0 e |m| < |n|. Entdo, n = —/ com
| > m > 0, pelo que

xMx" = mX—I — xm (XI)_1 — xm (Xl—m+m)_1 = x™ (XI_me)_l —
L

1—m) _ X—I+m n+m

= lc;x_( =X
A demonstrac3o de (ii) é analoga a do caso 3.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Subgrupos

Seja G um grupo. Um subconjunto n3o vazio H de G diz-se um subgrupo de G se H for
grupo para a operacdo de G restringida a H. Neste caso escrevemos H < G.

Exemplo 1. O semigrupo (Q\ {0}, x) é subgrupo de (R\ {0}, x).
Exemplo 2. O semigrupo (Q\ {0}, x) é um grupo mas n3o é um subgrupo de (R, +).

Exemplo 3. Seja G = {e, a, b, c} o grupo de 4-Klein, i.e., o grupo cuja opera¢do é dada
pela seguinte tabela

0O oL o

0O T w o0
o0 0o Lo
L o 0 T|T
o L T 0|0

Os subgrupos de G s3o: {e, a, b, c}, {e}, {e,a}, {e, b} e {e, c}.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Subgrupos

Exemplo 4. Seja Zs = {(_), 1,2, 13:} o conjunto das classes médulo-4 algebrizado com a
adicdo modular, i.e.,

w1 NI =IO+
wI NI =IOl O
Ol WI NI =] =1
=1 Ol WI N NI
NI =1 O Wi Wi

Entdo, (Za,+) € grupo e os seus subgrupos sdo: {0,1,2,3},{0} e {0,2}.

Observacdo. Um grupo G tem, pelo menos, dois subgrupos: {1¢} (subgrupo trivial) e
G (subgrupo imprdprio).
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Cap I. Elementos da teoria de grupos
Subgrupos

Proposi¢do. Sejam G um grupo e H < G. Ent3o:

@ O elemento neutro de H, 14, é 0 mesmo que o elemento neutro de G, 1g;

@ Para cada h € H, o inverso de h em H é o mesmo que o inverso de h em G

Demonstracdo (1) Uma vez que 14 é elemento neutro de H, temos
1ylp = 1n;

por outro lado, como 1¢ é elemento neutro de G e 1y € G, temos que

1ylg = 14.
Logo,
141y = 14le,
pelo que, pela lei do corte,
1y = 1¢.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Subgrupos

(2) Sejam h € H, h™* o inverso de h em G e h’ o inverso de hem H. Ent3o,
hh' =1y =1¢ = hh™".
Logo, pela lei do corte,

K =hn"

Proposicdo. Sejam G um grupo e H C G. Ent3o, H < G se e s6 se s3o satisfeitas as
seguintes condi¢des:

Q H+#0;
Q x,ye H=xy eH,
Q@ xecH=x"1eH.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Subgrupos

Demonstragdo. Suponhamos que H < G. Ent3o:

1. H# 0, pois 1 € H;

2. dados x,y € H, como H é um grupdide, xy € H;

3. dado x € H, como todo o elemento de H admite inverso em H e este é igual ao
inverso em G, entdo x ! € H.

Reciprocamente, suponhamos que H C G satisfaz as condi¢des (1), (2) e (3). Entdo,

(a) H é grupdide por (2);

(b) dado x € H (este elemento existe por (1)), x™* € H (por (3)), pelo que
l¢ = xx~ ' € H (por (2));

(c) qualquer elemento de H admite inverso em H (por (iii)).

Como a operac¢do é associativa em G, também o é obviamente em H e, portanto,
concluimos que H < G.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Subgrupos

Proposicdo. Sejam G um grupo e H C G. Ent3o, H < G se e sé se s3o satisfeitas as
seguintes condi¢des:

Q H+#0;
Q x,ycH=xy teH.

Demonstragdo. Exercicio.

Alguns subgrupos importantes de um grupo G
@ centralizador de a € G Representa-se por C(a) e define-se por
C(a)={xe€ G|ax=xa}.
@ centro de G Representa-se por Z(G) e define-se por
Z(G)={xe G|ax=xa, (Vae G)}.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Subgrupos
Proposicdo. Sejam G um grupo e H,K < G. Entdo, HN K < G.
Demonstracdo. Sejam G um grupo e H, K < G. Entdo,

Q@ HNK#D poislge Helg e K, peloque 1 € HNK;

@ dados x,y € HN K, temos que x,y € He x,y € K, pelo que xy € He xy € K.
Logo, xy € HN K.

© dado x € HN K, temos que x € He x € K, pelo que x ' € He x7!

portanto, x ' € HN K.

€ Ke,

Logo, HN K < G.

Proposicdo. Seja G um grupo. Ent3o, a interseccdo de uma familia n3o vazia de
subgrupos de G é ainda um subgrupo de G.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Subgrupos
O conceito de subgrupo gerado por um subconjunto de um grupo

Sejam G um grupo e X C G. Consideremos
H={KCG: K<G e HCK}

i.e., H é o conjunto de todos os subgrupos de G que contém X. Entdo:

Q HAD;
Q@ N K<G;

KeH

@ XC N K

KeH

QJ<GAXCJ= ) KCJ
KeH

Assim, (] K é o menor subgrupo de G que contém X.
KeH
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Subgrupos

O menor subgrupo de G que contém X designa-se por subgrupo de G gerado por X e
representa-se por (X).

Se X = {a}, ent3o escrevemos (a) para representar (X) e falamos no subgrupo de G
gerado por a.

Proposicdo. Sejam G um grupo e a € G. Entdo, (a) = {a" | n € Z}.

Demonstragcdo. Sejam G um grupo e a € G. Seja

B=1{a"|nez}.

Mostramos que B é o menor subgrupo de G que contém a. (Exercicio)
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ordem de um elemento de um grupo

Exemplo 1. Consideremos o grupo (R \ {0}, x), cujo elemento neutro é 1. E claro que,
Q1=1
Q (-1)'=-1#1 mas (—1)? =1

@ para qualquer x € R\ {1, —1}, n3o existe um inteiro positivo n (n € Z"), tal que
x"=1.

Exemplo 2. Consideremos o grupo 4-Klein G, cujo elemento neutro é e:

‘eabc
ele a b c
ala e ¢ b.
b|b ¢c e a
clc b a e

Facilmente se verifica que ' = 1 e para qualquer x € G\ {e}, x' e e x* =e.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ordem de um elemento de um grupo

Exemplo 3. No grupo aditivo (Zs, +), cujo elemento neutro é 0, temos:

Q@0=0

Q@1+#0,1+1=2#0,1+1+1=3#0 e 14+1+1+1=0
Q@2#0 e 242=0
Q3#0,3+3=2+#0,3+3+3=1#0e 3+3+3+3=0
isto é

Q1.0=0
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ordem de um elemento de um grupo
Sejam G um grupo e a € G.
(i) Diz-se que a tem ordem infinita se ndo existe qualquer p € N tal que a” = 1.
(ii) Diz-se que a tem ordem finita k, e escreve-se o(a) = k, se

(1) keN;

(2) & =1¢;

(3) peN e " =16=k<p.
- (R\ {0}, x): o(1) =1, o(—1) = 2 e os restantes elementos tém ordem infinita.
- No grupo grupo 4-Klein , o(e) =1 e o(a) = o(b) = o(c) = 2.

4.

- No grupo (Za4,+), o(0) =1, 0o(2) =2 e o(1) = o(3) =
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ordem de um elemento de um grupo

Proposicdo. O elemento neutro de um grupo G é o unico elemento de G que tem ordem
igual a 1.

Demonstracdo. E claro que o(1g) = 1. Suponhamos que a € G é tal que o(a) = 1.
Ent3o, a' = 1¢ i.e., a = l¢.

Proposi¢do. Sejam G um grupo e a € G um elemento com ordem infinita. Entdo, para
quaisquer m,n € Z, se m # n, entdo a" # a".

Demonstragdo. Sejam m, n € Z tal que a™ = a". Entdo,

a"=a" = a"a "=3a"a"=1¢
= 3" "=3a""=1¢
— alm—n| =1¢
= |m—n|=0 (o (a) é infinita)
= m=n.

Logo, se m # n ent3o a™ # a".
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ordem de um elemento de um grupo
Tendo em conta que (a) = {a" | n € Z}, temos os dois seguintes coroldrios:

Coroldrio 1. Sejam G um grupo, se a € G tem ordem infinita, ent3o o subgrupo (a) tem
um nidmero infinito de elementos.

Coroldrio 2. Num grupo finito nenhum elemento tem ordem infinita.

Proposi¢do. Sejam G um grupo, a € G e k € N tal que o(a) = k. Entio,
@ se um inteiro n tem r como resto na divisdo por k ent3o a" = a;
Q parancZ,a"=1c < k|n
Q (a) ={1¢,a",2%...,a '}

@ (a) tem exactamente k elementos.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ordem de um elemento de um grupo

Demonstragdo.
@ Sejam q,r € Z taisque 0 < r < k e g € Z tal que n = gk + r. Entdo,
q
an — aqk+r — aqkar — (ak) ar — 1c(]; ar _ 1G ar _ ar.
@ Pretendemos provar que a” = 1¢ < k | m, ou seja, que
a" =16 & m = kp para algum p € Z.
Suponhamos primeiro que m = kp, para algum p € Z. Ent3o,
P
am"=a" = (ak) =17 = 1¢.
Reciprocamente, suponhamos que a” = 1¢. Pelo algoritmo da divis3o, existem
pE€Zel<r<ktais que m= kp+ r e, portanto,
P
lg = am = 3t = (ak> a'=1%a" =1¢a" = 4".
Como o (a) = k, temos que r = 0. Logo, m = kp.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ordem de um elemento de um grupo
3. Pretendemos mostrar que

1.2 k-1
a):{lc,a,a,...,a }

Sabemos que (a) = {a" | n € Z}. E claro que {16, a, a® ad,..., ak_l} C (a)

Relativamente 3 outra inclusdo, seja x € (a). Entdo x = aP, para algum p € Z.
Sepe{0,1,2,3,...,k—1}, x € {1g,a,a°,a°,...,a ' }.

Se p¢{0,1,2,3,..., k — 1}, dividimos p por k, consideramos o resto r desta divisdo, o
qual satisfaz 0 < r < k — 1, e sabemos, por (1), que a”’ = a".

Logo, (a) C {e,a,a% a’,...,a" '} e a igualdade indicada ¢ verdadeira.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ordem de um elemento de um grupo

4. Pretendemos mostrar que (a) tem exactamente k elementos.

3

uponhamos que na li G Tt har icio de elementos:
S hamos alista 1¢, a,a°, a%,...,a" ! hé repeticio de elementos

a’? =a% paracertos 0<qg<p<k-—1.
Entdo, p—qg>0ce
P — Pa = 2% = 1,

pelo que p — g < k — 1. Como o(a) = k, temos que k < p — q pelo que obtemos
k<p—-—q<k-—1, oque é impossivel.

Logo, ndo ha qualquer repeticdo e o subgrupo (a) tem exactamente k elementos.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O Teorema de Lagrange
Sejam G um grupo e H < G. Para cada a € G, os subconjuntos
aH = {ax: x € H} e Ha= {xa:x e H}

designam-se por classe lateral esquerda de a médulo H e classe lateral direita de a
mddulo H, respetivamente.

Proposicdo. Sejam G um grupo e H < G. Tem-se:
Q G =U,ecxH (G = Uy eq Hx):

Q xHNyH # 0 < xH =yH (Hx N Hy # 0 <= Hx = Hx).

Demonstracido. Exercicio.

Corolério. Sejam G um grupo e H < G. Entdo {xH}cs, ({Hx}xec), constitui uma
particdo de G.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O Teorema de Lagrange

Proposicdo. Sejam G um grupo e H < G. Se H é finito ent3o cada classe lateral
médulo H tem a mesma cardinalidade que H.

Demonstracdo Sejam G um grupo e a € G. As aplicacdes

sdo bijecdes de G em G (porqué?). Como H & finito, A\s|n e pa|n sdo bijecdes de H em
Aa(H) = aH e de H em p, (H) = Ha, respectivamente (porqué?). Assim,

t(aH) = tH = £ (Ha).
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O Teorema de Lagrange

Exemplo 1. No grupo 4-Klein,

0O TS L o

0O T Lw o0
o0 0o Lo
L O 0 T|T
oD L T 0|0

considerando o subgrupo H = {e, a}, as classes laterais esquerdas médulo H s3o

eH=H=aH e bH = {b,c} =cH

e as classes laterais direitas médulo H sdo iguais ja que o grupo é comutativo.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O Teorema de Lagrange

Exemplo 2. No grupo G = {e, p, q, a, b, ¢}, cuja operacio é dada pela tabela

e p q a b c
ele p g a b c
plp g e ¢ a b
g|qg e p b ¢ a,
ala b ¢ e p gq
b|b ¢ a q e p
clc a b p q e

considerando o subgrupo H = {e, a}, as classes laterais esquerdas médulo H s3o

eH = H = aH,

bH = {b,q} =qH e

e as classes laterais direitas médulo H sio

He = H = Ha,

Paula Marques Smith (DMAT - UM)

Hb={b,p} =Hp e
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O Teorema de Lagrange

Proposicdo. Sejam G um grupo finito e H < G. Se aiH, axH, ..., a,H forem,
exactamente, as classes laterais esquerdas médulo H (a1, a2, ..., a, € G), entdo,
Hafl, Ha;l, ..., Ha;! s30 exactamente as classes laterais direitas médulo H.

Demonstragdo. Cada elemento de G pertence exactamente a uma e uma sé classe
lateral esquerda aiH, a2H, ... ,a,H. Sejam x € G e 1 < i < r. Ent3o,

S Haf1 — X (afl)_l eH
< xai€H
= ()<_1)71 aieH
— x'ecaH.

Como a condicdo x ! € a;H é verdadeira para exactamente um valor de i, entdo
também a expressdo x € Haf1 é verdadeira para exactamente um valor de i.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O Teorema de Lagrange
Sejam G um grupo finito e H < G. Chama-se:

(i) ordem do grupo G, e representa-se por |G|, ao cardinal de G;

(ii) indice de H em G, e representa-se por |G : H|, ao nimero de classes laterais
esquerdas (ou direitas) médulo H.

Teroema (de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H < G. Ent3o,

1G] =G : H| x |H].

Demonstragdo. Imediata, tendo em conta o Coroldrio anterior : {xH}«cc é uma
particdo de G, e o facto do grupo G ser finito.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O Teorema de Lagrange

Coroldrio. Num grupo finito G, a ordem de cada elemento divide a ordem do grupo.
Demonstragdo. Imediata, tendo em conta que o (a) = |[(a)|, para todo a € G.
Coroldrio. Sejam G um grupo finito e p um nimero primo tal que |G| = p. EntSo,
existe b € G tal que G = (b).

Demonstragdo. Como p é primo, p # 1, pelo que G # {1¢}. Seja x € G tal que
x # 1. Ent3o,

0(x) | p=0(x)=p=>|(x)| =p <G =(x.

Observacao: O inverso do Teorema de Lagrange n3o é verdadeiro, i.e., o facto de a
ordem de um grupo G admitir um determinado factor, ndo garante que existe um
subgrupo de G cuja ordem é esse factor.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

subgrupos normais, relagdes de congruéncia e grupo quociente

Sejam G um grupo e H < G. Diz-se que H é subgrupo invariante ou normal de G, e

escreve-se H < G, se
(Vx € G) xH = Hx.

Assim, um subgrupo H de G é invariante se, para cada x € G e h; € H,existe h, € H
tal que
Xh1 = hQX.

Exemplos.
1. Dado um grupo G, {1} e G sdo subgrupos normais de G.
2. O centro Z (G) de um grupo G é um subgrupo normal de G.

3. Todo o subgrupo de um grupo abeliano é um subgrupo normal.
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Elementos da teoria de grupos

Proposi¢do. Sejam G um grupo e H < G tal que |G : H| = 2. Ent3o, H < G.

Dem. Seja H < G tal que |G : H| = 2. Entéo,
{H, xH}xcc: Hoxt e {H, Hx}xcc: HoHx

sdo particdes de G, pelo que xH = G \ H = Hx, para qualquer x € G \ H. Portanto,
para todo y € G, como

_ H seyecH
yH_{ G\H sey¢H

o H sey e H
Hy—{ G\H sey¢H,

temos que yH = Hy, qualquer que seja y € G.
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Elementos da teoria de grupos
subgrupos normais, relacdes de congruéncia e grupo quociente
Proposicdo. Sejam G um grupo e H < G. Ent3o,
H<G <= (Vx€G) (Yhe H) xhx '€ H.
Dem. Suponhamos que H <1 G. Ent3o, para todo x € G, xH = Hx. Sejam g € G e

heH:
ghg = (gh)g '=(hg)g ' =H (gg_l) =h € H.

Reciprocamente, suponhamos que, para quaisquer x € G e h € H, se tem xhx™ ' € H e

seja g € G. Entdo,
yegH & (3BheH) y=gh
& (W eH) y=gh (g_lg)
& (BHeH) y= (gh’gfl) g
= y€EHg por hipdtese,

pelo que gH C Hg. Analogamente, Hg C gH e, portanto, Hg = gH.
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Elementos da teoria de grupos

subgrupos normais, relagdes de congruéncia e grupo quociente

Se G admite um subgrupo normal H, a relagdo = (mod H) definida por :
x=y(modH) = x'yeH

é uma relacdo de equivaléncia que satisfaz:

x=y(mod H) A a=b(modH)= xa=yb(modH) N ax = by (mod H)
(Verifique)
O respetivo conjunto quociente representa-se por G/H, tendo-se:
G/H={xH:x e G} ={Hx:x € G}.
(Verifique)
Proposi¢do. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Entdo

x =y (mod H) & yx ' € H.
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Elementos da teoria de grupos

subgrupos normais, relagdes de congruéncia e grupo quociente
Algebrizacdo de G/H: multiplicagdo de subconjuntos de G:
(xH) (yH) = x(Hy)H = x(yH)H = (xy)(HH) = xyH.

Teorema. Sejam G um grupo e H < G. Entdo, G/H é grupo para a multiplicagdo de
subconjuntos de G.

Demonstragdo: exercicio
leyu=H: (H)(xH) = (1cH)(xH) = (1ecx)H = xH
(xH) ' =x""H: (xH)(x"'H) = (xx ")H = H.

O grupo G/H designa-se por grupo quociente determinado por H em G.
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Elementos da teoria de grupos

subgrupos normais, relacdoes de congruéncia e grupo quociente

Proposicdo. Sejam G um grupo e 6 uma relacdo de congruéncia definida em G. Ent3o,

@ a classe de congruéncia do elemento identidade, [1¢], , é um subgrupo normal de
G;

@ para quaisquer x,y € G,
x0y <= x"'y € [16], -

Demonstragdo: exercicio

Recorde que

[1(;]0 = {X €G: X91(;}.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

morfismos

Sejam Gi, Gy grupos. Uma aplicagdo ¢ : Gt — G, diz-se um morfismo ou
homomorfismo de grupos se

(Vx,y € G1) P(xy) = (x)(y).

Um morfismo de grupos ¢ : Gi — G diz-se um
epimorfismo se for uma aplica¢do sobrejetiva;
monomorfismo se for uma aplicag3o injetiva
isomorfismo se for uma aplicacdo bijetiva;

endomorfismo se G = Gy;

automorfismo se Gi = Gy e ¢ for uma aplicagdo bijetiva.

Sempre que exista um isomorfismo 1) : G — Gy, diz-se que Gi é isomorfo a G, e
escreve-se Gi = G. Como

GlEG2 :GZEGI;

podemos falar, sem ambiguidade, em grupos isomorfos.
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Elementos da teoria de grupos

Exemplos. Para quaisquer grupos G e H,

- a aplicagdo identidade idg : G — G, definida por idg(x) = x, para todo x € G, é um
automorfismo de G. Designa-se por morfismo identidade.

- a aplicagdo ¢ : G — H, definida por ¢(x) = 14, para todo x € G, é um morfismo.
Designa-se por morfismo nulo.

Proposicdo. Sejam Gi e G grupos e ¢ : Gi — G2 um morfismo. Entdo:
0 ¢ (1lg) = 1lo,;
o [¢(x)] " =1 (x71), para qualquer x € Gi.

Dem. De 16,16, = 1¢,, obtemos

1!}(161)111(1&) = w(1G11G1) = ¢(161) = w(1G1) 1.
Logo,
(0 (161) (0 (161) =9 (1G1) le,

e, entdo, pela lei do corte,
(0 (1G1) =1lg.-
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Elementos da teoria de grupos
Seja x € G;. Entdo,

s)e (x1) =9 (o) =¥ la) = 1a

o () we) = (xx) =¥ (1a) = le
Portanto, [1 (x)] " = ¢ (x71).

Proposicdo. Sejam Gi e Gy grupos, H C G; e ¥ : Gt —> G, um morfismo de grupos.
Ent3o,

H< Gt = ¢ (H) < Ga.

Dem. Seja H < G;. Ent3o:

(i) Como H < Gi, 1g, € H, pelo que ¢ (1g,) € 9 (H). Pela proposi¢io anterior,
¥ (1g) = 1g,. Portanto, 1¢, € ¥ (H).
(ii) Sejam a, b € ¢ (H) . Entéo,

(BxyeH) a=4(x) e b=1(y).
Portanto, ab = 9 (x) 9 (y) = ¥ (xy), pelo que ab € ¥ (H);
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Elementos da teoria de grupos

(iii) Seja a € ¥ (H) . Entéo,
a=1(x), paracertox € H =a "= (x)] ' = (x_l) onde x' € H.

Logo, a~' € ¥ (H).
De (i), (i) e (iii) concluimos que ¥ (H) < G.

Corolério. Seja 1 : Gi — G um morfismo de grupos. Se ¥ é um monomorfismo entdo

Gy gi/}(Gl)

Sejam G; e G, grupos e ¢ : Gt — G> um morfismo de grupos. O subgrupo ¢(G;) de G,
designa-se por imagem de o, e representa-se por Zm¢ ou por ¢(Gi).
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Elementos da teoria de grupos

Proposicdo. A imagem epimorfa de um subgrupo invariante de um grupo é um subgrupo
invariante.

Dem. Gi, G, grupos, H C Gy e ¢ : Gt — G, um epimorfismo. Pretendemos mostrar
que
H< G = ¢ (H)< G.

Tendo em conta a proposicdo anterior, falta apenas provar que, para g € G, e
ac 1 (H) se tem que gag™* € ¥ (H). Como ¢ é um epimorfismo, tem-se:

(Ixe G)(BheH) g=14(x), a=1v(h)
gag =9 () v (h)[¥ ()]
gag =9y (xhx_l) , onde xhx"' € H

gag ' € (H).

g€ G, acy(H)

IR

Assim, 9 (H) < G,.
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Elementos da teoria de grupos

Para fazer:

@ Sejam G; e G, grupos, H' C Gy e ¢ : Gt — G» um morfismo de grupos. Prove
que
» H < G = ’L[J(_(H,) < Gi.
» H' < G, — Q)ZJF(H/) < Gj.
v ({le}) < G

v

@ > Justifique que dois grupos finitos isomorfos tém a mesma ordem.
» Enuncie a proposicdo reciproca da proposicdo anterior e prove que ela é
uma proposi¢do falsa. (sugestdo: considere o grupo 4-Klein e o grupo
aditivo Zy.)
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

morfismos

Seja ¢ : Gt — G um morfimo de grupos. Chama-se niicleo (ou kernel) de 1), e
representa-se por Nuc (ou ker 1)) ao subconjunto de G; definido por

Nucty) = ¢ ({lg}) = {x € G [ (x) =16}

Assim,

@ Nuc € um subgrupo invariante de Gi;

@ Nuct) define uma relagido de congruéncia em Gi:
xy71 € Nucv
0 (Xy_l) =1g
PR =16,
Y(x) =9 (y)-

x =y (mod Nuc)

1t 1y
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

morfismos

Proposicdo. Sejam G um grupo e H < G. Ent3o,
G — G/H

x +—> xH

é um epimorfismo tal que Nucw = H.

Dem. Sejam G um grupo e H < G. Para quaisquer x,y € G,

¥ (xy) = (xy) H = xHyH = ¢ (x) ¢ (v)
pelo que 7 é um morfismo. Além disso, como cada elemento de G/H é uma classe
de equivaléncia, ele é imagem, por 7, de qualquer um dos seus elementos. Portanto, 7 é
sobrejetiva. Finalmente,
x€Nucnr <= w(x)=H
<— xH=H
< x€eH.

O morfismo 7 designa-se por epimorfismo candnico.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

morfismos

Observacdo

@ qualquer morfismo de grupos determina um subgrupo normal do seu dominio, a
saber, o seu niicleo;

@ qualquer subgrupo invariante de um grupo, determina um morfismo cujo nicleo é
esse mesmo subgrupo.

@ estes dois processos s3o inversos um do outro.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

morfismos

Teorema Fundamental do Homomorfismo. Seja § : G — G’ um morfismo de grupos.
Ent3o,
Im6 = G/Nuc0-

Dem. Seja ¢ : G/nuco — G’ tal que
(Vx € G) ¢(xNuch) =0(x).

@ ¢ estd bem definida:
- para qualquer xK € G/Nuc#, x € G e, portanto, existe 8(x) € G'.

- para x,y € G,
xNuch = yNucd =— x 'y e Nuch
= 0(x_1y>:1(;/
= () =0(),
i.e., se xNucf = y Nuc# entdo 0 (x) = 6 (y).
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

morfismos

@ ¢ é injectiva:

¢ (xNuc ) = ¢ (yNucb)

= 0(x)=0()

— 0 (x_ly) =1¢
— x 'y € Nuch
= xNucf = yNucé

@ Im¢p={¢p(xNuch) :x e G} ={0(x) : x € G} =Imé.

@ ¢ é um morfismo:

¢ ((xNuc) (yNucf)) = ¢ ((xy)Nuco)

Paula Marques Smith (DMA - UM)

0 (xy)
0(x)6(y)
= ¢ (xNuch) ¢(yNuch).
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

teoremas de isomorfismo

Lema. Sejam v : G — G’ um morfismo de grupos e K < G. Ent3o,
Nuct € K = 45 (3 (K)) = K.

Dem. Exercicio

Teorema 1. Sejam G e G’ grupos e 1) : G — G’ um epimorfismo. Seja K <1 G tal que
Nucvy C K. Entao

G/k = G [y)-
Dem. Exercicio
(i) Recorde que: K <1 G = o (K)< G’
(i) Mostre que a correspondéncia xK — 1 (x) ¢ (K) de G/k em G'/yk) é um

isomorfismo de grupos.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

teoremas de isomorfismo

Teorema 2. Sejam G um grupoe H, T < G tal que T < G. Entdo,
(HT) /7 = H/unr)-
Dem. Exercicio

@ Mostre que HT é um grupo;
@ Mostre que T é um subgrupo normal de HT;
@ Mostre que HN T é um subgrupo normal de H,

@ Considere o epimorfismo canénico m: HT — HT /1 e aplique o Teorema
Fundamental do Homomorfismo a ;

@ Conclua que (HT) /7 = H/(1nT).

Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic C. Computacio 11 out’19

8/1



Cap I. Elementos da teoria de grupos

grupos ciclicos

» O grupo (Z,+) é tal que Z = (1), uma vez que
(YVn€eZ) n=n-1
» O grupo (Za,+) é tal que Zs = (1) = (3

Wi
~
T
e
7]

Ll B e B ol I |
Il

I S A

W W Wl Wi

Wi NI =1 Ol
Il
W N R o

» A situag3o anterior n3o se aplica ao grupo (R, +).
Os grupos (Z,+) e (Za,+) dizem-se grupos ciclicos.

» Um grupo G diz-se grupo ciclico se
(Jae G) G={(a).

O grupo (R, +) n3o é ciclico.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos
grupos ciclicos
» Para qualquer n € N, temos que (Z,, +) € ciclico, j& que Z, = ([1],) .

» O conjunto G = {i,—i,1,—1}, quando algebrizado com a multiplicagio usual de
complexos, é um grupo ciclico: G = (i).

» O grupo trivial G = {1¢} é um grupo ciclico. Em qualquer grupo G, (1¢) = {1¢}.
Proposi¢do. Todo o grupo ciclico é abeliano.

Demonstracdo. Sejam G = (a) e x,y € G. Entdo, existem n,m € Z tais que x = a" e
y = a™. assim,

Xy = anam — an-%—m — am+n — aman = yx.

Obs. O reciproco do teorema anterir ndo é verdadeiro: o grupo 4-Klein é abeliano mas
n3o é ciclico, porque (1g) = {1¢} # G, (a) = {l¢,a} # G, (b) ={l¢,b} # G e
(c) ={1¢,c} # G. Nio existe, pois, x € G tal que G = (x).
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

grupos ciclicos

Teorema: Qualquer subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Demonstragdo. Sejam G = (a), para algum a € G, e H < G.
Se H ={1¢}, entdo H = (1¢) e, portanto, H é ciclico.

Se H # {1¢}, entdo, existe x = a" € G (n # 0) tal que x € H. Entdo, H tem pelo
menos uma poténcia positiva de a. Seja d o menor inteiro positivo tal que a? € H.

Provamos que H = (a’):
(i) Por um lado a” € H, logo (a%) C H;

(i) Por outro lado, dado y € H, como y € G, y = a" para algum m € Z\ {0}.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

grupos ciclicos

Ent3o, existem q,r € Z com 0 < r < d, tais que

m dq+r

d
y=a =a g

=a%"a".

Assim,

pelo que r =0 (0 < r < d). Logo,

e, portanto, H = <ad>.
> Zi=(1)=(3)eo(I)=0(3) =4

Proposicdo. Qualquer gerador de um grupo ciclico finito tem ordem igual a ordem do
grupo.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

grupos ciclicos

Proposi¢do. Seja G = (a) um grupo infinito e H = <ad>, para algum d € N. Ent3o,
H,aH,a’H,...,a 'H

é a lista completa de elementos de G/H.

Demonstragao.
- para todo x € G, xH = a"H, paraalgum r€{0,1,2,...,d — 1}:

se x € G = (a), entdo existe p € Z tal que x = a. Assim, p = gqd + r, para certos
geZe0<r<d-—1e, portanto,

q
d d
a”:aq+':a’-(a) €a'H.

Logo, a’H = a"H.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos
grupos ciclicos

- Provemos agora que, para 0 < i,j < d — 1 se tem
i#j=aH+#adH. (%)

Suponhamos que i < j. Entdo, 0 <j— i < d —1, pelo que

dH=3dH (ai)_lajEH
— JdeH
< j—i=kd, paraalgum k € Z
— j—i=0
= j=i

Logo, a implicagdo () verifica-se e, portanto,

G/u = {H,aH,...,ad_lH}.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

grupos ciclicos

Proposicdo. Dois grupos ciclicos finitos sdo isomorfos se e sé se tiverem a mesma ordem.
Demonstracdo. Sejam G = (a) e T = (b) dois grupos ciclicos e finitos.

-Se G T,entdo G e T tém a mesma ordem.

- Se G e T tém a mesma ordem n, entdo, o(a) =o(b)=ne

G = {lc,a,az,...,a"_l,a”}
T — ?h,b,b{...,b"l,b"}.

A aplicagdo v : G — T definida por
b= l¢ a a - a" ! &
"\ 1y b B o bE B
é claramente um isomorfismo.  (Verifique)+
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

grupos ciclicos
Corolario. Sejam n € N e G um grupo ciclico de ordem n. Entdo, G = Z,.

» Se G é um grupo e a € G é um elemento de ordem infinita, ent3o, para m,n € Z
m#n=a" #a".

Assim, se G é infinito e ciclico, temos que G = (a), para algum a € G com ordem
infinita, pelo que

—2 -1 2 3
G:{...,a ,a ,1<;,a,a,a,...}.

Portanto,
Proposicdo. Se G é um grupo ciclico infinito, entdo, G = Z.

Y 1 G — Z definida por ¢(a”) = p é um isomorfismo. (Verifique)
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O grupo simétrico S,

Seja A um conjunto ndo vazio. Uma permutacdo de A é uma aplicacdo bijectiva de A
em A.

Teorema. O conjunto das permutacées de um conjunto X é um grupo para a
composicdo de aplicagbes.

Este grupo designa-se por grupo simétrico sobre A e representa-se por Sa. Chama-se
grupo de permutagées de A a qualquer subgrupo de Sa.

Para cada n € N, o grupo simétrico sobre o conjunto {p € N: p < n} designa-se por
grupo simétrico de grau n e representa-se por S,.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O grupo simétrico S,

» Se A é um conjunto finito com n elementos (n € N), digamos A = {a1, a2, ..., an},
podemos estabelecer uma bijec¢do entre A e o conjunto {1,2,...,n}: aj +— i.

Adoptamos a seguinte notacdo para qualquer conjunto com n elementos - dizemos, por

exemplo, que
1 2 3 4
¢= ( 2 1 3 4 )

é uma permutagdo de um conjunto com 4 elementos.

» Se A é um conjunto finito com n elementos (n € N), existem exatamente n!

permutacdes de A.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O grupo simétrico S,

Exemplos

I. O grupo simétrico S; é o grupo trivial.

Il. Considerando um conjunto com dois elementos,
s={(12) (2 1)}

que é, claramente, um grupo isomorfo a (Z,+). Verifique.

I1l. Se considerarmos um conjunto com 3 elementos, ent3o

(1 2 3 (1 23 a
=11 3 P2=A 2 1 ps =

1 3 1 3 1 2 3
91:(132) 92:(3 1) 93:(213)

¢ a lista de todos os elementos de S;.
Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic Ciéncias de Computagdo 24 out'19
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O grupo simétrico S,

A tabela de Cayley de S5 é

o | pr p2 p3s 61 02 03
pr | pr p2 p3 61 B2 O3
p2 | p2 ps pr O3 O 0>
p3 | p3 pr p2 B2 O3 O
|01 02 03 p1 p2 p3
O | 02 03 01 p3 p1 p2
03 03 01 0> P2 pP3 P1
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O grupo simétrico S,

IV. Se considerarmos um conjunto com 4 elementos, ent3o
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O grupo simétrico S,

Os grupos simétricos Si e S, sdo abelianos.  No entanto, facilmente que verifica que o
grupo simétrico S3 n3o é comutativo. De facto,

po— (1 23 123\ (123
w2=11 3 2 32 1) \2 31
g — (1 23 1 23\ (123
=13 2 1 1 32)-\31 2]/

Teorema. Seja n € N. O grupo simétrico S, é ndo comutativo para n > 3.

Dem. Para n = 3 o resultado foi ja demonstrado. Sejam n >3 e o, € S, definidas
por:

(12 3 4 - n (1 2 3 4 - n
““\1 324 ... n) 3214 ... n)
Entdo, af # Ba e, portanto, S, é ndo comutativo.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ciclos

Uma permutacdo o de um conjunto finito A diz-se um ciclo de comprimento n se
existirem

ai,ax,...,an €A
tais que
o(a)=a, o(a)=as,..., o(an-1)=an, o(an)=a
e se
o (x) = x, Vx € A\{a1, a2, ..., an} .
Neste caso, representa-se este facto por o = ( a a ... an—1 an ) .

Exemplo. Tomando A = {1,2,3,4,5}, temos que

y = (1234 )
3 25 1
= (135 4)=(35 4 1)=(5413)=(41 3 5),

pelo que o tem cumprimento 4.

&~ 0
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ciclos
O produto de dois ciclos nem sempre é um ciclo. Por exemplo, em Sg,
1 2 4
(1456)(215):(64252613)
n3o é um ciclo.
Dado um conjunto A finito, diz-se que dois ciclos s3o disjuntos se n3o existir qualquer
elemento de A que apareca simultaneamente na notagdo desses ciclos, i.e., se nenhum

elemento de A for movido simultaneamente pelos dois ciclos.

Embora n3o seja um ciclo, a permutago o é o produto de (dois) ciclos disjuntos:

1 2 3 4 5 6
a—<652431>—(1 6)2 5 3).
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ciclos
Teorema. Toda a permuta¢do o de um conjunto finito é um produto de ciclos disjuntos.

Teorema. Dois quaisquer ciclos disjuntos de um conjunto finito comutam.

Dem. Sejam o e 7 ciclos disjuntos de um conjunto finito A e seja x € A. Duas situagdes
podem ocorrer.
@ x aparece na notagdo de o

Entdo x ndo aparece na notagdo de 7 e o(x) aparece na nota¢do de o mas ndo
aparece na notacdo de 7. Deste modo,

7(ao(x)) = o(x) o(7(x)) = o(x).
@ x n3o aparece na notagdo de o

Entdo o(x) = x. Se x aparece na notagdo de 7, entdo 7(x) aparece na notagdo de
T e n3o aparece na notacdo de o. Portanto,

7(o(x)) = 7(x) o(7(x)) = 7(x)-

Se x n3o aparece na notacdo de 7, entdo 7(x) = x. Portanto,

a(7(x)) = o(x) = x = 7(x) = 7(o(x))-
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Cap I. Elementos da teoria de grupos
Ciclos

Proposicdo. Seja o uma permutag¢do de um conjunto finito A. Tem-se:

@ se o é um ciclo, entdo o (o) é igual ao comprimento do ciclo;

@ se o é um produto de pelo menos dois ciclos disjuntos, ento o (o) € igual ao
m.m.c. dos comprimentos dos ciclos envolvidos no referido produto.

Exemplo 1. Em Sg,

1 23 456 7 8
U_<25437618>_(1257)(34)’

»_(1 2345678\ 5 (12345678,
T \s5 734196 28)7 71432696538
ot =id.

Logo, o (o) = 4.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Ciclos

Exemplo 2. Em Ss,

/(1 23 456 7 8)\_

¢_(3 2 417 8 5 6)_(1 3496 N6 8)
temos que o (¢) = 6.

Exercicio Considere, no grupo S7, as permutacdes

1 2 3 45 6 7
B=(1324)(732) e a—<6 5 2 3 4 1 7>.

@ Exprima 8 com produto de ciclos disjuntos e calcule 3% e =%,
@ Determine, em extens3o, o subgrupo < 5% >.

© Sem efectuar o produto a3, diga qual é a ordem da permutacio oS3
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O grupo alterno
Chama-se transposicdo a qualquer ciclo de comprimento 2.

Proposicdo. Qualquer ciclo de um conjunto finito é produto de transposicées.

Dem. Basta ter em conta que

(a1 @ a3 -+ an)=(a1 an)(a1 an-1) (a1 a3)(ar a).

Qualquer permutacdo pode ser decomposta no produto de transposicdes.

(1 23 4 5=(@1 51 41 3)1 2)
=(4 51 41 2)3 54 52 4

Teorema 1. Nenhuma permutacdo de um conjunto finito pode ser expressa
simultaneamente como produto de um niimero par de transposicées e como produto de
um ndmero impar de transposicées.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Uma permutacdo diz-se par se se escreve como o produto de um nimero par de
transposicées. Uma permutacgdo diz-se impar se se escreve como produto de um nidmero
impar de permutagdes.

Em S, (qualquer n € N), a aplicaggo identidade é uma permutacio par:
id=(ai a)(ai ),
para quaisquer a;, aj € {1,2,...,n}.

Teorema. Seja n € N e n > 2. O subconjunto das permutacées pares de S, é um
subgrupo de S, de ordem %'

Dem. Seja A= {0 € S,: 0 é uma permutagdo par}. E claro que A < S,.

Sejam 7 € S, uma transposicdo e B o conjunto das permuta¢bes impares de S,. A
aplicagdo ¢, : A — B definida por ¢-(c) = 7o é bijectiva. Assim, # (A) = # (B) e,
como # (A) + # (B) = # (S») = n!, obtemos que |A| = 2.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Dado um conjunto X com n elementos, chama-se grupo alterno de X, e representa-se
por A,, ao subgrupo de S, constituido pelas permutacdes pares.

Grupos diedrais

Chama-se simetria do plano a toda a transformacgdo do plano que, aplicada a uma
qualquer figura do plano, permite obter uma figura que, colocada sobre a figura inicial,
com ela coincide.

O conjunto das simetrias de um poligono regular de n lados, algebrizado com a
composi¢ao de simetrias, constitui um grupo. Designa-se por grupo diedral de ordem n e
representa-se por Dj.

Estudamos dois grupos diedrais: os grupos D3 e Dy
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Cap I. Elementos da teoria de grupos
Grupos diedrais 3

O grupo diedral Ds:

le ® 2

As simetrias do tridnglo equilatero s3o:
(i) as rotacdes de 0°, 120° e 240°, respectivamente,
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3.
P=\123) 2723 1)¢P"\312)
(ii) as simetrias em relac3o as bissectrizes dos angulos 1, 2 e 3, respectivamente,
1 2 3 1 2 3 1 2 3
91_(132)’ 92_<321>e03_<213>.

Neste caso, D3 = Ss.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

O grupo diedral Ds: as simetrias do quadrado s3o:
4 3

1 2

(i) as rotagdes de 0°, 90°, 180° e 270°, respectivamente:
(1 2 3 4 (1 2 3 4
=123 4)727 (234 1)

(1234 (123 4\
PB=\3 4 1 2 =4 1 2 3 )

(ii) as simetrias em relagdo as bissectrizes [1, 3] e [2, 4], respectivamente:

g (123 4 g (123 4
=01 43 2)¢%=3 21 4)

(iii) as simetrias em relagdo as mediatrizes do lado [1,2] e do lado [2, 3],

respectivamente:
1 2 3 4 1 2 3 4
03_(2143)e92_(4321).
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

Grupos diedrais

Assim, o grupo D, tem apenas 8 dos 24 elementos que S4 contém. Portanto, D4 é um

subgrupo préprio de Ss.
» um grupo de simetrias (n3o diedral), subgrupo de Dj:

O grupo das simetrias da figura

4 3
1 2
composto pelas permuta¢des
1 2 3 4 1
¢1_<1 2 3 4)’¢2_<3
1 2 3 4 1
¢’3_(1 4 3 2>e¢4_(3

Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic Ciéncias de Computacio

31 out'19

7/1



Cap I. Elementos da teoria de grupos

o teorema de representacdo de Cayley

Teorema de representacdo de Cayley. Todo o grupo é isomorfo a um grupo de
permutacoes.

Dem. Seja G um grupo. Para cada x € G, a aplicacdo

Mx:G — G

a +— A (a) = xa,
é uma permutacdo em G. (Verifique)

Seja S é o grupo das permutacdes de G e 0 a funcdo

6:G — S

X 3 A
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

o teorema de representacdo de Cayley

Ent3o, para x,y,g € G,

(Mo N)(g) =M (N (8) = A (vg) = x(vg) = (xv) g = Ay (g),

pelo que
0(x)c0(y)=0(xy),

i.e., 0 é um morfismo.

Além disso,
x € Nuch < 0 (x) = idec & M = ide = x = A (16) = idg (1) = 1,

e, portanto,
Nuch = {1¢}.

Logo, # é um monomorfismo, pelo que G = Imf < S.
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Cap I. Elementos da teoria de grupos

o teorema de representagdo de Cayley
Exemplo.

Seja G = Z4. Como para quaisquer a, x € Za, se tem

Aa(x)=a+x,
temos:
o (311
)\iz(?%gg>:(()i§§)
N = (g 2 %):(6 5 (1 3)
v-(3513)-0320

Assim, Zs = {Xg, A1, A3, Az} .
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Seja A um conjunto ndo vazio e + e - duas opera¢des binarias nele definidas. O triplo
(A, +,-) diz-se um anel se

1. (A,+) é um grupo comutativo (também designado por mdédulo);

2. (A,-) é um semigrupo;

3. A operacdo - é distributiva em relacdo a operagdo +, i.e., para quaisquer
a,b,c €A,

a-(b+c)=a-b+a-c e (b+c)-a=b-a+c-a

Referimo-nos a operacdo + como adigcdo e a operagao - como multiplicagdo.

N3o havendo ambiguidade, falamos no anel A sempre que nos referirmos ao anel (A, +, )
e omitimos o sinal da multiplica¢do (i.e., para quaisquer a, b € A, ab significard a- b).
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

O elemento identidade do grupo (A, +) designa-se por zero do anel e representa-se por
0a.

Para cada a € A, —a representa o simétrico de a no grupo (A, +).
Se a multiplicagdo for comutativa, o anel A diz-se um anel comutativo.

Se a multiplicagdo admitir elemento identidade, ele designa-se por a identidade do anel
e representa-se por 1a4. Nesta situagdo, existirdo elementos invertiveis (pelo menos 14)
e, para cada elemento invertivel a € A, a~! representa o inverso de a.

Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic Ciéncias de Computagio 7 nov'19 3/1



Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Exemplos:

1. Seja A = {a}. Entdo, (A,+,:), onde a+a=ae a-a=a, éum anel comutativo com
identidade. Designa-se por anel nulo e representa-se por A = {04}.

2. (Z,+, x) é um anel comutativo com identidade.
3. (R, +, x) é um anel comutativo com identidade.
4.(2Z,+, x) é um anel comutativo sem identidade.

5. (M2 (R),+, x) é um anel ndo comutativo com identidade.

é
6. O conjunto A = { [ } ta,be ]R}, algebrizado com a adigdo e multiplicagdo

usuais de matrizes, é um anel n3o comutativo e sem identidade.

Tarefa Elaborar um diagrama que apresente, de modo fundamentado, a relacdo entre as
classes dos anéis, a dos anéis comutativos e a dos anéis com identidade.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Proposicdo. Seja A um anel. Ent3o, para todo x € A,
0ax =x04 =0a.
Dem. Seja x € A. Pela distributividade,
0ax+0ax = (0a+0a)x

e, entao
0ax +0ax = (04 4+ 04a)x < 0ax + 0ax = 0ax
< 0ax + 0ax = 0ax + 04
< 0ax = 04.

Logo, 0ax = 04. Analogamente se prova que x04 = 0a.

Proposicdo. Se A # {04} é um anel com identidade, entdo 14 # 0a.

Dem. Se 04 fosse a identidade do anel, entdo, para qualquer x # 04 (estes elementos
existem porque, por hipétese, o anel A n3o é nulo), teriamos x = 04 x pelo que, pela
proposi¢do anterior, x = 04, uma contradi¢cdo. Logo 14 # 0a.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Proposicdo. Sejam A um anel e x,y € A. Ent3o:
(i) (=x)y = x(=y) = —(x);
(i) (=x) (=y) = xy.

Dem. Exercicio

Proposi¢ ao (Propriedade distributiva generalizada). Sejam A um anel, n € N e
a, b1, b, ..., by € A. Entdo,

(i) a(by + b2+ -4 bn) = abs + aby + - - - + aby;
(i) (br+ b2+ -+ bp)a=bia+ bra+ -+ bpa.

Dem. Exercicio
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Dado um anel (A, +,-), como (A, +) é grupo, temos definido o conceito de poténcias de
expoente inteiro de a € A. Na linguagem aditiva, este conceito designa-se por multiplo
inteiro n de a. Recordemos a defini¢io:

(i) 02 = Op;

(ii) (n+1)a = na+ a, para todo n € Ng;

(i) na= —((—n)a), para todo n € Z~.

Proposicdo. Sejam A, um anel, a,b € Ae m,n € Z. Entéo,
(i) (m+ n)a= ma+ na;
(it) n(ma) = (nm) a;
(iii) n(a+ b) = na+ nb.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades
Proposi¢do. Sejam A um anel, a,b € A e n € Z. Entéo,

n(ab) = (na) b= a(nb).

Dem. Ha, exatamente, trés casos a considerar:
(i) n=0; (trivial)
(i) n > 0; (Método de Indu¢do Matematica - exercicio)
(iii) n < 0.

n(ab) = —((=n) (ab)) = —[((—=n) a) b] = [~ (= (na))] b = (na) b

n(ab) = — ((~n) ab) = — [a((~n) b)] = a[~ (~n) b] = a(nb).
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Dado um anel (A, +, ), como (A, -) é semigrupo, temos definido o conceito de poténcias
de expoente natural de a € A. Recordemos a defini¢do:

(i) a* = a;

(i) @™ = a" - a, para todo n € N.

Proposicdo. Sejam A um anel, a € A e m,n € N. Ent3o,
(i) ()" = o™

(i) a"a™ = a"™".
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades
Seja A um anel com identidade 14. Um elemento a € A diz-se uma unidade se for
invertivel (i.e., se admitir um inverso em A). O conjunto das unidades de um anel com

identidade representa-se por Ua. E claro que, para qualquer anel A com identidade,

Un # 0.

1. No anel (Z,+, x), Uz = {—1,1}.
2. No anel (R, +, x), Ur = R\ {0}.

3. No anel (M2 (R),+, x),

UMQ(]R):{|:3_ Z]GMQ(R):ad—bcaéO}.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Seja A um anel. Um elemento a € A diz-se simplificivel se, para quaisquer x,y € A,

Xa=ya ou ax=ay = x=y.
- Nos anéis (Z,+, x) e (R, +, x), qualquer elemento n3o nulo é simplificavel.

2

IR

- No anel (M2 (R),+, x), o elemento { 1 ; ] ndo é simplificavel:

=12 2[5 3]

o o
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Um elemento a de um anel A diz-se um divisor de zero se existe b € A\ {04} tal que

ab=04 ou ba=04.

Questdo O zero de um anel é divisor de zero?

- No anel (Z,+, x), o tnico divisor de zero existente é o elemento 0.

- No anel (R, +, x), o tnico divisor de zero é o elemento 0.

- No anel (M2 (R),+, x), a matriz { ; i ] é um divisor de zero, uma vez que

G Sl o)

d ] de M3 (R) tal que ad — bc = 0 é divisor de

. a
Prova-se que qualquer matriz [ c
zero.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis
Generalidades

De facto,

(i) se a= b= c = d =0, para qualquer matriz M € M (R), temos:
a b 0 o0
w2 g]=100)
(ii) se d # 0 ou ¢ # 0, temos:
a b| | d d | _|a—bc ad—bc | _ |0 0],
c d —c —c| | ed—dc ed—dc | |0 0|’
(iii) se a # 0 ou b # 0, temos:

a b| | -b —b|_| —-ab+ba —ab+ba|_ |0 O
c d a a | | —cb+da —cb+da | |0 0|
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Um anel comutativo com identidade A diz-se um dominio (ou anel) de integridade se o
elemento zero do anel for o dnico divisor de zero de A.

- Os anéis (Z,+, x) e (R, +, x) sdo dominios de integridade.

- O anel das matrizes quadradas de ordem 2 ndo é um dominio de integridade.

- O anel (Z3,+, x) é dominio de integridade e o anel (Zs, +, x) ndo é dominio de

integridade.

Obs. Se A é um dominio de integridade, entdo, A # {04}.

Exercicio 1. Seja A um anel comutativo com identidade. Entdo A é dominio de
integridade se e s6 se A\ {0a} # 0 e todo o elemento de A\ {04} é simplificavel.

Exercicio 2. Seja A um anel comutativo com identidade. Entdo A é dominio de
integridade se e s6 se A\ {04} # 0 e A\ {0a} é subsemigrupo de A relativamente a
multiplicagdo.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

Um anel A diz-se um anel de divisdo se (A\ {0a},-) é um grupo. Um anel de divisdo
comutativo diz-se um corpo.

Resulta da definicdo que qualquer corpo é um dominio de integridade. No entanto, nem
todos os dominios de integridade sdo corpos. Analisemos o seguinte exemplo.

- O dominio de integridade (Z, +, x) ndo é um anel de divisdo, uma vez que
(Z\ {0}, x) n&o é grupo.

- O dominio de integridade (R, +, x) é um corpo e, portanto, um anel de diviso.

- O anel (Ze, +, x) ndo é um anel de divisdo, uma vez que [2]¢ ndo é invertivel.

Quest3o para que valores de n é o anel (Zn, +, X)

(i) dominio de integridade?

(ii) anel de divisdo?
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Generalidades

-Seja Q={a+bi+c+dk:ab,c,dcR}, onde i’ =>=k>=—1,
ij = —ji =k, ki = —ik = j, jk = —kj = i. Considere em Q as operacdes de adi¢cdo e de
multiplicacdo definidas por

(a+bi+c+dk)+@ +bi+cj+dk)=a+a +(b+b)i+(c+c)j+(d+d)k
e
(a+bi+ cji+dk) x (@ +bi+cj+d k)=
aa' —bb' —cc’ —dd' 4 (ab' +a'b+ cd' — 'd)i+
(ac’ — bd" +a'c+ b'd)j+ (ad’ + bc' — b'c + a'd)k,
onde as somas dos elementos a,a’, b, b, c,c’,d, d’ sio efectuadas em R.

O triplo (Q,+, x) é um anel de divis3o ndo comutativo. Este anel designa-se por Anel
dos Quartenides.

Tarefa Completar o diagrama elaborado no inicio do capitulo de modo a incluir a classes
dos dominios de integridade e a dos corpos.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Carateristica de um anel

Seja A um anel. Considerando os mdltiplos de elementos de A, duas situacdes podem
ocorrer:

(i) (3m e Z\{0}) (Va€ A) ma=0a;

(i) (Ym € Z\{0})(3b€ A) mb#04 (ie, (Vb€ A) nb=04 => n=0).

- E exemplo da situacio (i) o anel (Za,+,-):

4[0]s = [0]4; 4[1]a = [Oa; 4[2]4 = [0]4; 4[3]s = [0]4.

- S3o exemplos da situagdo (ii) o anel dos niimeros reais e o anel dos ndmeros inteiros.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Carateristica de um anel

Seja A um anel.
@ Diz-se que o anel A tem carateristica 0, e escreve-se c(A) =0, se
(Ybe A nb=04) = n=0;
@ Diz-se que o anel A tem carateristica q, q € N, e escreve-se c(A) = q, se
(AmezZ\{0}): (Vac€ A) ma=0a

eqg=min{n € N:na=04Vac A}

Quest3o No ponto 2 da definicdo anterior, por que é que podemos falar no elemento
min{n € N: na =04 Va € A}?

Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic Ciéncias de Computagio 8 nov'19 3/6



Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Carateristica de um anel

Sejam A um anel e a € A. Como (A, +) é um grupo, temos definido o conceito de
ordem do elemento a. Recordemos:

- a tem ordem infinita se pa # 04, para todo o p € N;
- a tem ordem finita p € N se p é o menor natural tal que pa = 0a(= 1(a ).

Assim, se A tem carateristica g € N, ent3o, cada x € A tem ordem finita, digamos p, e
p é um divisor de q. Deste modo, a carateristica g € N de A é o m.m.c. das ordens de
todos os elementos de A.

Se o anel A tiver identidade, ent3o a carateristica de A é determinada pela ordem de 14:

Proposi¢do. Sejam A # {04} um anel com identidade 14 e n € N. Entdo, c(A) =nsee
sé se a ordem de 14 é n.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Carateristica de um anel

Demonstragdo (=) Por hipétese, temos que c(A) = n, i.e., temos que:
(i) Vae A na=0g4
(i) @peN: VacA pa=0s)=n|p.
Queremos provar que o(1a) = n, i.e., queremos provar que:
(a) nla=04a;
(b) @peN:pla=04) = n|p.
Claramente, (a) resulta de (/). Provemos (b): suponhamos que existe p € N tal que
pla = 04. Ent3o, para qualquer a € A, temos:

pa = p(lAa) = (plA)a =042 = 0a.

Assim, por (ii), obtemos n | p. Logo, (b) verifica-se.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Carateristica de um anel

(«=) Suponhamos agora que o(14) = n. Queremos provar que o anel satisfaz (i) e (ii):

(i) Para todo a € A, temos que
na = n(1aa) = (nla)a = 0aa = Oa.

(i) Seja p € N tal que, para todo a € A, pa = 0a. Em particular, como 14 € A, temos
que pla = 0a. Entdo, por (b), concluimos que n | p.

Exemplo 1. Seja n € N. Como, em Z,, o([1],) = n, concluimos que ¢(Z,) = n.

Exemplo 2. O anel dos nimeros inteiros e o anel dos niimeros reais sdo anéis de
carateristica 0.

Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic Ciéncias de Computagio 8 nov'19 6/6



Algebra - Lic Ciéncias de Computacao

Paula Marques Smith
DMA - UM

14 e 15 nov'19

Paula Marques Smith (DMA - UM)

Algebra - Lic Ciéncias de Computacdo



Cap Il. Elementos da teoria de anéis

Subanéis

Seja A um anel. Um subconjunto B de A diz-se um subanel de A se:
Q 04€B;
Q (Vx,yeA) x,yeB = x—-ye€B;
Q (Vx,yeA) x,yeB = xy€B.

Obs. Repare-se que a conjungdo de (1) e (2) é equivalente a afirmacdo de que (B, +) é
um subgrupo de (A, +) e que (3) € equivalente a afirmagdo de que (B, -) é um
subsemigrupo de (A, -)

Um subanel A’ de um dominio de integridade (respectivamente, anel de divis3o, corpo)
A diz-se um subdominio de integridade (respectivamente, subanel de divisio, subcorpo)
de A se for um dominio de integridade (respectivamente, anel de divis3o, corpo)
relativamente 3s restricdes das operacdes de adicio e multiplicacio de A a A'.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais e relacdes de congruéncia num anel
Seja A um anel. Um subconjunto / de A diz-se um ideal direito (respectivamente, ideal
esquerdo) de A se:

i) (1, +) < (A +);
(i) (Vae€ A) (Vx e€l) xae [l (respectivamente, ax € /)

Se | for simultaneamente ideal esquerdo de A e ideal direito de A, ent3o, | diz-se um
ideal de A.

Exemplo 1. O subconjunto 27 do anel (Z,+, x) é um ideal pois (2Z,+) < (Z,+) e o
produto de um inteiro qualquer por um inteiro par é um inteiro par.

Exemplo 2. O subconjunto {0,2} do anel (Za,+,-), é um ideal pois

0.0=01=02=03=0¢{0,2}
5.0=3.2=0¢{0,2 5.1=2

Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic Ciéncias de Computagio 14 e 15 nov'19 3/1



Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais e relagdes de congruéncia num anel

Exemplo 3. Seja A um anel. Entdo, {04} é um ideal de A. Designa-se por ideal trivial
de A.

Exemplo 4. Um anel A é um ideal de si préprio. Este ideal designa-se por ideal
impréprio de A.

Proposicdo. Todo o ideal de um anel A é um subanel de A.

Dem. Exercicio.
Quest3o Analisar a veracidade do reciproco da proposicdo anterior.

Proposicdo. A interseccdo de uma familia de ideais de um anel A é um ideal de A.

Dem. Exercicio.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis
ideais e relagdes de congruéncia num anel

Proposi¢do. Num anel A, com identidade, todo o ideal que contém 14 é impréprio.

Dem. Sejam A um anel com identidade 14 e / um ideal de A tal que 14 € /. Ent3o,
YaeA, a=a-1la€l.

Logo, A C /. Como, por definicdo, | C A, segue-se que | = A.

Proposicdo. Num anel de divisdo existem apenas dois ideais: o trivial e o imprdprio.

Dem.

% {04} e A sdo ideais de qualquer anel A.

% A anel de divisdo e | # {04} um ideal de A.

Ent3o, existe x € A\ {04} tal que x € I. Como (A\{0a},-) é um grupo, temos que
xte A\ {04} C A e como | é um ideal de A, segue-se que xx"1el ie,1la€el. Logo
I =A.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais e relagdes de congruéncia num anel

Sejam A um anel e a € A. A interse¢do de todos os ideais direitos de A que contém a é
o menor ideal direito de A que contém a (Verifique). Este ideal designa-se por ideal
principal direito gerado por a e representa-se por (a),.

Analogamente, se definem:

- o ideal principal esquerdo gerado por a, que se representa por (a),: o menor ideal
esquerdo de A que contém ga;

- o ideal principal gerado por a, que se representa por (a): o menor ideal de A que
contém a.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais e relacdes de congruéncia num anel

Exemplo. Consideremos o anel Zs. Como o anel é comutativo, todos os ideais esquerdos
sdo ideais direitos e vice-versa, pelo que podemos falar simplesmente em ideais. Os
ideais de Z4 sdo:

(0) = {0}
(2)=1{0.2)
(1) =2 = (3)

Proposicdo. Sejam A um anel com identidade e b € A. Entdo, (b), = bA e (b), = Ab.

Dem. Exercicio. (Para mostrar que (b), = bA, terd que ter em conta que
bA = {bx : x € A} e provar que bA é o menor ideal direito de A que contém b.
Analogamente para mostrar que (b), = Ab).

Coroldrio: Sejam A um anel comutativo com identidade e b € A. Entdo, (b) = Ab = bA.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis
ideais e relagdes de congruéncia num anel

Seja A um anel. Uma relagdo de equivaléncia p definida em A diz-se uma relacdo de
congruéncia se, para quaisquer x,x’,y,y’ € A,

xpx' e ypy'=(x+y)p (X +y) e () p (xXy).

Exemplo: Consideremos, no anel Z, a relagdo
apb<= a—be?2Z.
A relagdo p é de equivaléncia e é tal que

apb e apb <= a—b ad—-bec2zZ
= a+ad —(b+b)e2Z e
aa' — bb' = aa' —ba' + ba' —bb' =(a—b)a +b(a —b) €27
< (a+a)p(b+b) e adapbb,

Portanto, p é uma relagdo de congruéncia no anel dos inteiros.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis
ideais e relagdes de congruéncia num anel

A proposicdo seguinte generaliza o exemplo anterior e mostra que, em qualquer anel A,
cada ideal de A determina uma relagdo de congruéncia em A.

Proposicdo. Sejam A um anel e / um ideal de A. Ent3o, a rela¢do definida em A por
apib<—a—bel

€ uma relagdo de congruéncia.

Dem. Exercicio.

Mostramos, de seguida, que, em qualquer anel A, a cada relagdo de congruéncia definida
em A corresponde um ideal de A.

Proposicdo. Seja p uma relagdo de congruéncia definida num anel A. Ent3o:
(i) a classe [04] , é um ideal de A;
(i) apb<=a—be[04], ie, p=pi, paral=[04],;
(i) (vae A) [a], =a+[0a],(={a+x€A[xp0a}).
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

anel quociente

Seja p uma relacdo de congruéncia num anel A. Sendo uma relacio de equivaléncia,
podemos falar no conjunto quociente determinado por p:

Alp= {[a]p | aeA}.

Consideremos as seguintes igualdades para quaisquer a, b € A:
(i) [al, +[b], =[a+b],;

(ii) [al, [#], = [ab], -

e mostremos que elas definem duas operacdes bindrias, ndo dependendo, por isso, da
escolha do representante de cada uma das classes.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

anel quociente

Se [a], =[], e [b], =[], temos que

apa ebpb,
pelo que
(a+b)p(a+b) e (ab)p(a'd)
e, portanto
/ / / /
[a], +[b], = [a+b], = [a + b] =[]+ [b],
e

[a], [b], = [ab], = ['b] =[], [¥],

Teorema. Sejam A um anel e p uma relacdo de congruéncia definida em A. Ent3o, para
a adicao e multiplicagdo definidas por

[al, +[b], =[a+b], e [a,[b],=[ab],,
(A/p,+,) é um anel.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

anel quociente
Dado que qualquer relagdo de congruéncia p em A é do tipo p;, para certo ideal / de A,

representaremos o anel quociente (A/p,+, ) por (A/l,+,-). Tendo em conta que
I =[04],, temos que [x], = x + I (verifique), pelo que

A/l ={x+1:xe A}

yeEx+l<y—xel

As opera¢des definidas em A/l s3o dadas por

x+D+W+DH=((x+y)+1

x+Dy+1)=xy+1,
para quaisquer x,y € A.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais primos e ideais maximais

Seja A um anel comutativo com identidade. Um ideal | de A diz-se maximalse | # A e
n3o existir um ideal K de A tal que

IS KGA.
Exemplo. O ideal 2Z do anel Z é maximal. O ideal 4Z n3o é maximal pois
47 G 272 G 7.
Seja A um anel comutativo com identidade. Um ideal / de A diz-se primo se A\l # 0 e,
para cada x,y € A\l, xy € A\l.
Exemplo. O ideal 2Z do anel Z é primo: Z\2Z =2Z+1# 0 e
@2n+1)2m+1)=2(n+ m+2nm)+1,

para quaisquer n,m € Z.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais primos e ideais maximais
Sejam A um anel comutativo com identidade e / um ideal de A. Ent3o, as seguintes
afirmagdes s3o equivalentes :
Q (i) / é maximal;
@ ii) A/l é corpo.
Dem. [(i) = (if)]

Como A é um anel comutativo com identidade, temos que A/l é um anel comutativo
com identidade. Mostramos agora que todo o elemento n3o nulo x + / € A/l admite
um inverso.

Seja a+ 1 € A/l tal que a+ | # |. Ent3o,
K={i+xacAl|liclexecA}
é um ideal de A. (Verifique). O ideal K ¢ tal que
IS K:

iel=i=i4+0a=icK, a=0a+1laac K e ad¢l.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais primos e ideais maximais

Como | é um ideal maximal, obtemos K = A. Entdo, 14 € K, i.e., existem i1 € | e
x1 € A tais que
Ia=h+ x1a,

ou seja

1p—xia=1ih € 1.
Logo,

(]-A —xla) +1=1.
Temos:

(1A—X13)—|—I=I<:>X13—|—I=1A+/<:>(X1—|—I)(3+/):1A—|-/.

Portanto, a + / é invertivel e
(a+"'=xi+1.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais primos e ideais maximais

[(ii) = (7]
Seja agora [ um ideal de A tal que A/l é um corpo.
Suponhamos que existe um ideal K de A, tal que /| S K C A. De | & K, obtemos

(Ix € K) x ¢l
Logo, x + 1 # 1. Como A/l é corpo,

x+1#1 = (B +1€A/D\{1}) G+ +1)=1a+1
= (X' €A) x'+I1=1a+1
— (Elx/ S A\/) xx'—1la=ie€el
= (X' €A) la=xx'—i, comixeK,
— 1la€eK.

Assim, K = A e, portanto, / é maximal.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais primos e ideais maximais

Exemplo. Considerando o anel Z, sabemos Z, é corpo se e s6 se p for primo. Portanto,
um ideal de Z é maximal se e s6 se é do tipo pZ, com p primo.

Teorema. Sejam A um anel comutativo com identidade e / um ideal de A. Ent3o, as
seguintes afirmacdes s3o equivalentes :

Q (i) / é ideal primo;
@ (ii) A/l é um dominio de integridade.
Dem. [(ii) = (/)]

Sejam A um anel e | um ideal de A tais que A/l é um dominio de integridade. Ent3o,
A/l # {l} e, portanto, A # | isto é A\l # 0.

Sejam a, b € A\I. Pretendemos provar que ab € A\l. Suponhamos que ab € /. Ento,
ab+1=1. Logo,

(a+N(b+N)=1=a+I=1loub+I=1,

o que contradiz a hipdtese de se ter a, b € A\l.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais primos e ideais maximais
[(7) = (in)]

Como A é um anel comutativo com identidade, A/l é também um anel comutativo com
identidade e, como [/ é primo, A\l # (). Portanto, A/l # {I}. Mostramos que / é o
tnico divisor de zero de A/l, i.e., que

x+DH(y+Hh=l=x+1=louy+I1=1I.

Temos:

x+Dy+hH=1 xy+1=1
xy €1
xe€louyel (1ideal primo)

x+Il=1louy+I1=1.

[
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

ideais primos e ideais maximais
Corolario: Qualquer anel maximal de um anel comutativo com identidade é ideal primo.

Dem. A demonstrag3o é trivial, tendo em conta que todo o corpo é um dominio de
integridade. Assim,

I ideal maximal <= A/l corpo => A/l dominio de integridade <= [ ideal primo.

O reciproco do Coroldrio anterior é falso. Porqué?
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

morfismos

Sejam A e A’ dois anéis. Uma aplicagdo ¢ : A — A’ diz-se um morfismo (ou
homomorfismode anéis) se satisfaz:

(i) (va,be A)  p(at+b)=p(a)+ e (b)
(i) (va,be A)  ¢(a-b)=¢(a) »(b)

Um morfismo diz-se um monomorfismo (respectivamente, epimorfismo, isomorfismo) se
for injetivo (respectivamente, sobrejetivo, bijetivo)

Um morfismo diz-se um endomorfismo se A = A’. Um endomorfismo bijetivo diz-se um
automorfismo.

Exemplol. Sejam A e A’ anéis. A aplicagdo ¢o : A — A’, definida por ¢o (x) = Oar,
para todo x € A, é um morfismo. Designa-se por morfismo nulo.

Exemplo 2. Seja A um anel. Ent3o, a aplicac3o identidade em A é um automorfismo.
Designa-se por morfismo identidade.
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

morfismos

Proposicdo. Sejam A e A’ dois anéis e ¢ : A — A’ um morfismo de anéis. Ent3o:
(i) ©(0a) = 0ar;
(i) (Vac A) ¢(-a)=—¢(a);
(iii) (Va€ A)(Vk € Z) ¢ (ka) = ko (a).

Dem. Exercicio

Proposi¢cdo. Sejam ¢ : A — A’ um morfismo de anéis e B um subanel de A. Ent3o,
@ (B) é um subanel de A".

Dem. Exercicio

Proposi¢io. Sejam ¢ : A — A’ um epimorfismo de anéis e | um ideal de A. Ent3o, ¢ (/)
¢ um ideal de A’.

Dem. Exercicio
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

morfismos

Proposicdo. Sejam ¢ : A — A’ um morfismo de anéis e B’ um subanel de A’. Ent3o,
e (B)={xeAlp(x)eB'}

é um subanel de A.

Dem. Exercicio

Proposicdo. Sejam ¢ : A — A" um morfismo de anéis e I’ um ideal de A’. Ent3o,

e (I ={xeAlp(x)el'}
é um ideal de A.

Dem. Exercicio
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

morfismos

Seja ¢ : A — A’ um morfismo de anéis.
(i) Chama-se Nicleo de ¢ (ou kernel de ), e representa-se por Nuc ¢ (ou Ker ),
ao subconjunto de A definido por

Nucp={x€A:p(x)=0a};

(ii) Chama-se imagem de ¢, e representa-se por Im ¢ ou ¢ (A), ao subconjunto de
A’ definido por

Imp = {¢(x): x € A}.

Proposicdo. Seja ¢ : A — A" um morfismo de anéis. Entdo,
(i) Nuc g é um ideal de A;
(ii) Im ¢ é um subanel de A’.

Dem. Exercicio
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Cap Il. Elementos da teoria de anéis

o teorema fundamental do homomorfismo

Proposi¢do. Sejam A um anel e | um ideal de A. Ent3o, a aplicagdo 7: A — A/l
definida por 7 (x) = x + I (x € A), é um epimorfismo. Designa-se por epimorfismo
candnico.

Teorema fundamental do homomorfismo Seja ¢ : A — A’ um morfismo de anéis. Ent3o,
existe um ideal / de A tal que
A/l =2 ¢ (A) .

Dem (linhas gerais). Comece por considerar o ideal Nuc ¢ de A e o epimorfismo
canénico m: A — A/Nucp.

Mostre que a correspondéncia que a cada elemento x + Nuc ¢ de A/Nuc ¢ faz
corresponder o elemento ¢ (x) de A’ é um monomorfismo.

Conclua que

A/Nucp =2 ¢ (A).
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Divisibilidade

Conceitos basicos

D: dominio de integridade (anel comutativo com identidade no qual Op € o tnico divisor
de zero)

Como 0p é divisor de zero, D # {0p} e, portanto, 1p # Op.

Up: grupo das unidades de D (o grupo dos elementos u € D para os quais existe
-1
u=eD)
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Divisibilidade

Exemplo. Consideremos o dominio de integridade Z[v/—3] = {a+ bv/—3:a,b € Z},
onde as operacgdes s3o definidas por: para todos a, b,c,d € Z,

(a+ bvV=3)+ (c+ dv=3) = (a+c)+ (b+ d)V=3,
(a4 bv=3)(c + dv/=3) = (ac — 3bd) + (ad + bc)v/—=3.

Uy /=3y = Uz. De facto, suponhamos que

(a+ bv-3)(c+dvV-3)=1 (1
Sendo dois niimeros complexos iguais, os quadrados dos seus médulos também s3o
iguais . Assim,
(a® 4+ 3b°)(c* 4+ 3d°) = 1.
Como a, b, c,d € Z, segue-se que a = £1, c = +1 e b= d = 0. Substituindo em (i),
obtemos a=c=+1e b=d =0. Logo,

Uy = = {1, -1} = Us.
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Divisibilidade
Defini¢do Dados x,y € D, diz-se que x divide y (ou que x € factor de y ou que y é
divisivel por x), e escreve-se x | y, se
dge D: y=gx.

Neste caso, diz-se também que gx é uma factorizagio (ou decomposicdo em factores)
dey.

Exemplo. Em Z, temos que —2 | 4, mas 21 3.

Como consequéncia da definicdo, provam-se algumas propriedades basicas que passamos
a referir.

Proposicdo Sejam x,y € D. Entéo,

(i) x | Op;

(i) 1p | x;

(i) Yuelp ulx;

(iv% Xx|yey]|xseesdsey=ux paraalgum u € Up (e, consequentemente,
xX=u""y).
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Divisibilidade

Proposicdo Sejam D um dominio de integridade, a, b,c,d € D e u,u’ € Up. Entio,
(i)a| b= a| bc;

(i) a| b<= au| b;

(i) a| b< au| bu';

(iv)a| b, c|d=>ac| bd,

(v)al|b, alc=a|(b+c);

(viyal|b, blc=a]|c.

Definicdo Dois elementos x e y de um dominio de integridade D dizem-se associados se

x|yeylx.

Proposicdo Sejam x,y € D. Entdo, as seguintes afirmacdes sido equivalentes:
(i) x e y sdo associados;

(i) x € yUp;

(iii) y € xUp.
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Divisibilidade

Definicdo Um elemento p € D diz-se irredutivel em D se satisfizer

(()p#0pepgUpe
(i) p=ab=a€Up ou b€ Up.

Exemplo. Em Z, os elementos irredutiveis sdo os nimeros primos e os seus simétricos.

Definicdo Um elemento p € D diz-se primo se satisfizer

(()p#OpepgUpe
(iyplab=p|aoup]|b.

Proposicdo Seja p um elemento n3o nulo de D. Ento,
(i) p é primo se e s6 se (p) é ideal primo de D;

(ii) p é irredutivel se e s6 se (p) € ideal maximal na classe dos ideais principais de D.
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Divisibilidade
Demonstracao.

Como D é um anel comutativo com identidade, temos que (p) = pD.
(i) Suponhamos que p é primo.
@ Entdo p € Up, pelo que 1p & pD e, portanto, D\(p) # 0.
@ Sejam a, b € D tais que ab € pD. Entdo, p | ab. Como p é primo, segue-se que
plaoup|be, portanto, a € pD ou b € pD. Logo, pD é ideal primo de D.
Reciprocamente, suponhamos que o ideal (p) = pD é primo.

@ Entido, pD # D, pelo que 1p ¢ pD e, portanto, p ndo é unidade de D.

@ Sejam a, b € D tais que p | ab. Entdo, ab € (p). Como (p) é ideal primo,
concluimos que a € (p) ou b € (p). Assim, p | aou p | b. Portanto, p é primo.

(ii) Exercicio
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Divisibilidade

Proposicdo Todo o elemento primo de D é um elemento irredutivel.
Demonstracao.

Sejam p um elemento primo e a, b € D tais que p = ab. Entdo, p € Up U {0p} é tal que
p | ab e, portanto, p|aou p| b. Se p| a, temos que a = px, para algum x € D. Logo,

p = ab = pxb.

Assim, pela lei de corte,
1p = Xb,
pelo que b € Up.

Analogamente, supondo que p | b, obtemos a € Up. Logo, p é irredutivel

O exemplo que se segue mostra que o reciproco desta proposicdo n3o é verdadeiro.

Paula Marques Smith (DMA - UM) Algebra - Lic Ciéncias de Computagio 28 nov'19 8/1



-
Divisibilidade
Exemplo. Consideremos o dominio de integridade Z[v/—3] = {a + bv/—3: a,b € Z}.
O elemento x = 1 4 v/—3 é irredutivel, mas n3o é primo.
1+ /=3 é irredutivel em Z[/—3]
@ 1+ +/—3 ndo é nulo e ndo é unidade
Q Sel++/-3=(a+ bv=3)(c+ dv/-3), um dos dois fatores é uma unidade:
Sejam a + by/—3, c + dv/—3 € Z[/=3] tais que
14+ V=3 =(a+bV-3)(c+dv-3).
Ent3o os quadrados dos médulos destes dois complexos também s3o iguais, i.e.,
4 = (a° +3b%)( + 3d°).

Tendo em conta que os factores sdo n3o negativos, as lnicas factorizacdes
possiveis s3o, a menos da ordem dos factores, 2 x 2 e 1 x 4. Como a primeira é
impossivel, concluimos que a* + 3b%> = 1 ou ¢ + 3d? = 1. Aplicando agora o
raciocinio usado anteriormente, obtemos que a + bv/—3 é uma unidade ou

¢ + dv/—3 é uma unidade. Logo 1+ /=3 é irredutivel.
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Divisibilidade

1+ +/—3 ndao é um elemento primo:

O elemento 1+ v/—3 n3o é primo pois divide 4 (= 2 X 2), porque

4=(1+V=3)(1-V-3),

e ndo divide 2, uma vez que, se 1 ++/—3 | 2, existiria a + by/—3 € Z[/—3] tal que
2=(1++v-3)(a+ bv-3)=(a—3b)+ (b+a)V-3,

ou seja, existiria b € Z tal que
2=a-3b
0=b+a

i.e., existiria b € Z tal que 2 = —4b, o que ndo acontece.
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Divisibilidade
Defini¢do Dados a, b € D, um elemento d de D diz-se um maximo divisor comum de a e
b, e escreve-se d é mdc (a, b) se:
(iYd|aed|be
(i) (VveeD) claec|b=c|d.

Exemplo. No dominio de integridade dos ndmeros inteiros, 2 e —2 sdo mdc(4, 6).

Observacdao. Num anel com identidade, existem sempre divisores comuns a quaisquer
dois elementos. No entanto, dois elementos podem ter dois divisores comuns, digamos a
e b, sem que a| bou b | a. H3, assim, anéis onde n3o existem maximos divisores
comuns de pares de elementos dados. O seguinte exemplo ilustra esta situagdo.

Exemplo. 2 + 2v/—3, 8 € Z[\/—3]. Para além das unidades, os divisores comuns dos

dois elementos s3o
2,-2,14++v=3,-1—/=3.

No entanto, nenhum destes elementos ¢ divisivel por todos os outros (basta verificar que
2¢14++/—3el++/—3¢t2, todos os outros casos se reduzem a este a menos de uma
unidade). Assim, no existe maximo divisor comum destes dois elementos em Z[v/—3].
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Divisibilidade

Proposi¢io Sejam d um mdc (a, b) e d’ € D. Entao,
d’ é mdc(a, b) <= d’ € dUp.

Dem. Exercicio

S existe mdc (a, b), ele é univocamente determinado a menos do produto por uma
unidade. Assim, representando por [a, b] o conjunto dos mdc (a, b) em D, se d é
mdc(a, b), temos que

[a, b] = dZ/lD.

Como a relagdo de associado é uma relagdo de equivaléncia, o conjunto [a, b] pode ser
visto como uma classe de equivaléncia. Temos assim, o seguinte resultado.

Coroldrio Sejam a, b, c,e,d,d’ € D tais que d € [a, b], d' € [c,e] e d e d’ sdo
associados. Ent3o, [a, b] = [c, €].
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Divisibilidade

Proposicdo Sejam a, b, p € D. Entéo,
(i) se a| b, a € [a, b] e, portanto, [a, b] = alip;

(ii) se p é irredutivel, existe mdc(a, p) e
[a,p)=Up  ou  [a,p] = plUp.

Proposicdo Em D, sempre que as expressdes fizerem sentido, sdo vélidas as seguintes
igualdades:

(i) [ac, bc] = [a, b]c;
(ii) [[a, b], ] = [a, [b €]].

Exemplo. No dominio de integridade Z[v/—3], ndo existe m.d.c.(8,2 + 21/—3), mas,
como 1+ +/=3| 4, existe m.d.c.(4,1 + +/—3). Assim, ndo faz sentido dizer que

m.d.c.(2 x 4,(1 ++v-3) x 2] = [4,1+ /3] x 2.
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Divisibilidade

Proposicdo Sejam a, b,c € D. Se existe mdc de qualquer par de elementos em D, entdo,

[a, b] = Up, [a,c] =Up = [a, bc] = Up.

Num dominio de integridade, nem todo o elemento irredutivel é primo. No entanto, se
existir m.d.c. de dois quaisquer elementos do dominio, todo o elemento irredutivel é
primo.

Proposicdo Se [a, b] # 0, para quaisquer a, b € D, entdo, qualquer elemento irredutivel é
primo.
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Divisibilidade

Demonstracdo Sejam x € D um elemento irredutivel e a, b € D tais que x | ab. Se xt a
e x t b, terlamos [x, a] = [x, b] = U e, portanto,

[x,ab] =U.

Como x | ab, temos
[x, ab] = xUp.

No entanto, x4 # U, ja que x € U. A contradi¢do veio de termos suposto que x t a e
x1b. Logo, x| aoux|b.

Estudamos de seguida algumas classes de dominios de integridade nas quais existe
m.d.c. de quaisquer dois elementos.
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