grupos ciclicos




definicao e exemplos

Definicdo. Um grupo G diz-se ciclico se
(Jae G) G={a),
i.e., se existe a € G tal que

(Vxe G)(3nezZ) x=a".

Exemplo 32. O grupo (Z,+) é ciclico, ja que Z = (1), pois para todo n € Z,
temos que n =n - 1.

Exemplo 33. O grupo (R, +) ndo é ciclico. N3o existe nenhum real x tal que

VaceR, dn€Z: a=nx.

Exemplo 34. O grupo (Zas,+) é ciclico, ja que Zs = ([1],) = ([3],). De facto,

[0]4 =0 [1]4 =0 [3]4 [1]4 =1 [1]4 =3 [3]4

[2]4 =2 [1]4 =2 [3]4 [3]4 =3 [1]4 =1 [3]4 o



Exemplo 35. Para qualquer n € N, temos que (Zn, +) é ciclico, j& que

Zo=([1],)-

Exemplo 36. O conjunto G = {i,—i,1,—1}, quando algebrizado pela
multiplicagdo usual de complexos, é um grupo ciclico. De facto, G = (i) .

Exemplo 37. O grupo trivial G = {1¢} é um grupo ciclico. De facto,

(1) = {16}
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propriedades elementares

Proposicdo. Todo o grupo ciclico é abeliano.
Observacdo. Observe-se que o reciproco do teorema anterior ndo é verdadeiro.

Exemplo 38. O grupo 4-Klein é um grupo abeliano. No entanto, ndo é ciclico,
pois (1c) = {1c} # G, (a) = {1c,a} # G, (b) = {1c,b} £ G e

(c) ={1l¢,c} # G. Assim, podemos concluir que n3o existe x € G tal que

G = (x).
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Teorema. Qualquer subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.
Demonstracdo. Sejam G = (a), para algum a € G,e H < G.
Se H = {1¢}, entdo H = (1¢) e, portanto, H é ciclico.

Se H # {1}, entdo, existe x = a" € G (n # 0) tal que x € H. Entdo, H tem pelo menos uma
poténcia positiva de a. Seja d o menor inteiro positivo tal que a? € H. Vamos provar que

H= <ad>:
(i) Por um lado 2% € H, logo <ad> CH:

(ii) Reciprocamente, seja y € H. Como y € G, y = a" para algum m € Z\ {0} . Entéo,
existem q,r € Z com 0 < r < d, tais que

Sdatr — qad o

y=a"= a’.

Assim, a" = (ad) e H, pelo que r = 0. Logo, a" = a% € <ad>, pelo que H C <ad> . O

Observagdo. Se o grupo G é ciclico e tem ordem n, isto é, se existe a € G tal
que G =< a >= {1¢,a,a° ...,a" '}, entdo, para qualquer divisor positivo k de
n, < ak > éum subgrupo de G com ordem k. Mais ainda, um grupo ciclico G
de ordem finita n tem um e um sé subgrupo de ordem k, para cada k divisor de
n.
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Exemplo 39. Os subgrupos do grupo ciclico Z s3o todos do tipo nZ. De facto,
para todo n € Z, (n) = nZ.

Observagdo. Resulta da definicdo de grupo ciclico que qualquer elemento que
tenha ordem igual a ordem do grupo é um seu gerador e que qualquer gerador
de um grupo ciclico finito tem ordem igual a ordem do grupo.

Exemplo 40. Em Z, tem-se que: o (3) =4 e Zs = (3).

Em geral, para n > 2, como o([x].) = , temos que

—n_
m.d.c.(x,n)

Zn =< [x]n ><= m.d.c.(x,n) = L.

Observacdao. O nimero de geradores distintos de um grupo ciclico de ordem n
é igual a imagem de n pela funcdo phi de Euler, que nos dd o niimero de
niimeros naturais menores do que n e primos com n (recordar que se
— plipr Mk & 7 3 1 3
n=pi'py---pl éa fatorizagdo em primos de n, entdo
1 1 1
p(n) = n(1— 2)(1—1)...(1 - 1)).
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Para um grupo G = (a), G é abeliano e se H < G, H = (a“), para algum
d € N. Assim, H < G, pelo que podemos falar no grupo G/H. Vejamos de
seguida como s3o os elementos deste grupo:

Proposi¢cdo. Seja G = (a) um grupo infinito e H = <ad> < G. Entdo,
H,aH,a’H,...,a? 'H é a lista completa de elementos de G/H.
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morfismos entre grupos ciclicos

Proposicdo. Dois grupos ciclicos finitos sdo isomorfos se e sé se tiverem a
mesma ordem.

Demonstracdo. Sejam G e T dois grupos ciclicos e finitos. Entdo, existem a € G e b € T tais
que G=(aye T =(b).

Se G = T, entdo obviamente G e T tém a mesma ordem.

Se G e T tém a mesma ordem n, entdo, o(a) = o(b) =ne

G= {1673,32,...,3”*1}, T:{1T,b,b2,...,b"*1}.
Logo, a aplicacdo ¢ : G — T definida por
¢ a & ... a"t
P = 2 n—1
1+ b b oo b
é obviamente um isomorfismo. O

Corolario. Sejam n € N e G um grupo ciclico de ordem n. Entdo, G = Z,.
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Observagdo. Vimos ja que se G é um grupo e a € G é tal que o0 (a) = oo,
entdo, para myn € Z
m#n=—a" #a".

Assim, se G é infinito e ciclico, temos que G = (a) para algum a € G tal que
o (a) = oo, pelo que

=R =i 2 3
G:{...,a ,a ,lg,a,a,a,...}.

Proposicdo. Se G é um grupo ciclico infinito, entdo, G & Z.
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grupo simétrico




Definicdo. Seja A um conjunto. Uma permutacdo de A é uma aplicacdo
bijetiva de A em A.

Observagdo. Se A é um conjunto finito com n elementos (n € N), podemos
estabelecer uma bijecdo entre A e o conjunto {1,2, ..., n}, pelo que aqui iremos
adoptar esta dltima notagdo para qualquer conjunto com n elementos. Assim,

1 2 3 4
¢:<2134>

é uma permutacdo de um conjunto com 4 elementos.

dizemos, por exemplo, que
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Observagdo. Se A é um conjunto finito com n elementos (n € N), sabemos que
podemos definir n! permutacdes de A distintas. Mais ainda, se algebrizarmos
este conjunto de n! elementos com a composicao de aplicagdes obtemos,
obviamente, um grupo.

(i) A composta de duas permutacdes é uma permutacio;
(ii) A composicdo de aplicagdes, em particular de permutagdes, é associativa;

(i) A fungdo identidade é uma permutacgdo e é o elemento neutro para a composi¢cio de
aplicagdes;

(iv) A aplicagdo inversa de uma permutagdo é uma permutagdo.

Definicao. Chama-se grupo simétrico de um conjunto com n elementos, e
representa-se por S,, ao grupo das permuta¢des desse conjunto.

Exemplo 41. Se considerarmos um conjunto com dois elementos,

=={(3 2)-(2 1)}
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Exemplo 42. Se considerarmos um conjunto com 3 elementos,
5 = 1 2 3 1 2 3 1 2 3
S 1 2 3 ) 3 2 )2 1 3 )°
1 2 3 1 3 1 2 3
2 3 1 /)3 2 )\ 3 2 1 :
Exemplo 43. Se considerarmos um conjunto com 4 elementos, temos que

1 2 3 4 1 2 3 4
V1 3 2 4 )1 3 4 2 )

=N

Sy =

( ):
(111)
( ):
( )

e N N NI N
(R
SN N
> W
w [SREN
~— O~

TN TN T
I
=N
N W
[RIEN

— — ~— ~—~

N
w N
- w
[SIEN

~_ —— —— ~—— ~—

1 2 3 4
4 8 2 1

Proposicdo. O grupo simétrico S, é ndo comutativo, para todo n > 3.

—r
—
w =
NN
Now
[SIES
~
—
[
INEN
w
SIS

Demonstragdo. Se f e g sdo as permutagdes de S, definidas por
f(1)=2, f(2) =3, f(3) =1, f(k) =k,v4 < k < n,
g(1)=2, g(2)=1, gk) = k,V3< k <n,
temos que
(fog)(1)=3#1=(gof)(1). O
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grupo diedral

Definicdo. Chama-se grupo diedral ao grupo das simetrias e rota¢des de uma
linha poligonal.

Representamos por D, o grupo diedral de um poligono regular com n lados.

Exemplo 44. Recordar D3 = S3

Representando as simetrias e rotagdes pelas permutagdes em {1, 2,3}, temos:

Rotacdes de 0°, 120° e 240°:
(1 2 3 (1 2 3 (1
P1L = 1 2 3 y P2 = > 3 1 € p3 = 3
simetrias em relagdo as bissetrizes dos angulos 1, 2 e 3:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
01’(1 3 2)’ 92’(3 2 1>e93’<2 1 3)'

=N
N W
~—
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Exemplo 45. D, é um subgrupo préprio de Sy

1
2

3

Rotacdes de 0°, 90°, 180° e 270°:

(1 2 3 4 (1

p1 = 1 3 4 y P2 = >

(1 3 4 1

BE| g 1 2 )= 4

Simetrias em relagdo as bissectrizes [1, 3] e [2,4]:

1 2 3 4 1 2 3 4

01:(1432)892:<3214>’

Simetrias em relacdo as mediatrizes do lado [1,2] e do lado [2, 3]:

g1 23 4 _,_(1 2 3 4
=2 1 4 3 2= 4 3 2 1)

Assim, D4 tem 8 elementos enquanto que S4 tem 24 elementos.

Now PWw

w s =B
N——

AN o
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Considerando a composi¢do de fungdes, obtemos a tabela

pr|p1 p2 p3s pa O O O3 O
pr|p1 p2 p3 pa 01 02 O3 04
p2 | p2 p3 pa p1 62 O3 6Os 01
p3 | ps pa p1 p2 O3 Oa 01 6>
pa | pa pr p2 p3 Oa 01 O O3
01|61 04 03 02 p1 ps p3s p2
O |02 01 04 O3 po p1 pa p3
O3 |03 62 61 04 p3s p2 p1 pa
04 | 04 03 02 01 ps p3s p2 p1

Os subgrupos de D, sdo
{p1}7 {p17 01}7 {pla 92}7 {Pl, 93}7 {Ph 64} P {p17 p3}7
{ph P2, P35 P4}7 {,01, P3, 917 03}7 {P17 P3, 02, 94}7 D4}'

Destes, quais sdo normais?



Exemplo 46. Relativamente a figura

1

2

3

o grupo diedral é composto pelas aplicagGes

12 3 4
¢1:<1234>’¢’2:<32

1 2 3 4 1 2
¢3_<1432>e¢4_(34

—
N
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ciclos

Definicdo. Diz-se que uma permutacdo o de um conjunto finito A é um ciclo

de comprimento n se existirem ai, az,...,a, € A tais que

o(a)=a, o(a)=as,..., o(an—1)=an, o(an)=a

e se
o (x) = x, Vx € A\{a1, a2, ..., an}.
Neste caso, representa-se este facto por

g = ( ail a an—1 dan )

Exemplo 47. Se A= {1,2,3,4,5}, temos que

1 2 3 4 5
o =
3 2 5 1 4
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Observagdo. Em S, o produto (composi¢do) de dois ciclos pode ou n3o ser um
ciclo, como o prova o seguinte exemplo: em Sg,

(reso)(2rs)=(22383%)

n3o é um ciclo. De facto, se representarmos este produto por o, temos que
0(2) =4, 0(4) =5, 0(5) =2eo(1l) #1.

Por outro lado,

(ra)(re)-(s33158)-(1ee)
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Definicdo. Dado um conjunto A finito, dizemos que dois ciclos s3o disjuntos se
ndo existir nenhum elemento de A que aparega simultaneamente na notagao
desses ciclos, i.e., se nenhum elemento de A for transformado simultaneamente

pelos dois ciclos.

Exemplo 48. Em Sg,

123 45 6
_ —(1 6)(2 5 3
0<652431>()( ),

i.e., a permutagdo o é o produto de dois ciclos disjuntos.
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Teorema. Toda a permutagcdo o de um conjunto finito é um produto
(composi¢éo) de ciclos disjuntos.

Questdo: Porque é que é importante escrever uma permutagdo como produto
de ciclos disjuntos?

Resposta: Porque ciclos disjuntos comutam!

(1 2 3)4 5=(4 501 2 3)

(1 2 3)(1 2)=(1 3)#( 3)=(1 2)(1 2 3)

Observagdo. Relembrar que num grupo G, para a,b € G,

ab=ba < VneZ, (ab)" = a"b".

O
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Questdo: Dada uma permuta¢do o num conjunto com n elementos, i.e., dado
o elemento o € S,,, qual serd a sua ordem?

Resposta:

1. se o é um ciclo, ent3o o (0) é o comprimento do ciclo.

2. se o é um produto de pelo menos dois ciclos disjuntos, entdo o (o) é o
m.m.c. entre os comprimentos dos ciclos em quest3o.

Exemplo 49. Em Sg, como

(1 2 3 45 6 7 8
=3 24173856
o (¢) = 6 pois 0 minimo mdltiplo comum entre as ordens dos trés ciclos

):(1 3 4)(5 7)(6 8), temos que

disjuntos é 6.
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grupo alterno

Definicdo. Uma transposicdo é um ciclo de comprimento 2.

Proposicdo. Qualquer ciclo é produto de transposi¢des.
Demonstragdo. Imediata, tendo em conta que

(a1 a a3 -+ a))=1(a1 an)(ar an—1)---(a1 a3)(ar a2).

Observac3o. Considerando o teorema e a proposicdo anteriores, temos que
qualquer permutagdo se escreve como produto de transposigdes.

Exemplo 50. Em S,

1 2 3 45 6 7
3 2 4 1 7 5 6

):(1 3 4)5 7 6)=(1 41 3)5 6)(5 7).
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Teorema. Nenhuma permutagdo de um conjunto finito pode ser expressa
simultaneamente como produto de um ndmero par de transposi¢cdes e como
produto de um nimero impar de transposi¢cdes. (|

Definicdo. Uma permutagdo diz-se par se se escreve como o produto de um
ndimero par de transposi¢coes. Uma permutacdo diz-se impar se se escreve como
produto de um niimero impar de transposicdes.

Exemplo 51.

e Em S,(n > 2), a identidade é uma permutacdo par. De facto, se A tem n
elementos

para quaisquer a;, a; € A.

e Em S,, um ciclo de comprimento impar é uma permutacdo par e um ciclo
de comprimento par é uma permutag¢do impar

(1 2 3)=(1 3)(1 2 (1 2 3 &)= 4)@1 3)(1 2).
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Teorema. Seja A um conjunto com n elementos. Entdo, o conjunto das

permutacdes pares em A é um subgrupo de S, de ordem 7.

Demonstragdo. Seja
A, = {0 : 0 é uma permutagio par} .

Sabemos que id € A,, que a composi¢cdo de duas permuta¢des pares é ainda uma permutacio par
e que a inversa de uma permutagdo par é ainda uma permutagdo par. Logo, temos que A, é um
subgrupo do grupo S,.

Para demonstrar que |A,| = "7!, basta considerar uma transposicdo 7 € S, e a aplicacdo
¢ Ay — B,
o — 71O,

onde B, é o conjunto das permuta¢des impares.

Provando que ¢, é bijetiva, temos que # (A,) = # (B,) e, como
# (An) + # (Bn) = #(Sn) = n!, o resultado ¢ imediato. O
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Definicdo. Seja A um conjunto com n elementos. Chama-se grupo alterno de
A, e representa-se por A,, ao subgrupo de S, das permutacdes pares.

Exemplo 52. A, = {id}

As = {id,(123),(132)}

A, = {id, (123),(132),(124),(142),(134),(143),
(234),(243),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}
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o teorema de representacao de Cayley




Teorema de Representacao de Cayley

Para finalizarmos este capitulo sobre grupos, vamos mostrar a importancia do
estudo do grupo simétrico na Teoria de Grupos. De facto, como se prova no
préximo teorema, qualquer grupo é isomorfo a um subgrupo de um dado grupo

simétrico.

Teorema. (Teorema de representacdo de Cayley)Todo o grupo é isomorfo a
um grupo de permutagdes.
Demonstragdo. Para cada x € G, a aplicagdo

Mx:G — G

a —> X (a) =xa,

é uma permutacdo em G.

93



Assim, se S é o grupo das permuta¢des de G, consideramos a fungéo
6:¢6 — S
X > A
Ent3o, para x,y,g € G,
(Ao Ay (8) = A (Ay (8) = A (v8) = x(v8) = (xv) & = Ay (8),
pelo que

0(x)0(y) =0(x),

i.e.,  é um morfismo.

Mais ainda,
x € Nuch < 0 (x) = idg & Ax = idg = x = A\ (1g) = idg (1¢) = 1a,

e, portanto,
Nuch = {1g}.

Logo, 6 é um monomorfismo, pelo que G =~ Im6 < S. O
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Exemplo 53. Seja G = Zs4. Entdo, como para todos a, x € Zs, A\;(x) = a + x,

temos que
ST
Ai:<g;§§>:(ﬁi§§)
- (g;§i>:(o (A 3)
A3—<g§§§)—(6351)

Assim, Za = {5, \1, A5, A3} .
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