subgrupos normais e grupos quociente




subgrupos normais

Definicdo. Sejam G um grupo e H < G. Diz-se que H é subgrupo normal ou
invariante de G, e escreve-se H <1 G, se

Vx € G, xH = Hx.

Exemplo 25. p3 | b3 b1 e 6 63 61

Considere-se o grupo diedral do tridangulo, Ds.
Entdo, o subgrupo H = {p1, 61} ndo é normal pois, por exemplo,
02H = {02, p3} # {02, p2} = HO>.

No entanto, se considerarmos o subgrupo K = {p1, p2, p3}, temos que K <1 Ds,
uma vez que

p1K = Kp1 = p2K = Kp2 = psK = Kps = K = {p1, p2, p3}
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Proposicdo. Dado um grupo G qualquer, o subgrupo trivial e o subgrupo
impréprio sdo subgrupos normais de G. O

Proposicdo. Seja G um grupo abeliano. Ent3o, qualquer subgrupo H de G é
normal em G. g

Proposi¢do. Seja G um grupo. Entdo, o centro de G,
Z(G) ={x € G :Vae G,ax = xa} é um subgrupo invariante G. O

Proposi¢do. Sejam G um grupo e H < G tal que [G : H] = 2. Entdo, H < G. O
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Vimos ja que a comutatividade num grupo G implica a normalidade dos
subgrupos. Assim, podemos afirmar que se H é um subgrupo de G tal que,
para todos a € G e h € H, ah = ha, entdo H < G.

Reciprocamente, se H é um subgrupo normal de G o que podemos afirmar é
que
Va e G7 Vh € H, dh, € H: ah; = hya.

Teorema. Sejam G um grupo e H < G. Entdo,
H< G+ (Vx€G)(YheH) xhx'€H.

Demonstracgdo. [=-] Suponhamos que H <I G. Ent3o, para todo x € G,
xH = Hx.
Sejam g € G e h € H. Temos que existe h € H
ghg ™' = (eh)g ' = (We)g " = (gg)

=H,
pelo que ghg_1 € H.
[«] Suponhamos que, para todos x € G e h € H,

xhx~' € H.

Queremos provar que H < G.
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Seja g € G. Entdo,

< (3 eH) y=gh

& (Elh/ EH) y= gh’ <g_1g)
& (3 eH) y=(s'e")e

= y € Hg por hipdtese,

y € gH

pelo que gH C Hg. De modo andlogo, prova-se que Hg C gH e, portanto, Hg = gH.

Proposicdo. Sejam G um grupo e H; e H» dois subgrupos normais de G.
Entao,

1. HHN H> < G;
2. HHH>, < G.
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grupos quociente

Observacgo. E ébvio que, se um grupo G admite um subgrupo normal H, as

—e

relagdes =¢ (mod H) e =¢ (mod H) s30 uma e uma s6 relagio de congruéncia.
De facto,

x =° y (mod H) s xlye He yexH=Hx

Sy teHe x=y(modH).

Assim, fala-se de uma dnica relagdo = (mod H), que, por sua vez, define um
tnico conjunto quociente, que se representa por G/H. Logo,

G/H={xH|xe G} ={Hx|x e G}.
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Proposi¢do. Sejam G um grupo e H < G. Entdo, G/H é grupo, se
considerarmos o produto de subconjuntos de G.
Demonstragdo. Sejam x,y € G. Entéo,
xHyH = xyHH = xyH,
pelo que G/H é fechado para o produto.

Mais ainda, a operagdo é associativa, H é o seu elemento neutro e cada classe xH admite a classe
x"1H como elemento inverso. O

Defini¢do. Sejam G um grupo e H < G. Ao grupo G/H chama-se grupo
quociente.

Exemplo 26. Considere-se o subgrupo 3Z = {3k : k € Z} do grupo (aditivo)
Z. Como a adigdo usual de inteiros é comutativa, concluimos que 3Z < Z.
Como estamos a trabalhar com a linguagem aditiva, temos que, dados x,y € Z,

x = y(mod 3Z) & x—(—y) € 3Z < x—y = 3k, para algum k € Z < x = y(mod 3).

Assim, temos que
Z/3Z = {[0]s, [1]3, [2]s} = Zs.
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Proposicdo. Sejam G um grupo e 6 uma relagdo de congruéncia definida em G.
Entdo, a classe de congruéncia do elemento identidade, [1(;]97 é um subgrupo

normal de G. Mais ainda, para x,y € G,

x0y <= x""y € [16], -

Observacdo. Com o que vimos até agora, é claro que existe uma relacio
biunivoca entre o conjunto das congruéncias possiveis de definir num grupo e o
conjunto dos subgrupos normais nesse mesmo grupo: Cada subgrupo normal H
de um grupo G define uma relagdo de congruéncia em G (relagdo mod H) e
cada relagdo de congruéncia em G origina um subgrupo normal de G (a classe
do elemento identidade).
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morfismos




conceitos basicos

Definicdo. Sejam Gi, G2 grupos. Uma aplicagdo ¢ : Gi — G diz-se um
morfismo ou homomorfismo se

(Vx,y € Gi) Y (xy) =v (x) ¥ (y)-

Um morfismo diz-se um epimorfismo se for uma aplica¢do sobrejetiva.

Um morfismo diz-se um monomorfismo se for uma aplicagdo injetiva.

Um morfismo diz-se um isomorfismo se for uma aplica¢do bijetiva. Neste caso,
escreve-se Gi = G, e diz-se que os dois grupos sdo isomorfos.

Um morfismo de um grupo nele mesmo diz-se um endomorfismo.

Um endomorfismo diz-se um automorfismo se for uma aplicagdo bijetiva.
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Exemplo 27. Sejam G; e G, grupos e ¢ : Gi — G, definida por p(x) = 1g,,
para todo x € G;. Entdo, ¢ é um morfismo de grupos (conhecido por morfismo
nulo).

De facto, dados x,y € Gy, temos que p(xy) = 1, = lg,1c, = @(x)p(y)-

Exemplo 28. A aplicagdo ¢ : R — R\{0}, definida por ¢(x) = €* para todo
x € R, é um morfismo do grupo (R, +) no grupo (R\{0}, x).

A conclus3do é imediata tendo em conta que, para todos os reais x e y,
€T = e¥e¥ e que € # 0.
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Exemplo 29. A aplicacio ¢ : Zs — Z», definida por
e([0,) = e(2l,) = [0],  @([1],) = #([8l)) = [1],

é um morfismo de grupos.

Para provar esta afirmagdo, temos de verificar os 10 casos distintos possiveis
(temos 16 somas possiveis, mas os dois grupos sdo comutativos):

#([0]a & [0]4) = ¢([0]4) = [0]2 = [0]> @ [0]2 = »([0]4) @ ([0]4)
#([0]a & [1]a) = ¢([a) = [2 = [0]> & [1]2 = »([0]a) & »([1]4)
#([0]a & [2la) = ¢([2]4) = [0]2 = [0]> & [0]> = »([0]a) & ([2]4)
#([0]s @ [3]a) = ¢([3]4) = [1]2 = [0 @ [1]o = #([0]4) ® ¢([3]4)
@([ts @ [1]a) = ¢([2]4) = [0]2 = [1]> ® [1]2 = #([1]s) ® #([1]4)
@([ts @ [2]a) = ¢([3]4) = [2 = [1]2 ® [0]2 = »([1]s) ® #([2]4)
@([1s & [8la) = ¢([0]a) = [0]2 = [1]> & [1]o = »([1]) & »([3]4)
#([2]a & [2la) = ¢([0]a) = [0]2 = [0]> & [0]> = ([2]4) & ([2]4)
©([2]a ® [38la) = @([a) = [12 = [0]> ® [1]2 = #([2]a) & #([3]a)
2([3]s © [3]a) = ¢([2) = [0]> = [1] @ [1]o = #([3]4) © ¢([3]4)

Este morfismo pode ser definido por p([x]s) = [x]2, para todo [x]s € Z4. Serd
que, dados n,m € N, a correspondéncia de Z, para Zm, definida por
»([x]n) = [X]m é um morfismo de grupos?



A resposta a pergunta do slide anterior é NAO.

Se n < m, a correspondéncia nem sequer é uma aplicacdo, uma vez que
[m]n = [m — n]a e ©([m]n) = [0]m # [—nlm = ¢([m — n]n).

Se n > m, a correspondéncia é uma aplicagdo, mas n3o necessariamente um
morfismo de grupos. Como contraexemplo, podemos considerar a aplicagdo
¢ : Ze — Zs, definida por ¢([x]e) = [x]s. Temos

v([2ls @ [4]s) = ©([0]6) = [0]s # [1]s = [2]s © [4]s = @([2]6) © ©([4]6)-

Prova-se que ¢ : Z, — Zn, definida por ¢([x]n) = [x]m é um morfismo de
grupos se e sé se m | n.
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Proposicdo. Sejam Gi e G dois grupos. Se v : Gi — G2 é um morfismo
entdo ¢ (1¢g,) = 1g,. O

Proposicdo. Sejam Gi e Gy dois grupos e 1) : Gi —» G> um morfismo. Entdo

[v (I =9 (x71). O

Proposicdo. Sejam Gj e Gy dois grupos, H C G; e ¥ : Gi — Go um morfismo.
Ent3o,
H< G = ¢ (H) < G,.

Corolario. Seja 1) : Gi — G> um morfismo de grupos. Se ¢ é um
monomorfismo entdo Gy = ¢ (Gy). O
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Observacdo. Dois grupos finitos isomorfos tém a mesma ordem. Mas, dois
grupos com a mesma ordem, n3o s3o necessariamente isomorfos. Como
contraexemplo, basta pensar no grupo 4-Klein e no Zjs.

De facto, se o grupo 4-Klein G = {e, a, b, c} fosse isomorfo ao grupo aditivo
74 =1{0,1,2,3} e f : G — Z4 fosse um isomorfismo de grupos, terfamos

0= f(e) = f(xx) = f(x) ® f(x),

para todo x € G. Sendo f bijetiva, concluiamos que todos os elementos de Z,
eram simétricos de si préprios, o que é uma contradi¢cdo, pois, em Za, apenas
as classes 0 e 2 sdo inversas de si proprias.

Proposicdo. Sejam G; e Gy dois grupos, HC Gi e ¢ : Gt — Gx um
epimorfismo. Ent3o,
H< G =>¢(H) < Gy
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nucleo de um morfismo

Defini¢do. Seja 1) : G — G> um morfimo de grupos. Chama-se niicleo (ou
kernel) de 1), e representa-se por Nuci) ou ker 1), ao subconjunto de Gy

Nucy = {X € G | TZJ(X) = 1(;2}.

Exemplo 30. Se ¢ : Z4s — 7, é o morfismo definido no Exemplo 31., temos que

Nucy = {[0]4 ) [2]4}'

Exemplo 31. Sejam G; e G, grupos e ¢ : Gi — G2 o morfismo nulo. Ent3o,
Nucy = Gi.
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Proposicdo. Seja 1 : Gi — Gp um morfismo de grupos. Entdo, Nucy <1 Gj.

O ntcleo de um morfismo de grupos ¥ : Gi — G> define uma relagdo de
congruéncia, a saber

x = y (mod Nuct)) < xy~* € Nucy)
S (nyl) = g
Y)W =1
SP(x)=v(y).

Proposi¢do. Seja i : Gi — G2 um morfismo de grupos. Entdo, 1) é um
monomorfismo se e sé se Nucy) = {1¢, }. O
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Proposicdo. Sejam G um grupo e H < G. Ent3o,

G — G/H

x +— xH

é um epimorfismo (ao qual se chama epimorfismo candnico) tal que Nuct = H.

Demonstragdo. Sejam G um grupoe H < G.

Entdo, para x,y € G,

Y (xy) = (xy) H = xHyH = ¢ (x) ¢ (v),
pelo que 7 € um morfismo. Além disso, 1) é obviamente sobrejetiva (cada classe é imagem por m
do seu representante). Por fim,

x € Nuer & w(x)=H

&S xH=H& xe H. O
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teorema fundamental do homomorfismo

Os resultados que estuddmos no final da seccdo anterior dizem-nos que:

(i) Dado um morfismo qualquer entre dois grupos, o seu niicleo é um
subgrupo normal do dominio;

(ii) Dado um subgrupo normal de um grupo, existe um morfismo cujo
ntcleo é aquele subgrupo.

Considerando as duas situagdes em simultaneo, temos que:
se ) : G — G’ é um morfismo de grupos, entdo, por (i),

Nucy < G.
Logo, por (ii), 7 : G — G/Nucy € um epimorfismo tal que

Nucm = Nucy.
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Teorema Fundamental do Homomorfismo. Seja § : G — G’ um morfismo de
grupos. Ent3o,
Im 6 = G/Nucg.

S——
Demonstracdo. Sejam K = Nuc# e
¢:G/k — G’ tal que

o (xK) =0 (x), Vx € G.

G/Nuc6
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Estard a fungdo ¢ bem definida, i.e., se xK = yK serd que 0 (x) =0 (y)? SIM.
De facto,
xK =yK & x7'y € K(= Nuc)
&0 (Xfly) =1l¢
S 0(x)=0(y).

Além disso, demonstramos ainda que 0 (x) = 0 (y) = xK = yK, i.e., que
¢ (xK) = ¢ (yK) = xK = yK,

pelo que ¢ é injectiva.

Mais ainda,
Im¢ ={¢(xK)|x € G}
={0(x) | x € G}
=1Imé.
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Observamos, por dltimo, que ¢ é um morfismo, jd que
¢ (xKyK) = ¢ (yK) = 0 (xy) = 0 (x) 0 (y) = ¢ (xK) ¢ (yK)..

Concluimos, entdo, que ¢ é um monomorfismo cujo conjunto imagem (que é
isomorfo ao seu dominio) é igual a Imé.

Logo,
Im@% G/K = G/Nch-
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teoremas de isomorfismo

Lema. Sejam v : G — G’ um morfismo de grupos e K < G. Ent3o,

Nucy) € K = ¢~ (¢ (K)) = K.

12 Teorema do Isomorfismo. Sejam G e G’ dois grupos e ¢ : G — G’ um
epimorfismo. Seja K <1 G tal que Nucy) C K. Entéo,

G/k =2 G [yk)-
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Lema. Sejam G um grupoe H < G e H' <1 G. Entdo, HH' < G.

Lema. Sejam G um grupoe H < G e H' < G. Entio, se H' C H, entdo,
H < H.

22 Teorema do Isomorfismo. Sejam G um grupoe H, T < G tal que T < G.
Entao,
(HT)/T =~ H/(HQT).
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