subgrupos




conceitos basicos

Definicdo. Seja G um grupo. Um seu subconjunto n3o vazio H diz-se um
subgrupo de G se H for grupo para a operagdo de G restringida a H. Neste

caso escrevemos H < G.

Observagdo. Num grupo G, identificam-se sempre os subgrupos: {1g}

(subgrupo trivial) e G (subgrupo imprdprio).

Proposicdo. Sejam G um grupo e H < G. Ent3o:

1. O elemento neutro de H, 14, é o mesmo que o elemento neutro de G, 1g;

2. Para cada h € H, o inverso de h em H é o mesmo que o inverso de h em
G.
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Exemplo 10. O grupo (Q\ {0}, ) é subgrupo de (R\ {0},").

Exemplo 11. Seja G = {e,a, b,c} o grupo de
4-Klein, i.e., o grupo cuja operacdo é definida
pela tabela anexa.

Os seus subgrupos s3o:

{e,a,b,c},{e},{e,a},{e, b} e{e,c}.

Exemplo 12. Seja Zs = {0,1,2,3} o conjunto
das classes médulo-4 algebrizado com a adigcao
usual de classes.

Entdo, os subgrupos do grupo (Zs,+) sdo:

{0,1,2,3},{0} e {0,2}.

e a b c
ele a b ¢
ala e c¢c b
b|b ¢ e a
clc b a e

+]10 1 2 3
0|0 1 2 3
i|1 2 3 0.
212 3 0 1
313 0 1 2
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critérios de subgrupo

Proposicdo. Sejam G um grupo e H C G. Entdo, H < G se e sé se sdo
satisfeitas as seguintes condi¢des:

1. H#0;

2. x,y € H=xy € H;

3. xEH=x"'€H.
Proposigdo. Sejam G um grupo e H C G. Entdo, H < G se e sé se sdo
satisfeitas as seguintes condi¢des:

1. H#0;

2. x,ye H=xy ' € H.

Observacdo. As duas tltimas proposicdes sdo habitualmente referidas como
critérios de subgrupo. S3o equivalentes e, por isso, a escolha de qual usar para
provar que um subconjunto de um determinado grupo é ou n3o subgrupo deste
depende do gosto e destreza de quem esta a realizar a prova.

19



subgrupos especiais

centralizador de um elemento

Definigdo. Sejam G um grupo e a € G. Chama-se centralizador de a ao
conjunto C (a) = {x € G | ax = xa}.

Exemplo 13. Considere-se o grupo

. N - o P P2 P3 0 (223 (2
diedral do tridngulo Ds;. Entao, - : :

pr | pr p2 p3 61 02 O3
C(p1) = Ds, p2 | p2 ps p B3 61 6

= = P3| p3 p1 p2 B2 O3 01
C(p2) = C(p3) = {p1, p2, p3}, ale & % o m .

C(gl) = {01,91}, C(92) = {p1702} 6, 6, 63 01 03 1 02
e C(03) = {p1, 63}. O3 | 63 61 62 p2 p3
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Proposi¢do. Seja G um grupo. Entdo, para todo a € G, C(a) < G.

Demonstracao. Seja a € G. Entéo,
1. C(a) # 0, pois 1 € Gé tal que 1ga = alg e, portanto, 1 € C(a);
2. dados x,y € C(a), temos que xy € G e
aly) = (ax)y = (xa)y = x(ay) = x(va) = (xy) a,
pelo que xy € C(a);

3. dado x € C(a), temos que x ' € G e

1 =il =il

ax=xa = x "(ax)x '=x""(xa)x
< (xila) (xxil) = (xilx) (axil)

=3 (xila) 1c =16 (axil) o x la=axt

pelo que x~* € C(a).

Logo, C (a) < G.
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centro de um grupo

Definigdo. Seja G um grupo. Chama-se centro de G ao conjunto

Z(G)={xe G|Vae G, ax=xa}.

Exemplo 14. Z(Ds) = {p1}.
Exemplo 15. Se G é um grupo abeliano, ento, Z(G) = G.

Observac3o. E consequéncia imediata das definicdes de centro de um grupo e
de centralizador de um elemento desse grupo que

Z(G) = C(a).

acG
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Proposi¢do. Seja G um grupo. Entdo, Z(G) < G.
Demonstragao. Seja G um grupo. Entdo,
1. Z(G) # 0, pois 1 € G é tal que, para todo a € G, 1lga = alg e, portanto, 1¢ € Z(G);
2. dados x,y € Z(G), temos que xy € G e, para todo a € G,
a(xy) = (ax)y = (xa)y = x (ay) = x (ya) = (xy) a,
pelo que xy € Z(G);
3. dado x € Z(G), temos que x"l e Ge paratodoa€ G,

xta = (xta) o= (ea) (k) = (et x =
= (7 tax) = (o) () = 1 () =,

pelo que x ' € Z(G).

Logo, Z(G) < G. O
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interseccao de subgrupos

Proposicdo. Sejam G um grupo e H, K < G. Entdo, HN K < G.

Logo, HN K < G. O

Coroldrio. Seja G um grupo. Ent3o, a intersec¢do de uma familia ndo vazia de
subgrupos de G é ainda um subgrupo de G.

Questdo: Serd que a unido de dois subgrupos de um grupo G é um subgrupo
de G?
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subgrupo gerado

Proposicdo. Sejam G um grupo e @ # X C G. Consideremos o conjunto H de

todos os subgrupos de G que contém X. Entd3o, (| H é o menor subgrupo de
HeM
G que contém X.

Demonstragdo. Sejam G um grupoe H ={HC G| H< G e X C H}. Entdo, como H # 0
(porque G € H), pelo corolério da proposi¢cdo anterior, (| H < G.

HeH
Mais ainda, pela definicdo de H, temos que, X C [ H.
HEH
Finalmente, seja K < G tal que X C K. Entdo, K € H e, portanto, (| H C K.
HeH
Concluimos entdo que (1) Hé o menor subgrupo que contém X. O

HeH
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Definicdo. Sejam G um grupo e @ # X C G. Chama-se subgrupo de G gerado
por X, e representa-se por (X), ao menor subgrupo que contém X.

Se X = {a}, entdo escrevemos (a) para representar (X) e falamos no
subgrupo de G gerado por a.

Observagdo. Pela dltima proposicdo, temos que (X) é a intersec¢do de todos
os subgrupos de G que contém X.

Exemplo 16. Se G = {e, a, b, c} é o grupo 4-Klein, cujos subgrupos sdo
{e,a,b,c},{e},{e,a},{e b} e {e,c}, entdo, < a >= {e,a} e
< {a, b} >=G.

Proposi¢do. Sejam G um grupo e a € G. Entdo, (a) = {a" | n€ Z}.
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ordem de um elemento




conceitos basicos

Dados um grupo G e a € G, vimos que

(a) ={a":neZ}.

E Sbvio que, no caso de a = 1¢, o subgrupo é o subgrupo trivial.
Mais ainda, no grupo (R\{0},-), é facil ver que (—1) = {—1,1}.

Torna-se, portanto, dbvio que, embora o subgrupo gerado esteja definido a
custa do conjunto dos inteiros, nem sempre vamos obter um ndmero infinito de

elementos.
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Definicdo. Sejam G um grupo e a € G.

1. Diz-se que a tem ordem infinita, e escreve-se o (a) = 0o, se n3o existe
nenhum p € N tal que a” = 1.

2. Diz-se que a tem ordem k (k € N), e escreve-se o(a) = k, se

(a) a*=1¢;

(b) peN e &’ =1lc=k<p.

Exemplo 17. Considerando o conjunto dos nimeros reais:

e Em (R, +), a ordem de qualquer elemento n3o nulo a é infinita. Por outro
lado, 0 (0) = 1.

e Em (R\{0}, x), temos que o(1) =1, o(—1) =2 e se x € R\{-1,0,1},
entdo o(x) = co.
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Exemplo 18. No grupo 4-Klein G = {1¢, a, b, c} temos que:

Exemplo 19. No grupo Zs = {0,1,2,3}, temos que:

L.o(0)=1

2. o(i):4, pois1 #0,14+1=2#0,14+14+1=3#0el+1+1+1=0;
3.0(2)=2,pois2#0e2+2=0

4. 0(3) =4,pois3#0,3+3=2+#0,3+3+3=1#0e3+3+3+3=0

Proposicdo. Num grupo G o elemento identidade é o tinico elemento que tem
ordem 1.
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Proposicdo. Sejam G um grupo e a € G um elemento com ordem infinita.
Ent3o, para m,n € Z,

am #£a" se m # n.

n

Demonstracdo. Sejam m, n € Z tal que a™ = a". Entdo,

g¥ =g = a"a "=2a"a"" =1¢
= 3" "=a""=1¢

= alm=rl = 1.

= |m—n|=0 (o(a) = o0)
= m=n.

Logo, se m # n entdo a™ # a".

Corolério. Sejam G um grupo e a € G um elemento com ordem infinita.
Entdo, (a) tem um nimero infinito de elementos.

Corolario. Num grupo finito nenhum elemento tem ordem infinita.
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Proposi¢do. Sejam G um grupo, a € G e k € N tal que o (a) = k. Entdo,

1. se um inteiro n tem r como resto na divisdo por k entdo a" = a’;
2. paran€Z,a"=1c < k| n;
3. ¢ {1(;,3 a° = 1}

4. (a) tem exatamente k elementos.
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algumas propriedades

Proposicio. Sejam G um grupo e a,b € G. Entdo, a e b~'ab tém a mesma
ordem.
Demonstragdo. Suponhamos que o(a) = ng é finita. Sabemos que (b~ *ab)™ = b~ 1a™b (ver
exercicio 9b da folha 2). Logo, como a" = 1¢, obtemos
(b~tab)™ = b t1gb=b"'b=1¢.
Suponhamos agora que k é um inteiro positivo tal que (bflab)k = 1. Entdo,
(b7 tab)k =16 < b lafb=1¢

< b(b~'a*"b)b~! = b1gh™!

< (bb~Y)ak(bb™t) = 1¢

=4 ak = ll@o
Como a ordem de a é ng, segue-se que k > ny. Assim, ng é, de facto, o menor inteiro positivo n
tal que (b~'ab)" = 1¢, ou seja, o(b~*ab) = no.
Mostramos de seguida que, se a tiver ordem infinita, ent3o, b~ *ab também tem ordem infinita,

usando a regra do contrarreciproco. Suponhamos que o(bflab) = k é finita. Ent3o, pelo que
acabdmos de provar, o (b(b~'ab)b™') = k e, portanto, o(a) = k é finita. O

Observacdo. Se G é abeliano, o resultado anterior ndo tem qualquer interesse
porque se reduz a o(a) = o(a).
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Proposicdo. Seja G um grupo e a € G um elemento de ordem finita n. Ent3o,
para qualquer p € N, o(a”) = 4, onde d = m.d.c.(n, p).
Demonstragdo. Sejam p € Ne d = m.d.c.(n, p). Entdo 5,5 € N e d = xn+ yp, para certos
X,y € Z. Temos
o P
(P)d = (a")d =1 =1c.
Se k € N é tal que (a”)X = 15, ento, como o(a) = n, temos que n | pk, i.e., pk = nq para certo
qgeN.
d=xn+yp = dk = xnk + ypk = xnk + ynq = n(xk + yq)
= k = L(xk + yq),

n

pelo que & | k. Portanto, o(a”) = 5. O

Exemplo 20. Considere-se o grupo (Z3;,®). Facilmente se verifica que, neste

grupo, o ([2]s1) = 5. Entéo,

o(Bls) = o (1) = o5 3y =&
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Lema. Sejam G um grupo e a,b € G. Entdo, para qualquer inteiro positivo k,
(ab)* = 16 & (ba)* = 1.

Demonstragdo. Sejam a, b elementos arbitrarios de um grupo G e k um inteiro positivo. Temos:
(ab)k =1¢ < (ab)t =ab
& a(ba)“b = ab
< at [a(ba)kb] b=t =a"Y(ab)b!
& (a7 la)(ba)<(bb™1) = (a”ta)(bb™Y)
& (ba)" = 16. O

Proposicdo. Sejam G um grupo e a,b € G. Se ab tem ordem finita entdo

o(ba) = o(ab).
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Proposicdo. Sejam G um grupo e a € G. Entdo, o(a™') = o(a).

Demonstracdo. O resultado é imediato tendo em conta que, para todo k € Z,

=1 (@l =1,. O

Proposicdo. Se a e b sdo elementos de ordem finita de um grupo abeliano G,
entdo o(ab) | o(a) o(b).

Demonstracdo. Se G é abeliano, sabemos que, para todo n € Z, (ab)" = a"b" (exercicio 12 da
folha 2). Assim, temos que

(ab)o(a) o(b) _ go(a) o(b) po(a) o(b) _ (20(3))0(5)(b0(b))0(a) — (1G)O(b)(1c)0(3) =1¢lg = 16.

Estamos em condi¢Bes de concluir que o(ab) | o(a) o(b).

Observacdo. Que relagcdo terd de existir entre as ordens finitas de a e b para
que a ordem de ab seja ndo sé um divisor mas sim igual ao produto daquelas

ordens?



Exemplo 21. No grupo aditivo (Zg), temos que o ([2]s) =3, o([3]s) =2 e
o ([4]s) = 3.

Temos que

o([2ls ® [4]s) = o ([0]s) = 1 e o([2]s) o ([4]s) =3 x 3 =09.

Temos também que

o([2]6 ® [3l6) = o ([5]s) = 6 e o([2]s) 0 ([3]s) =3 x 2 =6.
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