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conceitos e resultados basicos



conceito

Definicdo. Seja G um conjunto no qual estad definida uma operagdo binaria.
Ent3o, G diz-se um grupo se G é um semigrupo com identidade e no qual
todos os elementos admitem um unico elemento oposto, i.e., G é grupo se:

G1. A operagdo bindria é associativa em G;
G2. (Je€ G)(Va€ G) ae =ea= g
G3. (Va€ G) (3!3_1 €G) aal=ala=e

Se a operagdo for comutativa, o grupo diz-se comutativo ou abeliano.

Representamos a identidade do grupo G por 1¢.



exemplos

Exemplo 1. (R, +) é grupo abeliano (+ ¢ a adigdo usual de niimeros reais).
(R, -) ndo é grupo (- é a multiplicagdo usual de niimeros reais), mas
(R\ {0},-) é grupo abeliano.

Exemplo 2. (Z,-) n3o é grupo (- é a multiplicagdo usual de ndmeros inteiros),
mas (Z,+) é grupo abeliano (+ é a adi¢do usual de nimeros inteiros).

Exemplo 3. Seja n € N. Sendo @ e ® as opera¢des de adi¢do e multiplicagdo
usuais de classes de Z,, temos que (Z,, ®) é grupo e (Zn, ®) ndo é grupo.
Sendo Z; = Z,\{[0]»}, temos que (Z},®) é grupo se e s6 se n é primo.

Exemplo 4. Um conjunto singular, {x}, quando algebrizado com a dnica
operagdo bindria possivel, x * x = x, é um grupo abeliano (chamado de grupo
trivial).



Exemplo 5. O conjunto G = {x, e}, quando algebrizado com a operagio

definida pela tabela

é um grupo abeliano.

Exemplo 6. Seja n € N. O conjunto das matrizes reais quadradas de ordem n,
quando algebrizado com a multiplicagdo usual de matrizes, ndo é um grupo.
No entanto, o conjunto das matrizes reais quadradas de ordem n invertiveis é
um grupo nao abeliano quando considerada a mesma multiplicagdo. A este
grupo chama-se grupo linear geral de ordem n e representa-se por GL,(R) ou
GL(n,R).



Exemplo 7. Seja X um conjunto ndo vazio. O conjunto F(X) das fun¢des de
X em X é um semigrupo n3o abeliano quando algebrizado com a composi¢cdo
usual de fungdes. J4 o conjunto Sx = {f € F(X) : f é bijetiva} é um grupo
quando algebrizado com a mesma operagao. Prova-se este grupo é ndo
abeliano se o conjunto X tiver pelo menos trés elementos distintos. Este tipo
de grupos, aos quais chamamos grupos simétricos, tém grande importancia na
Teoria de Grupos e serdo estudados com algum detalhe no final deste capitulo.



Exemplo 8. Seja D3 o conjunto das isometrias num tridngulo equilatero.

O conjunto D; tem exatamente seis elementos, trés rotacdes e trés simetrias
axiais.



As rotacdes, de angulos com 0°, 120° e 240° de amplitude, s3o,
respetivamente:
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As simetrias, em relacdo as bissetrizes dos angulos 1, 2 e 3, s3o, repetivamente:



Considerando a composicdo usual de funcdes, obtemos a tabela:

o | pr p2 p3 i O O3
pr| p1 p2 p3 01 O O3
p2 | p2 p3 p1 O3 b1 02
ps | p3 pr p2 B2 03 O
O | 01 02 03 p1 p2 p3
0 | 0o 65 61 p3 p1 po
O3 | 03 01 02 p2 p3 p1

O grupo D3 é o menor grupo ndo abeliano que se pode definir, no sentido em
que qualquer grupo com um ndmero inferior de elementos é abeliano. A este
grupo é costume chamarmos grupo diedral do tridngulo. Este grupo nao é mais
do que o grupo simétrico Sx, com X = {1,2, 3}, referido no exemplo anterior.



resultados basicos

Proposicdo. Num grupo G s3o vélidas as leis do corte, i.e., para x,y,a € G,

ax =ay =>X=y € Xxa=ya=>x=y.

Observagdo. Existem semigrupos que n3o sdo grupos nos quais se verifica a lei
do corte, como, por exemplo, Z\ {0} algebrizado com a multiplica¢do usual de
inteiros. Este semigrupo comutativo com identidade satisfaz as leis do corte,

mas ndo é um grupo, pois os Unicos elementos que admitem inverso sdo 1 e -1.

10



Teorema. Num grupo G, as equagdes ax = b e ya = b, admitem uma Unica
solu¢do, para quaisquer a, b € G.

Reciprocamente, um semigrupo S no qual as equacdes ax = be ya=b
admitem solucdes Gnicas, para quaisquer a, b € S, é um grupo.

Exemplo 9. Sejam S = {a, b, c} e % a operagdo bindria definida pela tabela de
Cayley:

Ent3o, (S, %) ndo é um grupo, pois b e ¢ sdo solu¢des distintas da equagéo
axx=b.
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Proposicdo. Seja S um semigrupo finito que satisfaz as leis do corte. Entdo S
é um grupo.

Demonstragao. Seja a um elemento qualquer de S. Entdo, as aplicagdes p,, A\, : S — S definidas
por, respetivamente, p, (x) = xa e A\, (x) = ax, x € S, sdo injetivas. De facto, para x,y € S,
tendo em conta as leis do corte,

pa(x)=pa(y) & xa=ya=x=y

Aa(x) =X (y) ©ax=ay = x=y.
Logo, sendo S um conjunto finito, temos que as duas aplicaces s3o também sobrejetivas, pelo

que as equacdes ax = b e ya = b tém solugdes linicas em S. Assim, pelo teorema anterior, o

semigrupo S é um grupo. O
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Proposicdo. Seja G um grupo. Ent3o:

151716,
(a) =a, VaeG;

. (ab) ' =b"t'a"!, VabeG;
- (

A W N =

aia---an) t=a,t-aytart, (VneN) (Var, a,. ..,

an€G).
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poténcia inteira de um elemento num grupo

Dado um elemento a de um grupo G e p € Z, define-se

P

a" =aa---a sepcZt;
—_——
p vezes

a=1¢ se p=0;

@=(a""= (a‘”)f1 sepcZ .

Em linguagem aditiva temos

pa=a+ta+---+a sep€eZT;
—_—
p vezes
pa=1lg se p=0;

pa=(-p)(-a) = —((-p)a) sep€Z .
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Proposicdo. Sejam G um grupo, x € G e m, n € Z. Ent3o,

1. x"x" = xmt" (

na linguagem aditiva: mx + nx = (m + n) x);

2. (x™)" = x"™ (na linguagem aditiva: n(mx) = (nm) x).

Observacdo. A demonstrag3o é feita considerando sempre que, para cada n € Z, se pode ter

n€Z ,n=0o0un€Z"
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