subanéis




conceitos basicos

Definicdo. Uma parte A" de um anel (respetivamente, dominio de integridade,
anel de divisdo, corpo) A diz-se um subanel (respetivamente, subdominio de
integridade, subanel de divisdo, subcorpo) de A se for um anel (respetivamente,
dominio de integridade, anel de divisdo, corpo) relativamente as restricdes das

operacgoes de adi¢do e produto do anel.
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Exemplo 23. Quando consideradas as operagdes usuais de adi¢do e
multiplicagdo, o anel Z é subanel e subdominio de integridade de R, mas nao é
seu subanel de divisdo, nem subcorpo.

Exemplo 24. Quando consideradas as operacdes usuais de adicdo e
multiplicagdo, o anel nZ (n € N\{1}) é subanel mas n3o é subdominio de
integridade de Z.

Exemplo 25. Dado um anel A, {04} e A sdo subanéis de A. No entanto, dado
um anel de divisdo ou corpo A, {04} ndo é subanel de divisio nem subcorpo de
A.
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critérios de subanel

Proposicdo. Sejam A um anel e A’ C A. Entdo, A’ é subanel de A se e s6 se:
1. A #£0;
2. x,ye A =x—yecA,;
3. x,ye A= xyecA O

Proposicdo. Sejam A um dominio de integridade e A’ C A. Entdo, A’ é
subdominio de integridade de A se e s6 se:

1. 1, € A;
2. x,ye A =x—yecA,;
3. x,ye A =xyecA O
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Proposicdo. Sejam A um anel de divisio (respetivamente, corpo) e A’ C A.

Ent3o, A’ é subanel de divisdo (respetivamente, subcorpo) de A se e sé se:
1. A #£0;
2. x,ye A=x—yeA,
3. x,y € A\{0a} = xy ' € A\ {04} .
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interseccao, uniao e soma de subanéis

INTERSECCAO: Sejam A um anel e A; e Ay subanéis de A. Entdo, A1 N A é
subanel de A.

UNIAO: Sejam A um anel e A; e Ay subanéis de A. A unido A; U A; ndo é
necessariamente um subanel de A.

SOMA: Sejam A um anel e A; e A, subanéis de A. Como (A1, +) e (A2, +)
s3o subgrupos do grupo comutativo (A, +), sabemos que o subconjunto
ArtAr={ar+a:a €A, a € A}

de A é subgrupo de (A, +) (Relembrar que se G é grupo e H, K < G entdo

HK < G se e sé se HK = KH; em linguagem aditiva, escrevemos H+ K < G

se e sé se H+ K = K + H). No entanto, dados a1 + a», by + b, € A1 + A,
(a1 + a2) (b1 + b2) = a1b1 + acb1 + a1b> + a2 by

ndo é necessariamente um elemento de A; + Az, pelo que A1 + Az ndo é
necessariamente um subanel de A.
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ideais e relacoes de congruéncia num
anel




Definicdo. Seja A um anel. Uma parte | de A diz-se um ideal direito
(respetivamente, ideal esquerdo) de A se:

L (I,+) <(A+);
2. (Vae A)(Vxel) xae |l (respetivamente, ax € /)

Se | for simultaneamente ideal esquerdo e ideal direito, ent3o, / diz-se um ideal
de A.

Exemplo 26. Consideremos o anel (Z,+, x). O conjunto 2Z é um seu ideal
pois (2Z,+) < (Z,+) e o produto de um inteiro qualquer por um inteiro par é
um inteiro par.
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Exemplo 27. Relativamente ao anel (Za, +, ), o conjunto {(_),2} é um ideal
pois
(18,2} 4) < (Za+)
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Como o anel em questdo é comutativo, concluimos que {0,2} é um ideal de Z.

Exemplo 28. Seja A um anel. Entdo, {04} é um ideal de A (ao qual se chama
ideal trivial de A).

Exemplo 29. Um anel A é um ideal de si préprio (ao qual se chama ideal

imprdprio de A).
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Proposicdo. Todo o ideal de um anel A é um subanel de A. (]

Proposicdo. A interseccdo de uma familia de ideais de um anel A é um ideal de
A. |

Proposicdo. Num anel com identidade todo o ideal que contém essa identidade
é improprio.
Demonstragcao. Sejam A um anel com identidade 14 e / um ideal de A tal que 14 € /. Entéo,

Va e A, a=a-1p€l.

Logo, A C I. Como, por definigdo, | C A, temos o resultado pretendido, i.e., | = A. O
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Proposicdo. Num anel de divisdo existem apenas dois ideais: o trivial e o
improprio.

Exemplo 30. Os tnicos ideias do corpo R sdo {0} e o préprio R.

O facto de 27Z ser ideal de Z permite-nos concluir que Z n3o é corpo.
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Podemos ter ideais de um anel A que sejam gerados por um elemento de a.

Definicdo. Sejam A um anel e a € A. Chama-se ideal principal direito
(respetivamente, ideal principal esquerdo, ideal principal) gerado por a, e
representa-se por (a), (respetivamente (a),, (a)) ao menor ideal direito
(respetivamente, ideal esquerdo, ideal) que contém a.

Exemplo 31. Consideremos o anel Zs com as operac¢des usuais de adigcdo e
multiplicacdo de classes. Como a multiplicacdo é comutativa, todos os ideais
esquerdos s3o direitos e viceversa, pelo que podemos falar simplesmente em
ideais. Os ideais de Zs sdo {0}, {0,2} e Zs. Assim, temos que

@ ={0 (=02, @)=0@) =2z
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Proposicdo. Sejam A um anel e a € A. Ent3o,

1. (a), é a intersecgdo de todos os ideais direitos de A que contém a.
2. (a), é a interseccdo de todos os ideais esquerdos de A que contém a.
3. (a) é a intersecg3o de todos os ideais de A que contém a.

Exemplo 32. No corpo R, (0) = {0} e (x) = R, para todo x # 0.

Exemplo 33. No dominio de integridade Z, (—n) = (n) = nZ, para todo
n € Np.

Proposicdo. Sejam A um anel com identidade e a € A. Entdo, (a), =aA e
(a), = Aa.

Coroldrio. Sejam A um anel comutativo com identidade e a € A. Ent3o,
(a) = Aa = aA.
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congruéncias

Definicdo. Seja A um anel. Uma relagdo de equivaléncia p definida em A diz-se
uma relacdo de congruéncia se, para todos x,x’,y,y’ € A,

xpx' e ypy'=(x+y)p (X +y) e () p (xy).

Exemplo 34. Considere-se em Z a relagio
apbs a—be2Z.

Esta relacdo é de equivaléncia e é tal que
apb e apb & a—ba —b c2z
= a+a —(b+b)e€2z e
aa’ — bb' = aa’ — ba' +ba' —bb' =(a—b)a' +b(a —b') €2z
& (a+a/) P (b+b/) e aa pbb,

pelo que p é uma relacdo de congruéncia em Z.
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Proposicdo. Sejam A um anel e | um ideal de A. Ent3o, a relacdo definida em

A por
apbsa—bel

é uma relagdo de congruéncia.

Proposicdo. Seja p uma relagdo de congruéncia definida num anel A. Ent3o:

1. aclasse [04], é um ideal de A;
2. apbsa—be [OA]p;
3. (VaeA) [a],=a+[0a],(={a+x€A|xp0a}).
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anéis quociente




Se p é uma relagdo de congruéncia num anel A (e, portanto, de equivaléncia),
podemos entdo falar no conjunto quociente

Alp= {[a]p | aeA}.

Neste conjunto, definem-se duas operagdes bindrias:

1. uma adi¢do de classes: para a,b € A,
[a], + [b], = [a+b],;
2. uma multiplicagdo de classes: para a,b € A,

[a], - [b], = [a- b],.
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Sendo p uma relagdo de congruéncia, prova-se que as operagdes estdo bem
definidas, i.e., ndo dependem da escolha do representante da classe:

Se [a], =[], e [b],, = [b'],,, temos que
apa ebpb,

pelo que
(a+b)p(a+b) e (ab)p(a'd)

e, portanto,
[a+b], = [a" + b/}p e [ab], = [a’b'}p.
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Teorema. Sejam A um anel e p uma relacdo de congruéncia definida em A.
Ent3o, considerando a adicdo e a multiplicagdo acima definidas, (A/p,+,) é
um anel. O

Observacdo. Sabemos que existe uma relagcdo biunivoca entre o conjunto das
relagdes de congruéncia em A e o conjunto dos ideais de A. Assim, se | é ideal
de A, podemos também falar num anel quociente:

Definicdo. Sejam A um anel e / é ideal de A. Chama-se anel quociente mddulo
I ao anel (A/l,+,"), onde

e A/l ={x+1:x€A}e
yeEx+lsy—xel
e para todos x,y € A,

x+DH+W+H)=(x+y)+1

(x+ Dy +1) =y +1.
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Proposicdo. Sejam A um anel e | um ideal de A.

1. Se A é uma anel comutativo, entdo A// é um anel comutativo;

2. Se A é um anel com identidade 14, entdo A/l é um anel com identidade
1o+ 1. O

Exemplo 32. Considerando o anel dos inteiros relativos, sabemos que, para
cada n € N, nZ é um ideal de Z. Podemos entdo considerar o anel quociente
Z/nZ. Mais ainda, para cada x € Z,

[X]nz = x+ nZ = r + nZ = [r]a,

onde r é o resto da divisdo inteira de x por n e, por isso, é tal que
0<r<n-—1.

Logo,
Z/nZ = Zn.
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ideais primos e ideais maximais

Definicdo. Seja A um anel comutativo com identidade. Um ideal / de A diz-se
maximal se n3o existir um ideal K de A tal que

1S KGA.

Exemplo 33. O ideal 2Z do anel Z é maximal. O ideal 4Z n3o é maximal pois

4Z G 27 G Z.

Definigdo. Seja A um anel comutativo com identidade. Um ideal / de A diz-se
primo se A\l # () e A\l é fechado para o produto.

Exemplo 34. O ideal 2Z do anel Z é primo. De facto, Z\2Z =27 + 1 é
fechado para o produto, ja que, para todos n, m € Z,

2n+1)2m+1)=2(n+ m+2nm) + 1.
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Teorema. Sejam A um anel comutativo com identidade e / um ideal de A.
Entdo, sdo equivalentes as seguintes afirmagdes:

1. | é maximal;
2. A/l é corpo.

Exemplo 35. Se considerarmos o anel Z, um ideal é maximal se e s6 se é do
tipo pZ, com p primo, pois Z, sé é corpo se p for primo.

Teorema. Sejam A um anel comutativo com identidade e / um ideal de A.
Entdo, sdo equivalentes as seguintes afirmagdes:

1. | é ideal primo;
2. A/l é um dominio de integridade.

Como consequéncia dos dois tltimos teoremas, temos que

Corolario. Qualquer anel maximal de um anel comutativo com identidade é
ideal primo.
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