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2.1 semigrupos - conceitos basicos

Definicdo 2.1. Um par (S, x) diz-se um grupdide se S é um conjunto e x é uma operacdo bindria

em S, i.e., se x é definida por

*x:9x8§ — S

(x,y) — xzxy.
Definicdo 2.2. Seja (S, *) um grupdide. A operacdo * diz-se comutativa se
axb="bxa, Va,b e S.
Nestas condicdes, dizemos que (.S, *) é comutativo ou abeliano.

Exemplo 2.3. » Se * é definida por x x y = ’”—ery em S = R, entdo, (S,*) é um grupdide

abeliano.
= Se x € definida por xz xy =x —y em S =N, entdo, (S, *) ndo é um grupdide.
= Se x € definida por x xy =3 em S = N, entdo, (S,*) é um grupdide comutativo.

» Se x é a adic3o ou a multiplicagcdo usuais de classes em Z,,, com n € N, ent3o (Z,*) é um

grupdide comutativo.



Exemplo 2.4. Sejam S = {a,b,c} e x a operagdo bindria definida pela seguinte tabela (3 qual se

chama tabela de Cayley):

x|a b c
jabb
blb a ¢
clb ¢ a

Entdo, (S,*) é um grupdide comutativo. O facto de todas as entradas da tabela serem elementos
de S permite concluir que x é uma operacdo bindria e o facto de a tabela ser simétrica relativamente

a sua diagonal principal permite concluir que a operagcdo bindria * é comutativa.

Definicdo 2.5. Seja (S, *) um grupdide. A operagdo * diz-se associativa se
ax(bxc)=(axb)xc, Va,bceS.

Nestas condicdes, escrevemos apenas a x b * ¢ e dizemos que o grupdide (S, *) é um semigrupo.

Exemplo 2.6. O conjunto dos nidmeros inteiros constitui um semigrupo quando algebrizado com a

multiplicacdo usual.

Exemplo 2.7. O primeiro grupdide do Exemplo 2.3 ndo é um semigrupo. De facto,

y+z x4y
T+ 5 _ :n—&—y—l—z#x—i—y—i— 2 _ 3 +z:($*y)*z‘

2 4 4 2

Exemplo 2.8. O grupdide do Exemplo 2.4 ndo é um semigrupo. De facto, temos que a * (c % ¢) =

zH(y*z) =

axa=ae(axc)xc=bxc=c.

Observacdo. Quando uma operacdo binaria estd definida por uma tabela de Cayley, para se
verificar que a operacdo é associativa, é necessario verificar todos os casos possiveis de operar trés
elementos (se o conjunto tem n elementos, serd necessirio verificar n? igualdades, o que obriga
a efetuar 4 x n3 célculos. Existe um teste de verificacdo da associatividade em tabelas de Caley
- teste de associatividade de Light - que simplifica aquele procedimento, mas que ndo o otimiza

significativamente.

Num grupdide ou semigrupo, destacam-se alguns elementos, tendo em conta os resultados obtidos
quando os operamos com eles préprios ou com outros elementos. De seguida, apresentamos alguns

desses elementos.



Definicdo 2.9. Seja (S, ) um grupdide. Um elemento a € S diz-se um elemento idempotente se

a*a=a.

Exemplo 2.10. No grupéide do Exemplo 2.3, todos os elementos sdo idempotentes. De facto, para

ztx
2

todox €S, xxx = =1z

Definicdo 2.11. Seja (S, *) um grupdide. Um elemento 0 € S diz-se elemento zero ou nulo se
Oxa=ax0=0, Ya € S.

Definigdao 2.12. Seja (S, %) um grupdide. Um elemento e € S diz-se elemento neutro ou elemento
identidade se

axe=ex*xa=a, Ya € S.

Resulta imediatamente das definicGes anteriores que um elemento neutro e um elemento zero de
um grupdide sdo elementos idempotentes. Vejamos que num grupdide n3o podem existir simulta-
neamente dois elementos neutros. Assim, quando existe, podemos referir-nos ao elemento neutro e

destaca-lo com notagdo prépria.
Proposicao 2.13. Num grupdide (S, x) existe, no maximo, um elemento neutro.

Demonstragdo: Suponhamos que (.9, *) admite dois elementos neutros, e e ¢’. Ent3o, porque e é
elemento neutro,

exe =¢.
Por outro lado, porque €’ é elemento neutro,
€ *x 6, = €.

Logo, e = ¢€'. O

De modo analogo, provamos que, num grupdide, existe no maximo um elemento zero.

Definicdo 2.14. Um semigrupo (S, *) que admita elemento neutro diz-se um mondide ou um se-

migrupo com identidade. O dnico elemento neutro existente num mondide (S, *) representa-se por
s
Exemplo 2.15. O semigrupo (N, %) onde * esta definida por

a* b= 2ab, Va,b € N,

ndo admite elemento neutro.



Exemplo 2.16. No semigrupo S = {a,b,c,d} algebrizado com a operacdo x definida pela tabela

xla b ¢ d
ala b ¢ d
blb ¢ d a
clec d a b
dld a b c

é um mondide, pois a é elemento neutro.

Definicdo 2.17. Sejam (S, *) um semigrupo com identidade e a € S. Um elemento a' € S diz-se

elemento oposto dea sea*xa’ =a' *xa = 1g.

Proposi¢cao 2.18. Num semigrupo (S, ) com identidade, um elemento a € S tem, no maximo, um

elemento oposto.

Demonstracdo: Suponhamos que a € S admite dois elementos opostos, a’ e a”. Ent3o,

!/ / / " / " " 2
a=axlg=a *(a*a):(a *a)*a =lgxa =a".

Logo, quando existe, o oposto de um elemento é (nico. O

2.2 poténcia natural de um elemento num semigrupo

Caso n3o haja ambiguidade quanto a operagdo *, referimo-nos muitas vezes ao grupdide (respetiva-
mente, semigrupo, mondide) (.S, %) como o grupdide (respetivamente, semigrupo, mondide) S. Para
representarmos a opera¢do binaria definida num conjunto podemos usar dois tipos de linguagem: a

multiplicativa e a aditiva. Nestes casos temos:

Linguagem multiplicativa Linguagem aditiva

a b= ab (produto de a por b) axb=a+b (asoma dea porb)

a1 é o oposto ou inverso de a —a é o oposto ou simétrico de a

A n3o ser que seja referido, trabalhamos normalmente com a linguagem multiplicativa.



Dado um elemento a de um semigrupo .S, utilizamos a seguinte notacdo para representar os

seguintes produtos (ou somas):

Linguagem multiplicativa Linguagem aditiva
a® = aa 2a=a+a
a® = aaa Ja=a+a+a
a = aa---aq nao=a-+a+---+at+a comn €N
+a+---+a+ ( )
n vezes n vezes

A a™ chamamos poténcia de a e a na chamamos miltiplo de a.

A potenciacdo natural em semigrupos satisfaz as propriedades apresentadas na seguinte proposi¢ao.
Proposicdo 2.19. Sejam S um semigrupo, m,n € N ea € S. Ent3o,
(i) a™a™ = a™*t" [ ma+na=(m+n)a l;
(i) (a™)" =a™ [ n(ma) = (nm)a |.

Demonstragdo: A demonstragdo é feita por indugdo (exercicio). O
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3.1 generalidades

Definicao 3.1. Seja G um conjunto no qual estd definida uma operacdo bindria. Entdo, G diz-se
um grupo se G é um semigrupo com identidade e no qual todos os elementos admitem um dnico
elemento oposto, i.e., G é grupo se:
(G1) A operagdo binaria é associativa em G;
(G2) (3e € G) (Va € G) ae = ea = a;
(G2) (Va € G) (Fa! €G) aac ' =a"la=e.
Se a operacdo for comutativa, o grupo diz-se comutativo ou abeliano.
Exemplo 3.2. (R, +) é grupo abeliano (+ é a adicdo usual de niimeros reais).
Exemplo 3.3. (R,-) ndo é grupo (- é a multiplicagdo usual de nimeros reais), mas (R\ {0} ,-) é

grupo abeliano.

Exemplo 3.4. (Z,-) ndo é grupo (- é a multiplicacdo usual de nimeros inteiros), mas (Z,+) é grupo

abeliano (+ € a adicdo usual de ndmeros inteiros).

Exemplo 3.5. Um conjunto singular, {z} , quando algebrizado com a tinica operacdo binaria possivel,

x xx = x, é um grupo abeliano (chamado, obviamente, de grupo trivial ).

Exemplo 3.6. O conjunto G = {x, e}, quando algebrizado com a operacdo definida pela tabela




é um grupo abeliano.

Exemplo 3.7. Sejan € N. Sendo @ e ® as operacdes de adicdo e multiplicacdo usuais de classes de
Ly, temos que (Zy,,®) é grupo e (Zy,,®) ndo € grupo. Sendo 7., = Z,\{[0],}, temos que (Z,®)
€ grupo se e s6 se n é primo. No caso de n = 4, as operagcdes & e Q em Z, podem ser definidas

pelas tabelas

®@|0 1 2 3 ®[0 1 2 3
00 1 2 3 0/0 0 0 O
11 2 3 0 e 1101 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 21

Repare-se que, neste caso, (Z},®) ndo é um grupdide, pois 2® 2 =0 ¢ Z%. Uma situagcdo andloga

verifica-se em qualquer 7Z;,, com n n3do primo.

Exemplo 3.8. Sejan € N. O conjunto das matrizes reais quadradas de ordem n, quando algebrizado
com a multiplicacdo usual de matrizes, ndo é um grupo. No entanto, o conjunto das matrizes
reais quadradas de ordem n invertiveis é um grupo ndo abeliano quando considerada a mesma
multiplicagdo. A este grupo chama-se grupo linear geral de ordem n e representa-se por GL,(R) ou
GL(n,R).

Exemplo 3.9. Seja X um conjunto ndo vazio. O conjunto F(X) das funcées de X em X é um
semigrupo ndo abeliano quando algebrizado com a composicdo usual de fungbes. Ja o conjunto
Sx ={f € F(X): f é bijetiva} é um grupo quando algebrizado com a mesma operacdo. Prova-se
este grupo é ndo abeliano se o conjunto X tiver pelo menos trés elementos distintos. Este tipo de
grupos, aos quais chamamos grupos simétricos, tém grande importancia na Teoria de Grupos e serdo

estudados com algum detalhe no final deste capitulo.

Exemplo 3.10. Seja D3 o conjunto das isometrias num tridngulo equilatero.

1

O conjunto D3 tem exatamente seis elementos, trés rotacées e trés simetrias axiais.

As rotagbes, de dngulos com 0°, 120° e 240° de amplitude, sdo, respetivamente:
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que podemos representar por p1 = :
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que podemos representar por py =
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que podemos representar por 03 =
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—
w

1 3
1 2 3
ol g i que podemos representar por o = . :
2 3 2 1
& A

Considerando a composicdo usual de funcées, obtemos a tabela:

o|pr p2 p3 61 B2 03

pi|p1 p2 p3 01 B2 O3
p2 | p2 ps p1 O3 61 02
ps | p3 p1 p2 B2 O3 O
Or |61 02 O3 p1 p2 ps3
by | 62 O3 61 p3 p1 p2

O3 |03 61 O pa p3 p1

O grupo D3 é o menor grupo ndo abeliano que se pode definir, no sentido em que qualquer grupo

com um numero inferior de elementos é abeliano. A este grupo é costume chamarmos grupo diedral



do tridngulo. Este grupo n3o é mais do que o grupo simétrico Sx, com X = {1,2, 3}, referido no

exemplo anterior.

De seguida, apresentamos alguns resultados basicos na teoria de grupos.

Proposicdo 3.11. Num grupo G sio vilidas as leis do corte, i.e., para x,y,a € G,
ar=ay =T =Y e Ta=ya= T =71.

Demonstracdo: Sejam a,z,y € G. Entéo,

ar =ay = a '(azx)=a""'(ay)
= (a_la) T = (a_la) Y
= lgz=1gy
= T =y.
A segunda implicacdo demonstra-se de modo anéalogo. O

Repare-se que existem semigrupos que ndo sdo grupos nos quais se verifica a lei do corte. O

exemplo seguinte ilustra esta situacdo.

Exemplo 3.12. Seja Z\ {0} algebrizado com a multiplicacdo usual de inteiros. Este semigrupo
comutativo com identidade satisfaz as leis do corte, mas ndo é um grupo, pois os tinicos elementos

que admitem inverso sdo 1 e -1.

Teorema 3.13. Num grupo G, as equagbes ax = b e ya = b, admitem uma dnica solucdo, para
quaisquer a,b € G.
Reciprocamente, um semigrupo S no qual as equagées ax = b e ya = b admitem solugdes tnicas,

para quaisquer a,b € S, é um grupo.

Demonstracdo: Suponhamos, primeiro, que GG é um grupo. Ent3o, para a,b € G, os elementos
a"'b e ba~! de G sdo solucBes das equacdes ax = b e ya = b, respetivamente. A unicidade destas

solucdes resulta do facto de as leis de corte serem véalidas em G.



Reciprocamente, sejam .S um semigrupo e a € S. Ent3o, existem solugdes Unicas das equacdes
ar = a e ya = a. Sejam e e €’ essas solucdes, respetivamente. Ent3o, como para todo b € S existe

um Unico ¢ € S tal que b = ca, temos que
be = (ca)e = c(ae) = ca = b.

Logo, e é elemento neutro a direita em S. De modo anéalogo, provamos que ¢’ é elemento neutro 3
esquerda. Assim,
e=ce=c¢
e, portanto, e é elemento neutro do semigrupo S.
Seja a € S. Entdo, existem solucdes (nicas das equacdes ax = e e ya = e. Sejam a’ e a” essas

solucdes, respetivamente. Temos ent3o que aa’ = ¢ e a”’a = e. Logo,

a” — a//e — a// (aa/) — (a//a) CL/ — 6a// — a/’
pelo que cada elemento a € S admite um oposto a’ € S. Portanto, S é um grupo. O
Proposicao 3.14. Seja S um semigrupo finito que satisfaz as leis do corte. Entdo S é um grupo.

Demonstracdo: Seja a um elemento qualquer de S. Entdo, as aplicagles pq, Ay : S — S definidas
por, respetivamente, p, () = xza e A\, (z) = az, x € S, sdo injetivas. De facto, para x,y € S, tendo
em conta as leis do corte,

Pa () =pa(y) S za=ya=2x=y

A () =X (y) S ar=ay =z =y.
Logo, sendo S um conjunto finito, temos que as duas aplica¢es sdo também sobrejetivas, pelo que
as duas equagdes
axr=beya=0>
tém solugdes tnicas em S. Assim, pela proposi¢cdo anterior, o semigrupo S é um grupo. O

Proposicdo 3.15. Seja G um grupo. Ent3o:
(i) 15! = 1g;
(ii) (a‘l)_1 =a, VYaecG;
(i) (ab) "t = b"la"!, Va,b€ G;

(iv) (arag---an) ' =a;---aytay,  (Yn € N)(Yay,ag,...,a, € G).

Demonstracao: Exercicio. O



3.1.1 poténcia inteira de um elemento num grupo

Dado um elemento a de um grupo G e p € Z, define-se

a’ =aa---q sepe€Zt;
P vezes
al =1¢ se p = 0;

=@ P=@@?)" sepeciZ .

Em linguagem aditiva temos

pao=a+a+---+a se ZT;
—_——
P vezes
pa = 1g se p=0;

pa=(=p)(=a)=—((-p)a) sepecZ.

Proposicao 3.16. Sejam G um grupo, x € G e m,n € Z. Ent3o,
i) xMa" = gmtn (na linguagem aditiva: mz +nx = (m+n)x );

i) (@) = @™ (na linguagem aditiva: n (ma) = (nm)z ).

Demonstracao: Temos de considerar varios casos.

Caso 1: Sejam m,n € Z™'. O caso resulta imediatamente da definic3o.

Caso 2: Sejam m,n € Z~. Entdo, m = —le n = —kcom [,k > 0, pelo que
RS (xz) -1 (xk:)_l _ (xkxl)_l _ (ka)_l _
_ x—(k—‘rl) _ x—k—l — M

Por outro lado,

Caso 3: Sejam m,n € Z tais que m > 0,n < 0 e |m| > |n|. Entdo, n = — com m > 1 > 0,
pelo que

-1
M — xmflJrlel — xmflxl (l‘l> — xmfllc — xmfl — mern’



o que prova (i). Por outro lado,

0 que prova a condi¢&o (7).
Caso 4. Sejam m,n € Z taisque m > 0, n < 0 e |m| < |n|. Entdo,n = —l com [ > m > 0, pelo
que
M =Ml =™ (a:l)_l = g™ (xl_m+m)_1 =™ (azl_mxm)_l =
= g™ (z™)7! (ml*m)_l = lgr—U=m) = g—l+m — gntm
A demonstragdo de (ii) é igual ao caso 3.
Os casos em que pelo menos um dos inteiros é zero s3o triviais e qualquer outro caso ¢ igual aos

casos 3 ou 4. O

3.2 subgrupos

Definicao 3.17. Seja G um grupo. Um seu subconjunto ndo vazio H diz-se um subgrupo de G se

H for grupo para a operagcdo de G restringida a H. Neste caso escrevemos H < G.
Exemplo 3.18. Um grupo n3o trivial G tem, pelo menos, dois subgrupos: {1¢} (subgrupo trivial)
e G (subgrupo impréprio).

O grupo trivial G = {1¢} tem exatamente um subgrupo: o subgrupo impréprio (que é igual
aosubgrupo trivial).
Exemplo 3.19. O grupdide (Z,+) é subgrupo de (R, +).
Exemplo 3.20. O grupdide (Z\{0},-) ndo é subgrupo de (R\ {0},-) pois (Z\ {0} ,-) ndo é um
grupo.
Exemplo 3.21. Seja G = {e,a,b,c} o grupo de 4-Klein, i.e., o grupo cuja operacio é dada pela

seguinte tabela

ele a b c
ala e ¢ b .

blb ¢ e a

cle b a e

Os seus subgrupos s3o: {e,a,b,c},{e},{e,a},{e, b} e{e,c}.



Exemplo 3.22. Seja Z4 = {0,1,2,3} o conjunto das classes médulo-4 algebrizado com a adic3o,

ie.,
+]10 1 2 3
00 1 2 3
1/1 2 30
212 3 0 1
313 0 1 2

Ent3o, (Z4,+) é grupo e os seus subgrupos sdo: {0,1,2,3},{0} e {0,2} .

Exemplo 3.23. Relativamente ao grupo ndo comutativo D3 = {p1, p2, p3, 61, 02,03} apresentado

no Exemplo 3.10, cuja tabela de Cayley é

o |p1 p2 p3 b O 03

pr|p1 p2 p3 O1 02 O3
p2|p2 p3 p1 O3 01 02
p3 | p3 p1 p2 B2 O3 0O
b |61 B2 03 p1 p2 p3
Oy |62 O3 01 p3s p1 p2

O3 |03 61 02 p2 p3 p

os seus subgrupos sdo {p1}, {p1,p2,p3}, {p1,01}, {p1,02} e {p1,0s}.

Trabalhando apenas com a definicdo, o tinico modo de listarmos todos os subgrupos de um grupo
(como nosexemplos anteriores) é verificar se cada um dos seus subconjuntos é ou ndo grupo para a
restricdo da operacdo. Se o grupo tem n elementos, o conjunto admite 2™ subconjuntos, o que pode
tornar o procedimento bastante longo. De seguida, apresentamos alguns resultados que permitem

facilitar o processo.

Proposicdo 3.24. Sejam G um grupo e H < G. Ent&o:
(i) O elemento neutro de H, 1, é o mesmo que o elemento neutro de G, 1¢;

(ii) Para cada h € H, o inverso de h em H é o mesmo que o inverso de h em G.



Demonstracao: (i) Porque 1z é elemento neutro de H, temos que
1gly = 1g;
por outro lado, como 1 é elemento neutro de G e 1y € GG, temos que
lgla = 1g.
Logo,
lgly = 1glg,

pelo que, pela lei do corte,

1l =1g.

(ii) Sejam h € H, h=! o inverso de h em G e I/ o inverso de hem H. Ent3o,
hh =1 =1¢g = hh~1L.

Logo, pela lei do corte,
B =ht.

3.2.1 critérios de subgrupo

As duas proposicGes apresentadas nesta seccdo permitem simplificar a verificacdo se um dado sub-

conjunto do grupo é ou ndo um seu subgrupo.

Proposicao 3.25. Sejam G um grupo e H C G. Entdo, H < G se e sé se sdo satisfeitas as seguintes
condi¢des:

(i) H # 0

(i) z,y € H = a2y € H;

(ilze H=a2"'cH.

Demonstracdo: Suponhamos que H < G. Ent3o:
(i) H # 0, pois 1 € H;
(ii) dados x,y € H, como H é um grupdide, zy € H;
(iii) dado = € H, como todo o elemento de H admite inverso em H e este é igual ao inverso

em G, entdo 27! € H.



Reciprocamente, suponhamos que H C G satisfaz as condi¢des (i), (ii) e (iii). Entdo
(a) H é grupdide por (ii);
(b) dado = € H (este elemento existe por (i)), x~1 € H (por (iii)), pelo que 1g = zx~! € H
(por (if));
(c) qualquer elemento de H admite inverso em H (por (iii)).

Como a operacdo é associativa em (G, também o é obviamente em H e, portanto, concluimos
que H < G. O

Proposicao 3.26. Sejam G um grupo e H C G. Ent3o, H < G se e s6 se sdo satisfeitas as seguintes

condigdes:

(i) H # 0
(i) v,y € H = zy~! € H.

Demonstracdo: Basta provar que i) + ii) > a) + b) + ¢), onde a), b) e c) sd as condi¢des da

proposicado anterior. (Exercicio) O

Observacdo. As duas (ltimas proposicdes s3o habitualmente referidas como critérios de sub-
grupo. S3o equivalentes e, por isso, a escolha de qual usar para provar que um subconjunto de um
determinado grupo é ou n3o subgrupo deste depende do gosto e destreza de quem estd a realizar a

prova.

3.2.2 exemplos de subgrupos importantes

Dado um grupo G, é possivel identificar subgrupos sem ter de percorrer a lista de subconjuntos de

G. Nesta seccdo apresentamos alguns exemplos.

e centralizador de um elemento

Definicao 3.27. Sejam G um grupo e a € G. Chama-se centralizador de a ao conjunto

C(a)={z€G|axr==za}.



Exemplo 3.28. Considere-se o grupo diedral do tridngulo D3, cuja tabela é

o |pt p2 p3 O O 03

pr|p1 p2 p3 O1 02 O3
p2 | p2 p3 p1 O3 61 02
p3 | p3 p1 p2 B2 O3 01 .
b |6 B2 03 p1 p2 p3
O | 02 03 601 p3 p1 p2

O3 |03 61 O pa p3 p1

Entao,
C(p1) = D3, C(p2) = C(p3) = {p1, p2, p3}, C(01) = {p1,01}, C(02) = {p1,02}
e C(03) = {p1,0s}.

Observagdo. Da definicdo, resulta que, se G é um grupo abeliano, entdo C(a) = G, para todo
a€ (.

Proposicao 3.29. Seja G um grupo. Ent3o, para todo a € G, C (a) < G.

Demonstracao: Seja a € G. Entao,
(i) C (a) # 0, pois 15 € G é tal que 1ga = alg e, portanto, 1 € C (a);
(i) dados x,y € C (a), temos que zy € G e

a(ry) = (ax)y = (va)y = z (ay) = = (ya) = (zy) a,

pelo que zy € C' (a);
(iii) dado x € C (a), temos que 1 € G e

ar = xa

pelo que x71 € C'(a).
Logo, C (a) < G. O



e centro de um grupo

Definicao 3.30. Seja G um grupo. Chama-se centro de G ao conjunto
Z(G)={reG|YaeG, azr=uza}.

Exemplo 3.31. Z(D3) = {p1}.

Observagdo. Da definic3o, resulta que, se G é um grupo abeliano, entdo Z(G) = G.
Proposicao 3.32. Seja G um grupo. Entdo, Z (G) < G.

Demonstracdo: Seja G um grupo. Entdo,
(i) Z (G) # 0, pois 1 € G é tal que, paratodoa € G, 1ga = alg e, portanto, 15 € Z (G);
(ii) dados x,y € Z (G), temos que zy € G e, para todo a € G,

a(ry) = (ax)y = (za)y = z (ay) = = (ya) = (vy) a,
pelo que zy € Z (G);
(i) dado z € Z (@), temos que x~ ! € G e, para todo a € G,

7t = (afla) e = (a:*la) (a:*lm) = (Jflaafl) T =

= z(27az) = (z27") (a27') = 1g (a2™") = az™,

pelo que x71 € Z (G) . Logo, Z (G) < G. O

e interseccao de subgrupos

Proposicao 3.33. Sejam G um grupo e H, K < G. Entdo, HN K < @G.

Demonstracao: Sejam G um grupo e H, K < (G. Entao,
(i) HNK # 0, pois 1 € H e 1g € K, pelo que 16 € HN K;
(ii) dados z,y € H N K, temos que z,y € H e z,y € K, pelo que xy € H e zy € K. Logo,
xy € HN K.
(ii) dado x € HN K, temos que € H e x € K, peloque 27! € H e 27! € K e, portanto,
' e HNK.
Logo, HN K < @G. O



Corolario 3.34. Seja G um grupo. Ent3o, a interseccdo de uma familia ndo vazia de subgrupos de

G é ainda um subgrupo de G.

Observacao. Sempre que se fala na intersecdo de subonjuntos, é natural questionar o que acontece
com a unido desses mesmos subconjuntos. No geral, a unido de dois subgrupos de um grupo G
ndo é um subgrupo de G. Por exemplo, a unido dos subgrupos 2Z e 37Z do grupo (Z,+) ndo é um
subgrupo de Z, uma vez que 2,3 € 2ZU3Z e 2+ 3 = 5 ¢ 2ZU3Z. Facilmente se prova que a unido
de dois subgrupos de um grupo G é um subgrupo de G se e sé se um dos subgrupos esta contido

no outro.

e subgrupo gerado

Proposicdo 3.35. Sejam G um grupo e @ # X C G. Consideremos
H={HCG|H<G e XCH}

(i.e., H é o conjunto de todos os subgrupos de G que contém X ). Entdo, (| H é o menor
HeH
subgrupo de G que contém X.

Demonstragdo: Sejam G um grupoe H={H CG|H <G e X C H}. Entdo, como H # ()
(porque G € H), pelo corolario da proposi¢do anterior, (| H < G.

HeH
Mais ainda, pela definicdo de H, temos que, X C () H.
HeH
Finalmente, seja K < G tal que X C K. Entdo, K € H e, portanto, (| H C K.
HeH
Concluimos entdo que () H é o menor subgrupo que contém X. O

HeH

Definicao 3.36. Sejam G um grupo e @ # X C (. Chama-se subgrupo de G gerado por X, e
representa-se por (X), ao menor subgrupo que contém X.
Se X = {a}, entdo escrevemos (a) para representar (X) e falamos no subgrupo de G gerado

por a.

Observagdo. Pela proposi¢do anterior, temos que (X) é a intersecgdo de todos os subgrupos de G

que contém X.

Proposicao 3.37. Sejam G um grupo e a € G. Entdo, (a) = {a" | n € Z}.



Demonstracao: Sejam G um grupo e a € G. Seja B = {a" | n € Z} . Ent3o,
(i) B # 0, pois 1 = ae, portanto, 1¢ € B;

(ii) dados x,y € B, sabemos que existem n,m € Z tais que x = a" e y = a"",

Como —m,n —m € Z, temos que zy~' € B. Logo, B < G.
Mais ainda, como 1 € Z, temos que a € B.

Finalmente, seja H < G tal que a € H. Entao,

re€B = (IneZ) zxz=a"
= zveH (pois H < G).

Logo, B C H e, portanto, (a) = B. O

3.3 ordem de um elemento

Terminamos a Gltima secgdo provando que, dados um grupo G ea € G, (a) = {a" : n € Z}. E 6bvio
que, no caso de a = 1¢, o subgrupo reduz-se ao subgrupo trivial. Mais ainda, no grupo (R\{0}, "),
é facil ver que (—1) = {—1,1}. Torna-se, portanto, ébvio que, embora o subgrupo gerado esteja
definido a custa do conjunto dos inteiros, nem sempre vamos obter um ndmero infinito de elementos.

Nesta seccdo vamos explorar esta ideia.

Definicao 3.38. Sejam G um grupo e a € G.
(i) Diz-se que a tem ordem infinita, e escreve-se o (a) = oo, se ndo existe nenhum p € N tal
que a? = 1¢.

(ii) Diz-se que a tem ordem k (k € N), e escreve-se o(a) = k, se

(a) ak = 1g;

(b) peN e a’=1g=Fk<p.

Exemplo 3.39. No grupo (R,+) a ordem de qualquer elemento ndo nulo a € infinita. Por outro
lado, 0 (0) = 1.



Exemplo 3.40. Seja G = {e,a,b,c} o grupo 4-Klein. Entdo, a tabela de Cayley é

e a b c

ele a b ¢
ala e ¢ b .
blb ¢ e a

cle b a e

Facilmente se verifica que o(e) =1 eo(a) =o0(b) =o0(c) = 2.
Exemplo 3.41. No grupo Z4 = {0,1,2,3}, temos que:

(i) 0(0) =

(i) o(1) =4, pois1 #0,1+

(iii) 0(2) =2, pois2 #0 e 2
(iv) 0 (3) = 4, pois 3 # 0,3 +

N3o é coincidéncia o facto de, nos exemplos apresentados, o (inico elemento com ordem 1 ser a

2
3 =2+40,3+3+3=1#0e3+3+3+3=0.
identidade do grupo. Este é um resultado da Teoria de Grupos que provamos de seguida.

Proposicdo 3.42. Num grupo G o elemento identidade é o dnico elemento que tem ordem 1.

Demonstragdo: E 6bvio que o (1) = 1. Provemos agora que é (nico elemento nestas condi¢des.

Suponhamos que a € G é tal que o (a) = 1. Entdo, a' = 1g, i.e., a = 1. O

Os préximos resultados permitem-nos estudar a cardinalidade do subgrupo gerado por um ele-

mento de um grupo em fungdo da ordem desse elemento.

Proposicdo 3.43. Sejam G um grupo e a € G um elemento com ordem infinita. Entdo, para
m,n € 7,

a™ # a" se m # n.

Demonstracdo: Sejam m,n € Z tal que o™ = a™. Ent3o,

a"=ad" = ad"a"=d"aT" =1g
= " "=ad""=1g
= g™l = 1q
= |m—-n|=0 (0(a) = o0)
= m=n.



Logo, se m # n entdo a™ # a™. O

Corolario 3.44. Sejam G um grupo e a € G um elemento com ordem infinita. Entdo, (a) tem um

ndmero infinito de elementos.
Demonstragdo: Imediata, tendo em conta que (a) = {a" | n € Z} e a proposi¢do anterior. O
Corolario 3.45. Num grupo finito nenhum elemento tem ordem infinita.

Demonstracdo: Sejam G um grupo finito e a € G. Se 0 (a) = oo, entdo, (a) é infinito e, portanto,

n3o pode ser um subconjunto de G. O

Proposicao 3.46. Sejam G um grupo, a € G e k € N tal que o (a) = k. Entao,
(i) se um inteiro n. tem r como resto na divisdo por k entdo a" = a';
(i) paran € Z, a" = 1g < k| n;
(i) (a) = {1g,al,a?,...,a"1};
(iv) (a) tem exatamente k elementos.

Demonstracao: (i) Sejam n € Z e 0 < r < k para os quais existe ¢ € Z tal que n = gk +r. Ent3o,
a = q?t = g9k q" = (ak)qar =1La" =1ga" =d".
(ii) Pretendemos provar que a” = 1g < k | m, ou seja, que
a"=1g< m=kp paraalgumpeZ.
Suponhamos primeiro que m = kp para algum p € Z. Ent3o,
a™ =g = (ak)p =17, = 1g.

Reciprocamente, suponhamos que a™ = 1. Sabemos que, pelo algoritmo da divisdo, existem

pE€Ze<r<ktais que m = kp + r e, portanto,
m kp+r EN? p_r r r
lg=a"=a =la a =1ga" =1ga =a'.

Como o (a) =k, temos que r =0 (pois 0 < r < k ek <rser >1). Logo, m = kp.
(iii) Sabemos que (a) = {a™ | n € Z} . Obviamente, temos que {1g,a,a? a®,...,a" '} C (a).

Provemos agora a inclusdo contréria.



Seja x € (a) . Entdo,
x=ad para algum p € Z.
Sep€{0,1,2,3,...,k — 1} entdo x € {1g,a,a* d, ... ,a*"1}.
Sep¢{0,1,2,3,...,k — 1} entdo sabemos, por (i), que existe 0 < r < k — 1 tal que a? = a.
Logo, (a) C {e,a,aQ,a?’, .. .,ak_l} e a igualdade verifica-se.
3 ak-1

(iv) pretendemos provar que, na lista 1g,a,a? a?, ..., ndo ha repeticao de elementos.

Suponhamos que sim, i.e., suponhamos que
a? = af com0<g<p<k-—1.
Entdo,p—g>0ce
a’ ! =aPa"?=qa%"? = 1qg,

pelo que K <p—q <k —1, o que é impossivel. Logo, ndo had qualquer repeticdo e o subgrupo (a)

tem exatamente k elementos. O

3.3.1 algumas propriedades
Proposicio 3.47. Sejam G um grupo e a,b € G. Ent3o, a e b—'ab tém a mesma ordem.

Demonstracgao: Suponhamos que o(a) = ng é finita. Porque a operagdo é associativa, temos que

b=lab)™ = b~1a™b. Logo, como a™ = 1¢, obtemos
( g

(b tab)™ =b " Mgb=b"1b = 15.
Suponhamos agora que k é um inteiro positivo tal que (b~'ab)* = 1. Entio,

(blab)k =1 < b ldkb = 1g
& bbb takb) b~ = blgb~!
& (bbb~ )a* (b = 1¢
=k = 1.
Como a ordem de a é ng, segue-se que k > ng. Assim, ng é, de facto, o menor inteiro positivo n tal
que (b~1ab)™ = 1g, ou seja, o(b~1ab) = ny.
Mostramos de seguida que, se a tiver ordem infinita, ent3o, b~ lab também tem ordem infinita,

usando a regra do contrarreciproco. Suponhamos que o(b~'ab) = k é finita. Entdo, pelo que

acabamos de provar, o (b(b~'ab)b™!) = k e, portanto, o(a) = k ¢é finita. O



Resta observar que, se G é abeliano, o resultado anterior ndo tem qualquer interesse porque se
reduz a o(a) = o(a).

Proposicao 3.48. Seja G um grupo e a € G um elemento de ordem finita n. Entdo, para qualquer

n

p €N, o(a?) =%, onde d = m.d.c.(n,p).

Demonstracédo: Sejam p € N e d = m.d.c.(n,p). Entdo 5,5 € N e d = an + yp, para certos
x,y € Z. Temos

= la.

Qalrs

(@) = (") =1

Se k € N é tal que (a?)* = 1g, entdo, como o(a) = n, temos que n | pk (ponto 2 da Proposicio

3.46, i.e., pk = nq para certo ¢ € N.
d=axn+yp = dk = ank+ypk = znk + ynqg = n(zk + yq)
=k = %(zk +yq),

pelo que % | k. Portanto, o(a?) = 4. O

Exemplo 3.49. Considere-se o grupo (Z3,,®). Facilmente se verifica que, neste grupo, o ([2]31) = 5.

Entao, :
o([8]31) = o ([2]3;) = oG 5.

Lema 3.50. Sejam G um grupo e a,b € G. Entdo, para qualquer inteiro positivo k,
(ab)* = 1¢ & (ba)* = 1¢.
Demonstracdo: Sejam a, b elementos arbitrarios de um grupo G e k um inteiro positivo. Temos:
(ab)f =1¢ < (ab)**! =ab
& a(ba)kb = ab
& a7 [a(ba)*b] b7t = a7 (ab)b~!
& (e ta)(ba)k (b~ 1) = (ata)(bb71)

=4 (ba)k =1q. O



Proposicao 3.51. Sejam G um grupo e a,b € G. Se ab tem ordem finita entdo o(ba) = o(ab).

Demonstracao: Trivial, tendo em conta o lema anterior. O

Proposicdo 3.52. Sejam G um grupo e a € G. Entdo, o(a™ ') = o(a).
Demonstracao: O resultado é imediato tendo em conta que, para todo k € Z,

at = lg & (a_l)k =1g. Il

Proposicao 3.53. Se a e b sdo elementos de ordem finita de um grupo abeliano G, entdo o(ab) |

o(a) o(b).

Demonstracgao: Se GG é abeliano, entdo, para todo n € Z, (ab)™ = a™b". Assim, temos que
(ab)?(@) 0(0) = gola)o®)pola)o(®) — (gola))o®) (pob)yela) — (1,190 (15)°(0) = 14514 = 1¢.

Pelo ponto 2 da Proposicdo 3.46 estamos em condi¢des de concluir que o(ab) | o(a) o(b). O

Exemplo 3.54. No grupo aditivo (Zs), temos que o ([2]¢) =3, 0([3]s) =2 e o ([4]s) = 3.
Temos que

o([2]6 @ [4]6) = o ([0]6) = 1 e o([2]) o ([4]6) = 3 x 3 =9.

Temos também que

o([2]6 ® [3]6) = o([5]s) =6 e o([2]s) 0 ([3]s) =3 x 2 =6.

3.4 o teorema de Lagrange

Nesta sec¢do apresentamos um resultado fundamental no estudo dos sungrupos de um grupo. Para
o fazer, comecamos por observar que, partindo da operacao de um grupo GG, podemos definir uma
operacdo no conjunto dos subconjuntos de G que confere a este conjunto a estrutura de semigrupo

com identidade.



Definicao 3.55. Sejam G um grupo e X, Y C (. Chama-se produto de X por Y, e representa-se

por XY, ao conjunto

{rzyeG:zeXeyeY} seX#DeY #0;
0 seX=0ouY =0.

XY =

Exemplo 3.56. No grupo D3, se X = {p1,p2} e Y = {p1,p2,01}, temos que

XY = {pip1, p1p2, p101, p2p1, p2p2, p261}
= {p1,p2,61, p2, p3,03}
= {p1,p2,01, p3,03}.

O exemplo anterior mostra que, se os subconjuntos X e Y de um grupo G forem finitos, com

m e n elementos, o conjunto XY tem, no maximo, mn elementos.

Proposi¢cao 3.57. Sejam G um grupo e P (G) = {X | X C G}. Entdo, P(G) é um semigrupo,

quando algebrizado com o produto de subconjuntos de G. |

Observacdo. Na pratica, a proposi¢do anterior assegura que dados um grupo G e A, B,C C G,
podemos falar no subconjunto ABC de G, uma vez que ABC = A(BC) = (AB)C. E também
importante referir que, de um modo geral, no semigrupo P(G), o elemento A~! n3o é elemento

oposto de A , como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 3.58. Seja G = {e,a,b,c} o grupo de 4-Klein, i.e., o grupo cuja operacio é dada pela
tabela

blb ¢ e a

cle b a e

Se A ={a,b}, entdo, A=' = {a=, b7} = {a, b}, pelo que
A7YA = {aa, ab,ba,bb} = {e, c} # {e}.

Logo, no semigrupo P(G), o elemento A~! ndo é o oposto do elemento A.



Para o estudo que vamos efetuar, interessa sobretudo considerar produtos de um subconjunto
singular por outro subconjunto. Assim, adoptamos a seguinte notagdo, para facilitar a escrita.

Notacao. Escreve-se aY para representar
{a}Y ={aye GlyeY}
e escreve-se X b para representar

X{b}={zbeG|zxe X}.

A multiplicacdo de subconjuntos de um grupo G esté associada a duas relagdes binérias definidas

por um seu subgrupo que apresentamos de seguida.

Proposicao 3.59. Sejam G um grupo e H < G. A relacdo =° ( mod H), definida em G por
Vr,y € G, r=y( mod H) <=z lycH

é uma relagdo de congruéncia a esquerda.

Demonstragdo: Primeiro, verifiquemos que =¢ ( mod H) é uma relac3o de equivaléncia. De facto:
(i) Para todo x € G, 27 'z = 1 € H, pelo que a relac3o é reflexiva.

(ii) Sejam z,y € G tais que x =° y ( mod H). Ent3o,
r="y( mod H)&z 'ye H=y 'z = (:16_11/)_1 €ceHey="2( modH).

Logo, a relacdo é simétrica.

(iii) Sejam x,y, z € G tais que © = y( mod H) e y =° z( mod H). Ento,

r=y( mod H) ey=°2( mod H) <= z 'ycHey '2¢H
= zlz=alyy lzeH

<— x=°z( mod H),

pelo que a relagdo é transitiva.

Verifiquemos agora que a relagdo é congruente 3 esquerda:



Sejam z,y € G tal que x =° y( mod H) e a € G. Queremos provar que az =° ay ( mod H).

De facto,
r=°y( mod H) <= z'ycH
— zleye H
— s lalaye H
— (az) laye H
<~ ar=°ay( mod H).
Concluimos ent3o que =° ( mod H) é uma relagdo de congruéncia a esquerda. O

Analogamente, provamos que
Proposicdo 3.60. Sejam G um grupo e H < G. A relacio =% ( mod H), definida em G por
Ve,y € G, l‘Edy( mod H) <= zy ' € H
é uma relagdo de congruéncia a direita. O

Definicdo 3.61. Sejam G um grupo e H < G. A relacio =¢ ( mod H) chama-se congruéncia

esquerda médulo H e 4 relacio =% ( mod H) chama-se congruéncia direita médulo H.

Cada uma destas relagdes de equivaléncia define em G uma particdo (que pode n3o ser neces-
sariamente a mesma). Representando por [a], a classe de equivaléncia do elemento a € G' quando

consideramos a congruéncia esquerda médulo H, temos que

z€fa, © 2=a( modH) ez 'acHe3hecH: 2 la=he

e

o dheH: 2 '=hate3dheH 2 =ah !z €aH,
pelo que
lal, =aH, Vaed.

De modo anélogo, representando por [a]; a classe de equivaléncia do elemento a € G quando

consideramos a congruéncia direita médulo H, temos que
la]l; = Ha, Vae€d.

Definicao 3.62. Sejam G um grupo e H < G. Para cada a € GG, o subconjunto aH designa-se por
classe lateral esquerda de a médulo H e o subconjunto Ha designa-se por classe lateral direita de a

moddulo H.



Proposicdo 3.63. Sejam G um grupo e H < G. Se H € finito ent3o cada classe médulo H tem a

mesma cardinalidade que H.
Demonstracao: Sejam G um grupo e a € G. As aplicagdes

MG — G pa: G — G

r > ax r +— Ta

sdo bijecgBes em G. Logo, Ay |i € pa|r sdo bijeccdes de H em A\, (H) = aH ede H em p, (H) = Ha,

respetivamente. Assim, se H for finito,

a

Exemplo 3.64. Seja G = {e,a,b,c} o grupo de 4-Klein, i.e., o grupo cuja operacio é dada pela

seguinte tabela

blb ¢ e a

cle b a e

Considerando o subgrupo H = {e,a}, as classes laterais esquerdas s3o

eH=H=aH e bH={bc}=cH
e as classes laterais direitas sdo iguais ja que o grupo é comutativo.

Exemplo 3.65. Relativamente ao grupo ndo comutativo D3 = {p1, p2, p3,01, 02,05} apresentado

no Exemplo 3.10, considerando o subgrupo H = {p1,01}, as classes laterais esquerdas sdo

p1rH=H=0H, 0H=/{0,p3}=p3H e 03H={03,p2} =p2H

e as classes laterais direitas sdo

Hpy=H=Hb6,, HO0y={02,p2} =Hps e HO3={0s,p3} = Hps.



Os exemplos anteriores mostram que as classes laterais direitas definidas por um subgrupo de um
grupo n3o sdo necessariamente iguais as classes laterais esquerdas definidas pelo mesmo subgrupo.
No entanto, em cada exemplo, podemos verificar que o niimero de classes esquerdas é igual ao niimero
de classes direitas e que o niimero de elementos de cada classe (direita ou esquerda) mantém-se

constante. S3o estas duas carateristicas das classes laterais direitas que provamos de seguida.

Proposicao 3.66. Sejam G um grupo finito e H < G. Se a1H,asH, ..., a.H sdo exatamente as
classes laterais esquerdas de H em G (com ay,aq,...,a, € G), entdo, Hal_l, Ha2_1, ...,Ha ! sdo

exatamente as classes laterais direitas de H em G.

Demonstracdo: Cada elemento de GG pertence exatamente a uma e uma sé classe lateral esquerda
a1H,asH, ... a.H. Sejam z € G e 1 < i < r. Entdo,
xEHa;l = x(a;l)_leH
<— xa; € H
— (@) 'aeH
— gz le a; H.

Como a condicdo 2~ ! € a;H é verdadeira para exatamente um valor de %, ent3o também a express3o

T € Hal-_1 é verdadeira para exatamente um valor de . O

Observacao. No seguimento desta proposicdo, escrevemos
G/Ee( mod H) = {alH,agH, oo ,CLTH}

se e so se

G/=a( mod H) = {Hafl,Hagl,...,Hafl}.

Definicao 3.67. Sejam G um grupo finito e H < G. Chama-se:
(i) ordem do grupo G, e representa-se por |G| ao niimero de elementos de G;

(ii) indice de H, e representa-se por |G : H|, ao niimero de classes laterais esquerdas (ou direitas)
de H em G.

Teorema 3.68. (de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H < G. Ent3o,

Gl =G H|-|H].



Demonstracao: Imediata, tendo em conta que, se se considerar a particdo em G definida pela

congruéncia esquerda médulo H, temos |G : H| classes, cada uma das quais com |H| elementos. O
Corolario 3.69. Num grupo finito G, a ordem de cada elemento divide a ordem do grupo.
Demonstracgao: Imediata, tendo em conta que o(a) = |{a)|, para todo a € G. O

Corolario 3.70. Sejam G um grupo finito e p um primo tal que |G| = p. Entdo, existe b € G tal
que G = (b) .

Demonstragao: . Como p é primo, p # 1, pelo que G # {1g}. Seja = € G tal que = # 1¢. Entdo,

o(x) [p=o(x)=p=[z)|=p=G=(2).

O reciproco do teorema de Lagrange nem sempre é verdadeiro: o facto de a ordem de um grupo
admitir um determinado fator, ndo implica que exista necessariamente um subgrupo desse grupo
cuja ordem é esse fator (ver exercicio 26 das folhas de exercicios). No entanto, se esse fator é um

nimero primo, podemos afirmar a existéncia desse subgrupo.

Teorema 3.71. (Teorema de Cauchy) Sejam G um grupo de ordem n € N e p um primo divisor de

n. Entdo, existe um elemento a € G tal que o(a) = p.



3.5 subgrupos normais, relacdoes de congruéncia e grupos quociente

Na seccdo anterior, vimos que nem sempre a classe lateral esquerda de um elemento coincide com
a sua classe lateral direita. Neste capitulo veremos que o facto de exigirmos que tal aconteca para

todos os elementos de grupo, permite-nos falar num outro grupo - o grupo quociente.

Definicao 3.72. Sejam G um grupo e H < G. Diz-se que H é subgrupo normal ou invariante de
G, e escreve-se H <1 G, se
xH = Hz, Vr € G.

Assim, um subgrupo H de GG é invariante se, para cada x € G e hy € H,existe hy € H tal que
iL'hl = hg.’L‘.

Exemplo 3.73. Dado um grupo G qualquer, o subgrupo trivial e o subgrupo impréprio sdo subgrupos

invariantes de G.

Exemplo 3.74. Seja G um grupo. Entdo, Z (G) < G. De facto, seja g € G. Entao,

r€gZ(G) & (JaeZ(G) x=ga
& (JaeZ(G) zxz=ag
& zeZ(G)g.

Exemplo 3.75. No grupo D3 = {p1, p2, p3,01,02,03} e subgrupo H = {p1, 0, } referidos no Exemplo
3.65, como
O2H = {02, p3} # {02, p2} = Hb,

concluimos que H no é subgrupo normal de D3. No entanto, se considerarmos o subgrupo K =

{p1,p2,p3}, temos que K <1 D3, uma vez que

p1K = Kp1 = poK = Kpy = p3K = Kpy = K = {p1,p2, p3}

0K = KO, = 05K = kby = 05K = K05 = {01, 05,05}

Proposicao 3.76. Sejam G um grupo e H < G tal que |G : H| = 2. Entdo, H < G.



Demonstragdo: Seja H < G tal que |G : H| = 2. Entdo, existe x € G\H tal que Hx = zH.

Assim, para todo y € G, como

H seyeH
yH =
xH sey¢ H
e
H seyeH
Hy =
Hx sey¢ H,
temos que yH = Hy, qualquer que seja y € G. O
Proposicdo 3.77. Todo o subgrupo de um grupo abeliano é um subgrupo invariante. O

O teorema seguinte apresenta uma importante caracterizagdo dos subgrupos normais.

Teorema 3.78. Sejam G um grupo e H < G. Ent3o,
HAQG+ (Ve eG)(Vhe H) zha™'ecH.
Demonstracdo: Suponhamos primeiro que H <1 G. Entdo, para todo z € G,
zH = Hzx.
Sejam g € G e h € H. Entdo,
ghg™' = (gh)g~' = (Wg) g~ =N (997") = h' € H.
Reciprocamente, suponhamos que, para todos x € G e h € H,
zhz™t e H.
Seja g € G. Entéo,

yegH & (Elh/EH) y=gh'
& (Eih' € H) y = gh' (gflg)
& (Eih' € H) Yy = (gh’g_l) g

= y € Hg por hipotese,

pelo que gH C Hg. De modo andlogo, prova-se que Hg C gH e, portanto, Hg = gH. O



E &bvio que, se um grupo G admite um subgrupo invariante H, as relagdes =° ( mod H) e

=4 ( mod H)s3o uma e uma sé relagdo de congruéncia. De facto,
r="y( modH)szrz lyeHoycsH=Hroyr 'ceHer="y( mod H).

Assim, fala-se de uma dnica relagdo = ( mod H), que, por sua vez, define um Unico conjunto

quociente, que se representa por G/H. Temos, assim, que
G/H ={zH |z € G} ={Hz |z € G}.

Proposicao 3.79. Sejam G um grupo e H < G. Entdo, G/H € grupo, se considerarmos o produto

de subconjuntos de G.

Demonstracao: Sejam z,y € G. Entdo,
cHyH = xyHH = xyH,

pelo que G/H é fechado para o produto.
Mais ainda, a operacdo é associativa, H é o seu elemento neutro e cada classe zH admite a

classe 271 H como elemento inverso. 0
Definicdo 3.80. Sejam G um grupo e H <1 G. Ao grupo G/H chama-se grupo quociente.

Proposicao 3.81. Sejam G um grupo e 0 uma relacdo de congruéncia definida em G. Entdo, a
classe de congruéncia do elemento identidade, [1g],, é um subgrupo invariante de G. Mais ainda,
parax,y € G,

2y <= 'y € [lg], .

Demonstracdo: Seja G um grupo e # uma relacdo de congruéncia em G. Pretendemos provar,
primeiro, que
[IG]G ={reG|20lg} 2 G.

De facto,
(i) 1g]y # 0, pois é uma classe de congruéncia;

(i) Sejam z,y € [1¢], . Entéo,
201l = xyllgy = ylg = xyllg,

pelo que zy € [1g]y;



(iii) Seja = € [1g], . Entdo,
z01q = xxilelgl‘*l = 1(;(9.%71 = xilelg,

pelo que 271 € [1¢], .
Logo, [1¢], € um subgrupo de G.
Mais ainda, sejam = € G e a € [1g], . Entdo,

allg = zax 0zlge™! = za~! = 1g,

pelo que zaz ™! € [1¢], e, portanto, [1¢], € invariante.

Finalmente, sejam z,y € G. Entao,

2y = 2" tafr Yy & 1g0x 'y 27y € [16],

z 7y € [lgly & v y0lg = za tybrlg < yba.

Logo,
20y <= v 'y € [1g],

O

O que acabamos de ver permite-nos concluir que existe uma relacdo biunivoca entre o conjunto
das congruéncias possiveis de definir num grupo e o conjunto dos subgrupos normais nesse mesmo
grupo: Cada subgrupo normal H de um grupo G define uma relagdo de congruéncia em G (relagdo
mod H) e cada relagdo de congruéncia em G origina um subgrupo normal de G (a classe do
elemento identidade). Assim, basta estudar os subgrupos normais de um grupo para conhecermos

as congruéncias possiveis de definir nesse grupo (ou vice-versa).

3.6 morfismos

Definicao 3.82. Sejam G1,Go grupos. Uma aplicacdo ¢ : G1 — G diz-se um morfismo ou

homomorfismo se
(Vz,y € G1)  Y(zy) =y (2)Y(y).

Um morfismo diz-se um epimorfismo se for uma aplicacdo sobrejetiva.

Um morfismo diz-se um monomorfismo se for uma aplicacdo injetiva.



Um morfismo diz-se um isomorfismo se for uma aplicacdo bijectiva. Neste caso, escreve-se
¢ I
G1 = G e diz-se que os dois grupos sdo isomorfos.
Um morfismo de um grupo nele mesmo diz-se um endomorfismo.

Um endomorfismo diz-se um automorfismo se for uma aplicacdo bijetiva.

Exemplo 3.83. Sejam G1 e Gy grupos e v : G1 — G2 definida por ¢(x) = 1¢,, para todo x € Gj.

Ent3o, p é um morfismo de grupos (conhecido por morfismo nulo)

Exemplo 3.84. A aplicagdo ¢ : Z4 — Zo, definida por

€ um morfismo de grupos.
Para provar esta afirmagdo, temos de verificar os 10 casos distintos possiveis (temos 16 somas

possiveis, mas os dois grupos sdo comutativos):

@([0]4 @ [0]4) = ¢([0]2) = [0]2 = [0]2 ® [0]2 = ¢([0]4) © ©([0]4)
@([0]4 ® [1]2) = @([1]4) = [1]2 = [0]2 ® [1]2 = ¢([0]4) ® ©([1]4)
©([0]4 ® [2]4) = ©([2]4) = [0]2 = [0]2 ® [0]2 = ©([0]4) ® ([2]4)
@([0]4 @ [3]a) = @([3]a) = [1]2 = [0]2 ® [1]2 = ([0]4) © ©([3]4)
(s @ [1]4) = ¢([2]4) = [0]2 = [1]2 @ [1]2 = »([1]4) © @ ([1]4)
e([1]a ® [2]4) = @([3]4) = [1]2 = [1]2 ® [0]2 = ¢([1]4) ® ©([2]4)
o([1]a @ [3]2) = @([0]4) = [0]2 = [1]2 ® [1]2 = ¢([1]4) ® ©([3]4)
¢([2]1 @ [2]2) = ¢([0]s) = [0]2 = [0]2 ® [0]2 = ¢([2]4) © ¢([2]4)
@([2]2 @ [3]4) = ¢([1]4) = [1]2 = [0]2 @ [1]2 = ([2]4) © »([3]4)
@([3]a ® [3]2) = @([2l4) = [0]2 = [1]2 ® [1]2 = ©([3]4) ® ©([3]4)

Para evitar todos estes calculos, uma vez que [2] = [0]2 e [3]a = [3]2, podemos definir este por
morfismo por ¢([x]a) = [z]2, para todo [x]s € Z4 e trabalhar apenas com a expressdo. Assim, para

provarmos que temos um morfismo, basta observar que, para (x4, [y|a € Z4, temos que

o([]la + [Yla) = o([z + yla) = [z +yl2 = [2]2 + [yl2 = @([x]s) + @([y]4)-



No seguimento do exemplo anterior, coloca-se uma pergunta natural: Serd que, dados n, m € N,
a correspondéncia de Z,, para Z,,, definida por ¢([x],) = [z],, é um morfismo de grupos?

A resposta a pergunta é NAO. De facto, prova-se que

Proposicao 3.85. ¢ : Z,, — Z,,,, definida por ¢([x],,) = [, € um morfismo de grupos se e sé se

m | n. O

Proposicdo 3.86. Sejam G e G5 dois grupos. Se v : Gi — G é um morfismo ent3o

v (le,) = 1a,-
Demonstracao: Temos que
laila, = 1y,
pelo que
¥ (le) v (1e,) =v (g la,) = ¢ (ay) -
Por outro lado, como ¢ (1¢,) € Ga, temos que

(0 (1G1) lg, = (0 (1G1) :

Logo,
(0 (101) Tﬂ (101) = 1/1 (1G1) 1G27

pelo que, pela lei do corte,

( (1G1) = la,.
O
Proposicao 3.87. Sejam G e G2 dois grupos e i : G1 — G2 um morfismo. Entdo
[ (@) = (a7").

Demonstracdo: Seja x € (G1. Entdo,

P (x)g (z71) = (z27") =¥ (1) = e,
e

P (x_l) U (x) =1 (x_la:) =9 (1g,) = la,.
Logo, pela prépria definicio de inverso, [¢) (z)] ™ = ¢ (z71). 0



Proposicao 3.88. Sejam Gy e G4 dois grupos, H C Gy e ¢ : Gy — G2 um morfismo

H< Gy =Y (H) <G .

Demonstracdo: Seja H < (1. Ent3o:
(i) ¥ (H) # 0, pois
lg, € H=1(1g,) € ¥ (H);

(i) Sejam a,b € ¥ (H) . Entdo,
(Fr,yeH) a=¢(x) e b=v(y).
Ent3o,
(Fz,y e H) ab=1 (2) ¢ (y) =1 (zy),

pelo que
(Fz=a2ye H) ab=1(z2),

e, portanto, ab € ¢ (H);
(iii) Seja a € ¥ (H) . Entdo,

a=v¢(x) comzeH=al=[)() " =y (x_l) comz~! € H.

Logo, a™! € ¢ (H).
Concluimos, assim, que ¢ (H) < G.

. Ent3o,

Corolario 3.89. Seja v : Gi — Go um morfismo de grupos. Se ) é um monomorfismo entio

G = (Gy).

Sabemos que, dados dois conjuntos finitos, s6 é possivel definir uma aplicacdo bijetiva entre
eles se ambos tiverem a mesma cardinalidade. Assim, podemos concluir que dois grupos finitos
isomorfos tém a mesma ordem. Mas, dois grupos com a mesma ordem n3o s3o necessariamente
isomorfos. Como contra-exemplo, basta pensar no grupo 4-Klein e no Z4. De facto, se o grupo

4-Klein G = {e, a,b,c} fosse isomorfo ao grupo aditivo Z4 = {0,1,2,3} e f : G — Z4 fosse um

isomorfismo de grupos, teriamos

0=f(e) = flaz) = f(z) & f(a),



para todo z € G. Sendo f bijetiva, concluiamos que todos os elementos de Z, eram simétricos de si

préprios, o que é uma contradic3o, pois, em Z,4, apenas as classes 0 e 2 s3o simétricas de si préprias.

Proposicdo 3.90. Sejam Gy e G2 dois grupos, H C Gy e vy : G1 — G2 um epimorfismo. Ent3o,
H Gy :>’¢(H) < Go.

Demonstracao: Considerando a proposicao anterior, falta apenas provar que, para g € Go e a €
Y (H), temos que gag~' € v (H). De facto,

g€ Gy, acy(H) (BxeGi)3heH) g=¢(x), a=1v(h)

(FreG)(Bhe H) gag™ =4 (x) ¢ (h) [ (2)]

=
=
= gag l=1 (;Ehx_l) com zhx~'e H
= gag ' €y (H),

pelo que ¢ (H) < Gs. O

Definicdo 3.91. Seja ¢ : Gy — G2 um morfimo de grupos. Chama-se nicleo (ou kernel) de v, e

representa-se por Nucy ou ker 1), ao subconjunto de GGy

Nucy) ={z € G1 | Y (z) = 1, }-

Proposicdo 3.92. Seja i) : G1 —> Go um morfimo de grupos. Entdo, Nucy) <1 G.

Demonstracao: Comecamos por provar que Nucy é subgrupo de (1.
(i) Observemos, primeiro, que 1g, € Nucy. De facto, 1, € G1 e ¥ (1g,) = 1ay;
(i) Sejam a, b € Nucy. Entéo,

a,b€Nuc) = a,beGrerp(a)=1(b) =1g,
= a L beGL Y (ah) =) =1 =1a, =¥ (b)
= a'beGi ey (a'b) = (a7 Y (b) =1a,le, = lay
= a 'b e Nuci).

Assim, concluimos que este subconjunto de Gy é, de facto, um seu subgrupo.



Sejam g € G1 e b € Nucy. Entio,

gbg~! € Gy
e
U(gbg™") = v(@v®v(g")
= ¥ (9)la, (9]
= lay,
pelo que gbg~! € Nuce. Logo, Nucy) <1 G1. O

Assim sendo, o nlcleo de um morfismo ¢ : G; — G2 de grupos define uma relacdo de

congruéncia, a saber

=y ( mod Nucy) zy~ ! € Nucy
Y (zy™!) =1,
U (@) [p )] = 1a,

¥ (x) =9 (y)-

1111

Proposicao 3.93. Sejam G um grupo e H <1 G. Ento,
.G — G/H

r +— xH
é um epimorfismo (ao qual se chama epimorfismo candnico) tal que Nucr = H.
Demonstracao: Sejam G um grupo e H < G.

Entdo, para z,y € G,
¥ (zy) = (zy) H =aHyH = (2) 4 (y),
pelo que m é um morfismo. Além disso, ) é obviamente sobrejetiva (cada classe é imagem por 7 do
seu representante). Por fim,
z€Nuer < 7(z)=H
<— zH=H

<— gz € H.



As duas ultimas proposicées dizem-nos que:
(i) Dado um morfismo qualquer entre dois grupos, o seu nicleo é um subgrupo invariante
do dominio;
(ii) Dado um subgrupo invariante de um grupo, existe um morfismo cujo nicleo é aquele

subgrupo.
Considerando as duas situagdes em simultaneo, temos que:
Seja 1) : G — G’ um morfismo de grupos. Ent3o, por (i),
Nucy <1 G.
Logo, por (ii), 7 : G — G//Nucy € um epimorfismo tal que

Nucnm = Nucy.

O teorema seguinte, conforme o nome indica, é fundamental no estudo dos morfismos de grupos.
Permite-nos perceber que qualquer morfismo pode ser escrito como a composta de dois morfismos,

o que muitas vezes facilita o estudo do morfismo original.

Teorema 3.94. Teorema Fundamental do Homomorfismo. Seja 6 : G —> G’ um morfismo de
grupos. Entao,
Imf = G /Nuco-

Demonstracdo: Sejam K = Nuch e ¢ : G/ — G’ tal que
¢ (zK) =0(x), Vz € G.

G 0

G/



Estard a fungdo ¢ bem definida, i.e., se xt K = yK sera que 6 (z) = 0 (y)? SIM. De facto,

tK =yK <= z 'y K (= Nuch)
— 0 (l‘_1y> =1lg

— O(x)=0(y).
Além disso, demonstramos ainda que 0 (z) = 0 (y) = 2K = yK, i.e., que
¢ (2K) = ¢ (yK) = 2K = yK,

pelo que ¢ é injetiva.

Mais ainda,

mp = {p(K)|ze G}
= {0(z) |z € G}
= Imé.

Observamos, por ultimo, que ¢ é um morfismo, ja que

¢ (rKyK) = ¢ (vyK) =0 (zy) =0 (2) 0 (y) = ¢ (zK) ¢ (yK) .

Concluimos, entdo, que ¢ é um monomorfismo cujo conjunto imagem (que é isomorfo ao seu
dominio) é igual a Imf. Logo,
Imf = G/k = G/Nuco-

3.6.1 teoremas de isomorfismo

Terminamos esta seccdo apresentando dois resultados envolvendo isomorfismos entre grupos. Estes
resultados s3o muitas vezes referenciados como Teoremas de Isomorfismo.
Para provarmos o 12 Teorema de Isomorfismo, comecamos por enunciar e demonstrar o seguinte

lema.

Lema 3.95. Sejam 1) : G — G’ um morfismo de grupos e K < G. Ent3o,

Nuey € K = v~ (v (K)) = K.



Demonstracdo: Precisamos apenas de provar que ! (¢ (K)) C K, ja que a outra inclusdo acon-

tece sempre. Assim,

e (Y (K) = (Gyev(K)) y=v¢(2)
— (JaeK) y=v(a)=1(x)
= (FaeK) ¢('z)=W() "¢ =1l
— (Ja€K) a 'zecNucy
= (JaeK) alzekK
= r=a-a'zeK

Teorema 3.96. (1° Teorema do Isomorfismo) Sejam G e G' dois grupos e ¢ : G — G’ um

epimorfismo. Seja K <1 G tal que Nucy C K. Entdo,
G/K =G [yx).
Demonstracdo: Observemos, primeiro, que, sendo ¥ um epimorfismo,
K<G=v9(K)ad,

pelo que faz sentido falar no grupo quociente G,/¢(K)~

Seja 0 : G/ — G'/ (K definida por 0 (zK) = ¢ (z) ¢ (K)

G G’
s !
G/K G'/ (K)



Estard 6 bem definida? De facto, para todo z € G, ¢ (z) € G' e

K =yK <= zlyek

¢ (z71y) € ¥ (K)

[¥ (@) (y) € ¢ (K)

¥ (2) Y (K) = (y) 9 (K)
0 (zK) =0 (yK).

[

Por outro lado, porque Nucy) C K, temos que 1~ ! (¢ (K)) = K e, portanto,

0(zK)=0(yK) <= ()¢ (K)=1v¢(y)v(K)
— ¢ (z7ly) e (K)
= alyey ' (W(K) =K
— zK =yK,

pelo que v é injetiva. Mais ainda, como 1) é sobrejetiva, temos que
(Vye@)(Bzreq) ¢(z)=y,
0 que equivale a dizer que
(Vyp (K) € G/ yiy) (FzK € G/k) 0 (xK) =y (K),

pelo que 6 é também sobrejetiva.

Falta ent3o verificar que 8 é um morfismo. De facto,

0(zKyK) =0(xyK) = (zy) ¥ (K) =9 (x) ¢ (y) ¥ (K)
=Y (z)Y (K)Y (y) ¢ (K) = 0(zK)0(yK).

Logo, 6 é um isomorfismo e o resultado verifica-se.

Para demonstrarmos o 2° teorema do isomorfismo necessitamos dos seguintes lemas:

Lema 3.97. Sejam G um grupoe H < G e H' <1 G. Ent3o, HH' < G.

Lema 3.98. Sejam G um grupoe H < G e H' <« G. Entdo, se H' C H, entdo, H < H.



Teorema 3.99. (2° Teorema do Isomorfismo) Sejam G um grupo e H,T < G tal que T < G.

Entao,
(HT) /v = H/ (o).

Demonstracdo: Pelos lemas anteriores, HT' < GG e T' <« HT. Faz entdo sentido falar no grupo
quociente (HT) /7.

Por outro lado, H NT <1 H. De facto, sabemos que H NT < G, e, portanto, H NT < H. Mais
ainda

reHNT e aeH = ze€T e aeG
= zax teT (T'< @),

pelo que HNT < H. Logo, podemos falar no grupo quociente H/gnr.

Provemos agora que os dois grupos quocientes sdo isomorfos.

Seja w: HT — HT /1 o epimorfismo canénico. Como H C HT, consideremos
wlg:H — HT/r
r1 = ZL’1T (: xllgT)

Como 7|g é uma restricdo de um morfismo é ainda um morfismo. Mais ainda, este morfismo é

sobrejectivo. De facto,
(VyT € HT/7) (31 € Hyxo € T)  yT = x125T
<— (WT € HT/7)(3x1 € H) yT = x1T.
<— (MyT'€e HT/7)(3z1 € H) yT =7y (x1).
Assim, H/r = Imn|g = HT/ 7.
Por outro lado, Nucr|yp = H N T, ja que
r€Nucnlg <= x€Henmnlg(x)=T
<— z€Hexl'=T
< xcHezecT
— zecHNT.

Assim, pelo teorema fundamental do homomorfismo, concluimos que

H/unr = H/Nuerly = Imn|g = HT /7.



3.7 grupos ciclicos

Vimos, no final da subsec¢do 3.2.2, o conceito de subgrupo gerado por um subconjunto singular {a}
de um grupo GG. Este conceito revela-se de grande importancia para a Teoria de Grupos se pensarmos
que pode esse subgrupo gerado ser o préprio grupo. Justifica-se, por isso, a existéncia de uma sec¢do

a ele dedicada.
3.7.1 conceito e exemplos
Definicao 3.100. Um grupo G diz-se ciclico se
(JaeG) G={a),

i.e., se existe a € G tal que

Ve e@)(IneZ) xz=a".
Exemplo 3.101. O grupo (Z,+) é€ ciclico, ja que Z = (1), pois
(VneZ) n=n-1
Exemplo 3.102. O grupo (R, +) néo é ciclico.

Exemplo 3.103. O grupo (Z4,+) é ciclico, j& que Z4 = (1) = (3), pois

0 = 0-1=0-3
1 = 1-1=3-3
2 = 2.1=2-3
3 = 3-1=1-3

Exemplo 3.104. Para qualquer n € N, temos que (Z,+) é ciclico, j& que Z,, = (1) .

Exemplo 3.105. O conjunto G = {i,—i,1,—1}, quando algebrizado pela multiplicagdo usual de

complexos, é um grupo ciclico. De facto, G = (i) .

Exemplo 3.106. O grupo trivial G = {1} é um grupo ciclico. De facto, em qualquer grupo G,

(le) = {lc}.



3.7.2 propriedades elementares
Apresentamos algumas propriedades de grupos ciclicos que resultam da prépria definigc3o.
Proposicdo 3.107. Todo o grupo ciclico é abeliano.

Demonstragdo: Sejam G = (a) e x,y € G. Entdo, existem n,m € Z tais que © = a" e y = a™.
assim,

n+m m+n m,n

zy=a"a" =a =a =a"ad" = yzx.

Observe-se que o reciproco do teorema anterir ndo é verdadeiro, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 3.108. O grupo 4-Klein apresentado no Exemplo 3.40 é obviamente um grupo abeliano.
No entanto, ndo é ciclico, pois (1g) = {1a} # G, (a) = {1g,a} # G, (b) = {1g,b} # G e

(c) ={1g,c} # G. Assim, podemos concluir que ndo existe x € G tal que G = (x).
Teorema 3.109. Qualquer subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Demonstracdo: Sejam G = (a), para algum a € G, e H < G. Se H = {1g}, entdo H = (1g) e,
portanto, H é ciclico.
Se H # {1}, entdo, existe z = a" € G (n # 0) tal que x € H. Ent3o, H tem pelo menos uma
poténcia positiva de a. Seja d o menor inteiro positivo tal que a® € H. Vamos provar que H = <ad>:
(i) Por um lado a? € H, logo {a%) C H;
(ii) Reciprocamente, seja y € H. Como y € G, y = a™ para algum m € Z\ {0}. Entdo,
existem ¢, € Z com 0 < r < d, tais que

y = a™ = adq+7‘ — aqdar'

Assim,

pelo que 7 = 0. Logo,
a™ = at’ ¢ <ad> ;
pelo que H = <ad>. O
Observacao. A demonstracdo do teorema anterior permite-nos concluir que se o grupo G é

2. a”_l}, entdo, para

ciclico e tem ordem n, isto é, se existe a € G tal que G =< a >= {lg,a,a
qualquer divisor positivo k de n, < a% > é um subgrupo de GG com ordem k. Mais ainda, um grupo

ciclico G de ordem finita n tem um e um s6 subgrupo de ordem k, para cada k divisor de n.



Exemplo 3.110. Os subgrupos de Z s3o todos do tipo nZ. De facto, para todo n € Z, (n) = nZ.

O préximo resultado deduz-se facilmente dos resultados anteriores, pelo que a sua demonstra¢io

sera omitida.

Proposicao 3.111. Qualquer gerador de um grupo ciclico finito tem ordem igual a ordem do grupo.
O

Exemplo 3.112. Em Z4 tem-se que: 0(3) =4 e Zs = (3) .

Vimos ja que, para um grupo G = (a), G é abelianoese H < G, H = <ad> , para algum d € N.
Assim, H < @G, pelo que podemos falar no grupo G/p. Vejamos de seguida como s3o os

elementos deste grupo:

Proposicdo 3.113. Seja G = (a) um grupo infinito e H = (a) < G. Ent3o,
H,aH, d’H,...,a% ' H
é a lista completa de elementos de G/H.
Demonstracdo: Observemos primeiro que, para todo = € G,
xH =a"H, paraalgumr e {0,1,2,...,d—1}.

De facto, se x € G = (a), entdo existe p € Z para o qual z = aP. Mas, se p € Z, existem g € Z e
0<r<d-—1tais que p = qd + r, pelo que

q
aP = 2%t = ¢ . (ad> c€a"H.

Logo,
a’?H =a"H.

Provemos agora que, para 0 < 4,5 <d—1,

i#j=adH+#dH.



Suponhamos que i < j. Entdo, 0 < j — i < d — 1, pelo que
JH=dH +— (ai)_l o € H
— Jd'cH
< j—1i=kd, paraalgumk € Z
— j—1=0
= j=1.
Logo, a implicagdo verifica-se e, portanto,

G/y = {H aH,...,ad—lH}.

3.7.3 morfismos entre grupos ciclicos

Vimos, na seccdo anterior, que dois grupos com a mesma ordem n3o sdo necessariamente isomorfos.

Tal n3o se verifica quando falamos em grupos ciclicos.
Proposicao 3.114. Dois grupos ciclicos finitos sdo isomorfos se e sé se tiverem a mesma ordem.

Demonstracdo: Sejam GG e T dois grupos ciclicos e finitos. Ent3o, existem a € G e b € T tais que
G={(a)eT=b).
Se G =2 T, entdo obviamente GG e T tém a mesma ordem.

Se G e T'tém a mesma ordem n, entdo, o(a) =o(b) =ne

G = {lg,a,d* ....a" ' a"}
e
T = {lp,bb% .,0" 1 b"}.
Logo, a aplicagdo ¢ : G — T definida por
lg a a®> -+ a™ ! a®
Ir b b .- vt

é obviamente um isomorfismo. O



Corolario 3.115. Sejam n € N e G um grupo ciclico de ordem n. Entdo, G = Z,,.

Demonstragcao: Imediata, tendo em conta o exemplo 3.104. O

Observagdo. Vimos ja que se G é um grupo e a € G é tal que o (a) = oo, entdo, para m,n € Z
m#n=a"#a".
Assim, se G é infinito e ciclico, temos que G = (a) para algum a € G tal que o (a) = oo, pelo que
G = {...,a_2,a_1, 1, a,a?,a®, } .

Podemos ent3o concluir que:

Proposicao 3.116. Se G é um grupo ciclico infinito, entdo, G = Z. O

3.8 grupo simétrico

Definicao 3.117. Seja A um conjunto. Uma permutacdo de A é uma aplicagdo bijetiva de A em
A.

Observagdo 1. Se A é um conjunto finito com n elementos (n € N), podemos estabelecer uma
bijeccdo entre A e o conjunto {1,2,...,n}, pelo que aqui iremos adoptar esta dltima notago para

qualquer conjunto com n elementos. Assim, dizemos, por exemplo, que

1 2 3 4
21 3 4

é uma permutacdo de um conjunto com 4 elementos.

Observagdo 2. Se A é um conjunto finito com n elementos (n € N), sabemos que podemos
definir n! permutacbes de A distintas. Mais ainda, se algebrizarmos este conjunto de n! elementos

com a composicio de aplicagdes obtemos, obviamente, um grupo (ver Exemplo 3.9.

Definicao 3.118. Chama-se grupo simétrico de um conjunto com n elementos, e representa-se por

Sy, ao grupo das permutagdes desse conjunto.



Exemplo 3.119. Se considerarmos um conjunto com dois elementos,
Sy = ; ;

Exemplo 3.120. Se considerarmos um conjunto com 3 elementos,

1 2 3 1 2 3 1 2 3

53: ; )
1 2 3 1 3 2 2 1 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
231) ' \s312/) 321

Exemplo 3.121. Se considerarmos um conjunto com 4 elementos, temos que

’ 12 3 4 12 3 4 12 3 4 12 3 4
4 = ) ) ) )
12 3 4 12 43 13 2 4 13 4 2

12 3 4 12 3 4 12 3 4 12 3 4
1423/ \1432) \2134) \2143]
12 3 4 12 3 4 12 3 4 12 3 4
31 24) ' \3142) \a123/) \1132]
1 2 3 4 12 3 4 12 3 4 1 2 3 4
392914) \a213) \2314/) \414312]
12 3 4 12 3 4 12 3 4 12 3 4
24 13) \3a412) \a231/)\3241]
12 3 4 12 3 4 12 3 4 12 3 4
4 321) ' \23a41)'\3421])] 2431

A classe dos grupos simétricos é uma boa fonte de grupos ndo abelianos, conforme garante a

proposicao seguinte.
Proposicao 3.122. O grupo simétrico S,, é ndo comutativo, para todo n > 3.

Demonstracdo: Se f e g sdo as permutacdes de .S,, definidas por



temos que
(feg)(1) =3#1=(go f)(1). O
3.8.1 O grupo diedral
Definicao 3.123. Chama-se grupo diedral ao grupo das simetrias e rotacées de uma linha poligonal.

Exemplo 3.124. O grupo diedral D3, grupo das simetrias e retacées de um tridngulo equilatero, foi

apresentado no exemplo 3.10. Temos que D3 = S3.

Exemplo 3.125. O grupo diedral Dy:

1 2

Neste caso, no grupo diedral existem menos elementos do que no grupo simétrico. De facto, se

considerarmos:

(i) as rotacdes de 0°, 90°, 180° e 270°, temos, respetivamente:

1 2 3 4 1 2 3 4
P1 = y P2 =

1 2 3 4 2 3 41

1 2 3 4 1 2 3 4
p3 = € pg =

3 4 1 2 4 1 2 3

(ii) as simetrias em relagdo as bissetrizes [1,3] e [2,4] temos, respetivamente:

1 2 3 4 1 2 3 4
th = ely = ;
1 4 3 2 3 2 1 4

(iii) as simetrias em relacdo as mediatrizes do lado [1,2] e do lado [2,3] temos, respetiva-

mente:

1 2 3 4 1 2 3 4
93: 6922
21 4 3 4 3 21

assim, D4 tem 8 elementos enquanto que Sy tem 24 elementos.



Exemplo 3.126. Relativamente a figura
4 3

1 2

o grupo diedral é composto pelas aplicacbes

1 2 3 4 1 2 3 4
¢)1: 7¢2:

1 2 3 4 3 2 1 4

1 2 3 4 1 2 3 4
¢3 = e gy =

1 4 3 2 3 4 1 2

3.8.2 ciclos

Quando trabalhamos com permutacbes, seja com o grupo simétrico ou com o grupo diedral, a
notacao até agora usada para a descricdo das aplicacdes, embora simples, pode tornar-se pesada com
envolvem muitos nimeros e também permutacdes, Nesta secdo estudaremos conceitos associados
ao conceito de permutag¢do que nos permitird simplificar ndo sé a notacdo na representacdo das

diferentes permutacdes, como possiveis calculos a fazer.

Definicao 3.127. Diz-se que uma permutacdo o de um conjunto finito A é um ciclo de comprimento

n se existirem

a1,a9,...,an € A
tais que
o(a1) =ag, o(az)=as,..., o(an-1)=an, o(a,)=a
e se
o(x) ==, Vo € A\{a1,az2,....,an}.
Representa-se este facto por o = ( ap a2 ... QAp—1 Gap > .

Exemplo 3.128. Se A = {1,2,3,4,5}, temos que

1 2 3 45
32 51 4

= (1354)=(3s541)=(5413)=(4135).



Observacdo. O produto (composta) de dois ciclos nem sempre é um ciclo, como o prova o seguinte

exemplo: em Sg,

1 23 45 6
(1 4 5 6)(2 1 5)2
6 4 3 5 21

n3o é um ciclo.

Definicdao 3.129. Dado um conjunto A finito, dizemos que dois ciclos sdo disjuntos se ndo existir
nenhum elemento de A que apareca simultaneamente na notacdo desses ciclos, i.e., se nenhum

elemento de A for movido simultaneamente pelos dois ciclos.

Observacdo. A noc¢do de ciclos disjuntos é importante quando falamos no produto de ciclos.
Vimos ja que a multiplicagdo (composi¢do) de dois ciclos (casos particulares de permuta¢des) de S,

(com n > 3) n3o é necessariamente comutativa. Por exemplo,
(12)(13) = (132) £ (123) = (13) (12),

No entanto, é facil perceber da definicdo que ciclos disjuntos comutam. E importante aqui recordar

que, se G é grupo e a,b € G, ent3o,

ab=ba < (Vn € Z)(ab)" = a"b".

O préximo resultado é fundamental no estudo dos grupos simétricos. Antes de o enunciar e

demonstrar vejamos os seguintes exemplos.

1 2 3 45 6
Exemplo 3.130. Em Sg, 0 = =(1 6)(2 5 3),ie, apermutaciooc é

6 5 2 4 3 1
produto de dois ciclos disjuntos.

Exemplo 3.131. Em Sg, se m; = (123) e my = (24 1), entéo,

1 2 3 45 6
mme = (123)(241) = =(1 3)(2 4),
341 2 5 6

i.e., o produto de dois ciclos ndo disjuntos é produto de dois ciclos disjuntos.



Teorema 3.132. Toda a permutacdo o de um conjunto finito é um produto de ciclos disjuntos.

Demonstragao: Suponhamos, sem perdas de generalidade, que A = {1,2,3,...,n}. Consideremos

ent3o o primeiro elemento (1) e, para a permutagdo o em A, consideremos a lista
1 o(1) o? (1) ot (1) ... *)

Como A é finito, sabemos que os elementos de (*) ndo podem ser todos distintos. Seja ¢ (1) o

primeiro elemento que aparece repetido. Entdo, 0" (1) = 1. De facto, se
o' (1) =0°(1), para algum s € {1,2,...,7 — 1},
concluiamos que
o (1) =14d(1) =1 e O0<r—s<r,

pelo que 0" (1) n3o seria o primeiro elemento a aparecer repetido.

Formamos ent3o o ciclo

pr=(1 o) o*(@1) - o).

Seja, entdo, i o primeiro elemento de A que n3o aparece em p;. Aplicamos a i o raciocinio

aplicado a 1 e formamos o ciclo

Por raciocinios analogos, “percorremos” todos os elementos de A. Suponhamos que sdo k os

ciclos que formamos. Entdo
0 = p1p2.--Pk-

Vejamos agora que os ciclos sdo disjuntos dois a dois.
Consideremos os ciclos p; e pa. Suponhamos que existe j € A tal que j aparece no ciclo p; e no

ciclo pa. Suponhamos, sem perdas de generalidade, que j = o2 (1) e que j = o3 (i) . Ent3o,
p1 = (0'2 (]_) e
= (@ 2@ <6 )
(03 (1) ' '

= p2,



0 que ndo acontece pois ¢ nao aparece em pj.

Generalizando esta demonstracdo, provamos que todos os ciclos s3o disjuntos dois a dois. O

Questdo: Dada uma permutagcdo o num conjunto com n elementos, i.e., dado o elemento o € S,
qual sera a sua ordem?
Resposta:

(i) se o é um ciclo, entdo o (0) é o comprimento do ciclo.

(ii) se o é um produto de pelo menos dois ciclos disjuntos, entdo o (o) é o m.m.c. entre os
comprimentos dos ciclos em quest3o.

123 45 6 7 8
Exemplo 3.133. Em Sg, como o = =(1 2 5 T7)(3 4), temos

25437618
que o (o) = 4.

1 2 3 45 6 7 8 1 23 45 6 7 8 )
o3 = eot =id.

2 _
57341628/ 71 4 3 2 6 5 8

De facto, o

1 2 3 45 6 7 8
Exemplo 3.134. Em Ss, como ¢ = =1 3 4)( 7)(6 8),

3241785 6
temos que o (¢) = 6.

3.8.3 grupo alterno

Definicao 3.135. Uma transposicdo é um ciclo de comprimento 2.
Proposicao 3.136. Qualquer ciclo é produto de transposicdes.

Demonstracao: Imediata, tendo em conta que

(a1 a2 a3z -+ ap)=(a1 ap)(a1 apn—1)---(a1 a3)(ar a2).

Observacao. Considerando o teorema e a proposicdo anteriores, temos que qualquer permutacdo
se escreve como produto de transposicdes.

O resultado seguinte, de certo modo intuitivo, tem uma demonstracdo que n



Teorema 3.137. Nenhuma permutacdo de um conjunto finito pode ser expressa simultaneamente
como produto de um niimero par de transposicées e como produto de um niimero impar de transposicoes.
O

Definicao 3.138. Uma permutacdo diz-se par se se escreve como o produto de um niimero par de
transposicoes. Uma permutagcio diz-se impar se se escreve como produto de um ndmero impar de

permutacoes.

Exemplo 3.139. A identidade é uma permutacdo par. De facto, se A tem n elementos
id=(a;i aj)(a;i a;),
para quaisquer a;,a; € A.
Teorema 3.140. Seja A um conjunto com n elementos. Entdo, o conjunto das permutagcées pares

nl

em A é um subgrupo de S,, de ordem %

Demonstracao: Seja A, = {0 : 0 é uma permutag¢do par}. Sabemos que id € A,,, que a composi¢io
de duas permutagles pares é ainda uma permutagdo par e que a inversa de uma permuta¢ao par é
ainda uma permutac3o par. Logo, temos que A, < S,.

| . -~ . ~
Para demonstrar que |A,| = %, basta considerar uma transposicdo 7 € .S, e a aplicagdo

¢r:An — By,

o — TO,

onde B, é o conjunto das permutac¢des impares. Provando que ¢, é bijectiva, temos que # (A,) =
# (Bp) e, como # (Ay) + # (Bn) = # (Sn) = nl, o resultado é imediato. O

Definicao 3.141. Seja A um conjunto com n elementos. Chama-se grupo alterno de A, e representa-

se por A, ao subgrupo das permutacées pares.

3.8.4 o teorema de representacao de Cayley

Para finalizarmos este capitulo sobre grupos, vamos mostrar a importancia do estudo do grupo
simétrico na Teoria de Grupos. De facto, como se prova no préximo teorema, qualquer grupo é

isomorfo a um subgrupo de um dado grupo simétrico.

Teorema 3.142. (Teorema de representacdo de Cayley)Todo o grupo é isomorfo a um grupo de

permutagoes.



Demonstracao: Para cada z € (G, a aplicagdo
G — G
a — A (a) = za,

é uma permutacdo em G.

Assim, se S é o grupo das permutacdes de (G, consideremos a funcao
0:G — S
T — Az
Entdo, para z,y,9 € G,
(A0 Xy) (9) = A (Ay (9)) = Az (y9) = = (yg) = (2y) g = Auy (9),
pelo que
0(x)0 (y) =0 (xy),

i.e., @ € um morfismo.

Mais ainda,
r € Nuch < Q(X) =idg e M =idg=x= X (1(;) = idg (1(}) =1g,

e, portanto,
Nuct = {1g}.

Logo, € é um monomorfismo, pelo que G = Imf < S.

Exemplo 3.143. Seja G = Z4. Ent3o, com para todos a,x € Z4, Ao (x) = a + x, temos que

01 2 3
A = | =14
01 2 3
01 2 3 o
Al = =01 2 3
1 2 30
01 2 3 o
A; = =0 21 3
2 3 01
01 2 3 _
A3 = ____:(0321)
3 01 2



Assim, Zy = { X5, A1, A3, A3} .
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4.1 generalidades

Definicdo 4.1. Seja A um conjunto ndo vazio e duas operacdes bindrias [+ e -] nele definidas. O
triplo (A, +,-) diz-se um anel se

Al (A,+) é um grupo comutativo (também chamado médulo);

A2. (A,-) é um semigrupo;

A3. A operagcdo de multiplicagdo € distributiva em relagdo a operacdo de adicdo, i.e., para

todos a,b,c € A,
a-(b+c)=a-b+a-c e (b+c)-a=b-a+c-a.

Tendo em conta que temos duas operagdes definidas num mesmo conjunto, é natural haver uma
maior complexidade de notacdo. Para tornarmos a abordagem mais simples, referimo-nos sempre a
primeira operag3o (i.e., a operagdo para a qual temos um grupo) como adicio. A segunda operagao
(i.e., a operagdo para a qual temos um semigrupo) chamamos multiplicacdo. Ao elemento neutro
do grupo chamamos zero do anel e representamos por 04. Quando existe, ao elemento neutro do
semigrupo chamamos identidade do anel e representamos por 1 4. Por (ltimo, ao elemento oposto de
a € A para a adigdo chamamos simétrico de a e representamos por —a. Note-se que, sendo (A4, +)
grupo, qualquer elemento do anel admite um tnico simétrico. No que diz respeito a multiplica¢3o,
no caso de o anel ter identidade, podem existir elementos que admitem elemento oposto para a
multiplicacdo. Quando existe, referimo-nos ao elemento oposto de a € A para a multiplicacdo como

o inverso de a. Neste caso, representamos o inverso de a por a!.
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Se n3o houver ambiguidade, falamos no anel A quando nos referimos ao anel (A, +, -) e omitimos
o sinal da multiplicacdo.

O anel A diz-se comutativo se a multiplicacdo for comutativa.

Exemplo 4.2. Seja A = {a}. Entdo, (A,+,-), onde a+a =a ea-a = a, é um anel comutativo

com identidade, ao qual se chama anel nulo. Representa-se por A ={04}.
Exemplo 4.3. (Z,+, x) é um anel comutativo com identidade.
Exemplo 4.4. (R, +, x) é um anel comutativo com identidade.
Exemplo 4.5. (2Z,+, x) é um anel comutativo sem identidade.
Exemplo 4.6. (Ms (R),+, x) é um anel ndo comutativo com identidade.

a
Exemplo 4.7. O conjunto A = ca,b € R 3, quando algebrizado com a adicdo e

0 0
multiplicacdo usuais de matrizes quadradas de ordem 2, é um anel ndo comutativo e sem iden-

tidade.

Os exemplos que acabamos de apresentar permitem-nos entender o diagrama seguinte, onde
estdo representadas as relacdes existentes entre a classe dos anéis, a classe dos anéis comutativos e

a classe dos anéis com identidade

anéis

anéis com identidade

Exemplo 4.6

Exemplos 4.2, 43 e 4.4

Exemplo 4.5
anéis comutativos

Exemplo 4.7




As quatro proposicoes que apresentamos de seguida apresentam propriedades satisfeitas por qual-

quer anel, que usaremos constantemente ao longo deste capitulo.

Proposicao 4.8. Seja A um anel. Entdo, para todo x € A,
Opz =204 =04.
Demonstracdo: Seja x € A. Entdo, pela distributividade, temos que
0az + 042 =(04+04)x.

Mas,
04z +042=(044+04)z < 042+ 042 =0y

S 042+ 042 =042 +04
& 042 = 04.

Logo, 04z = 04. Analogamente, de

204 + 204 =2 (04 +04)

204 + 204 =2 (04 +04) & 204 = 04,

obtemos 04 = 04. O
Proposicao 4.9. Se A # {04} é um anel com identidade 14, entdo 14 # 04.

Demonstracdo: Se 04 fosse a identidade do anel, entdo, para x # 04, teriamos
z=04z.

Mas, pela proposicao anterior,

Oz =04,
pelo que z = 04. O
Proposicao 4.10. Sejam A um anel e x,y € A. Ent3o:

(i) (—2)y =z (~y) = —2y;
(ii) (=) (~y) = xy.



Demonstracdo: Sejam z,y € A. Entdo,

(i) (—z)y é o simétrico de xy ja que
(—z)y+ay=(—z+z)y=0ay =04
e x (—y) é também o simétrico de xy pois
z(—y)+ay=2z(-y+y) =204 =04

Logo, —zy = (—z)y = z(—y).
(i) (=) (—y) é o simétrico de (—xy) ja que

(=2) (=y) + (=2y) = (=2) (=y) + (—=2)y = (=2) (~y + y) = (=2) 04 = 04
Como o simétrico de —zy é, de facto, zy, obtemos o resultado pretendido. O

Proposicao 4.11. Sejam A um anel, n € N e a, by, bs,...,b, € A. Entio,
(i)a(by +by+---+by) =aby + aby + - + aby;
(i) (b1 +ba+ -+ by)a=bia+bra+ -+ bya.

Demonstracao: Por induc3o. O

A propriedade apresentada na dltima proposicdo é conhecida, em Teoria de Anéis, como propri-

edade distributiva generalizada.

Seja (A, +,-) um anel. Ent3o, (A, +) é grupo, pelo que podemos falar nas poténcias de expoente
inteiro de a € A. Assim, temos
(i) 0a = 04;
(ii) (n 4+ 1) a = na + a, para todo n € Ny;
(iii) na = — (—na), paratodon € Z~.

Proposicdo 4.12. Sejam A, um anel, a,b € A e m,n € Z. Entdo,
(i) (m +n)a = ma + na;
(ii) n (ma) = (nm) a;

(i) n (a + b) = na + nb.



Demonstragao: Os dois primeiros resultados sdo consequéncia imediata do facto de (A, +) ser
grupo. Provemos (iii):

(a) n =0. Neste caso, temos
O0ala+b) =04 =04+04 =04a+040.

(b) n > 0. Vamos usar o Método de Indugdo Matematica. Se n = 1, o resultado é imediato.
Supondo que o resultado é vélido para n, provemos para n + 1. Como (A, +) é grupo comutativo,

temos que
(n+1)(a+b) =n(a+b)+ (a+b) =na+nb+a+b=(na+a)+ (nb+0b) = (n+1)a+ (n+1)b.

Concluimos, ent3o, que, para todo n > 1, n(a + b) = na + nb.

(c) n < 0. Neste caso, temos

n(a+b) = (=(-n))(a+b) ==[(-n)(a+b)] = —[(=n)a+ (-n)b]
= —(—n)a+ (—(—n)b) = na + nb.

Proposicao 4.13. Sejam A um anel, a,b € A en € Z. Entdo,
n (ab) = (na) b = a (nb).

Demonstracao: Temos de considerar trés casos:
(i) n = 0. A demonstragdo é trivial.
(i) n > 0. Vamos usar o Método de Indugdo Matematica. Para n = 1, o resultado é

imediato. Supondo que o resultado é valido para n, provemos para n 4+ 1. Temos que

(n+ 1) (ab) = n(ab) + ab = a(nb) + ab = a(nb+ b) = al(n + 1)}]

(n+ 1) (ab) = n(ab) + ab = (na)b+ ab = (na + a)b = [(n + 1)ald.

Concluimos, ent3o, que, para todo n > 1, n(ab) = a(nb) = (na)b.

(iii) n < 0. Para a,b € A, temos que

n(ab) = = ((=n) (ab)) = = [((=n) @) b] = [= (= (na))] b = (na)b



Seja (A,+,-) um anel. Ent3o, (A,-) é semigrupo, pelo que podemos falar nas poténcias de
expoente natural de a € A. Assim, temos
(i) a' = q;

(i) a"*t! = a" - a, para todo n € N.

Proposicao 4.14. Sejam A um anel, a € A e m,n € N. Entdo,
(i) ()" = a™m;

(i) a"a™ = at™. 0

Observacao: tendo em conta que estamos a trabalhar num anel e, portanto, a trabalhar com duas
operagdes simultaneamente, distinguiremos as duas poténcias a” e na (com a € A e n € N) falando

em multiplo de a para na e em poténcia de a para a™.
Consoante as especificidades de um anel, podemos destacar alguns dos seus elementos. E o que
vamos fazer de seguida.

Definicao 4.15. Seja A um anel com identidade 1,. Um elemento a € A diz-se uma unidade se

admite um inverso em A. Representa-se por U, o conjunto das unidades de um anel com identidade.
Exemplo 4.16. No anel (Z,+, x), temos que Uy = {—1,1}.
Exemplo 4.17. No anel (R, +, x), temos que Us = R\ {0} .

Exemplo 4.18. No anel (M3 (R),+, x), temos que

a b
Upg = € Ms (R) | ad — be # 0
d

C

Definicao 4.19. Seja A um anel. Um elemento a € A diz-se simplificivel se, para todos z,y € A

ra=ya ou ar =ay =T =Y.



Exemplo 4.20. Nos anéis (Z,+, x) e (R, 4+, x), qualquer elemento ndo nulo é simplificavel.
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Exemplo 4.21. No anel (M2 (R),+, x), o elemento néo é simplificavel. De facto,
2 2
11 1 2 0 0 11 3 2
2 2 -1 -2 0 0 2 2 -3 -2
1 2 3 2

7&
1 -2 -3 -2

Definicdo 4.22. Seja A um anel. Um elemento a € A diz-se um divisor de zero se existeb € A\ {04}

tal que
ab=04 ou ba=04.

Exemplo 4.23. No anel (Z,+, x), o tnico divisor de zero existente é o elemento 0.

Exemplo 4.24. No anel (R, +, X), o dnico divisor de zero é o elemento 0.

a b
Exemplo 4.25. No anel (M3 (R),+, x), qualquer matriz tal que ad — bc = 0 é divisor
d

de zero. De facto,
(i) sea =b=c=d =0, para qualquer matriz M, quadrada de ordem 2, temos que

a b 0 0
M = ;
c d 0 0

(ii) se d # 0 ou ¢ # 0, temos que

a b d d ad —bc ad — be 00
c d —c —c cd—dec cd—dc 00

(iii) se a # 0 ou b # 0, temos que

a b -b —b —ab+ba —ab+ ba 00
c d a a —cb+da —cb+ da 00

Observacgdo. O elemento zero de um anel A sé n&o é divisor de zero se A = {04} .



4.1.1 dominios de integridade

Definicdo 4.26. Um anel comutativo com identidade A diz-se um dominio (ou anel) de integridade

se admitir como tnico divisor de zero o elemento zero do anel.
Exemplo 4.27. Os anéis (Z,+, x) e (R, +, x) sdo dominios de integridade.
Exemplo 4.28. O anel das matrizes quadradas de ordem 2 ndo é um dominio de integridade.

Resulta imediatamente da defini¢do que, se A é um dominio de integridade, entdo, A # {04} .

As trés proposicOes seguintes apresentam caracterizacdes diferentes de um dominio de integridade.

Proposicao 4.29. Seja A um anel comutativo com identidade. Entdo, as seguintes afirmagcbes sdo
equivalentes:

(i) A é dominio de integridade;

(ii) A\ {04} # 0 e todo o elemento de A\ {04} é simplificavel.

Demonstragdo: Suponhamos que A é um dominio de integridade. Entdo, A\ {04} # (. Sejam

y € A\{04} e a,b € A tais que
ya = yb.
Entao,
ya —yb =04,

pelo que
y(a—10b)=04.

Como A é dominio de integridade e y # 04, temos que

a—b=04,

a=>o.

Supondo que ay = by, faz-se o raciocinio analogo.



Reciprocamente, suponhamos que todo o elemento y € A\ {04} # 0 é simplificdvel. Como
A\ {04} # 0, temos que 04 é um divisor de zero. Vejamos que é o dnico elemento nestas condi¢des.

Seja zp um divisor de zero de A, i.e., seja g € A para o qual existe b € A\ {04} tal que
bxg =04 ou zob=04.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que é a primeira condi¢cdo que se verifica. Ent3o,
brg =04 = b04.
e, como b é simplificavel (ja que b # 04), temos que
zog=04.

Logo, 04 é o Unico dividor de zero, pelo que A é um dominio de integridade. O

Proposicdo 4.30. Seja A um anel comutativo com identidade. Ent3o, as seguintes afirmacées sdo
equivalentes:

(i) A é dominio de integridade;

(ii) A\ {04} # 0 e A\ {04} é subsemigrupo de A relativamente ao produto.

Demonstracdo: Suponhamos que A é dominio de integridade. Ent3o, A\ {04} # (. Provemos
entdo que (A\{04},-) é subsemigrupo de (A4, -). De facto:
(3) A\ {04} C 4;
(b) se a,b € A\{04}, ab € A\{04}. Se ab = 04, com a,b € A\ {04}, a e b seriam
divisores de zero e, portanto, A n3o seria um dominio de integridade.
Reciprocamente, suponhamos que A\ {04} # 0 e que (A\ {04} ,-) é subsemigrupo de (4,-), ou
seja, que
a#04,b#04= ab#0a. (*)

De A\ {04} # 0 concluimos que 04 é divisor de zero. Provemos que é dnico. Seja o um divisor de

zero. Entdo, existe y € A\ {04} tal que
zoy = 04 ou yro = 04.

Comparando com (*), concluimos que xy = 04. O



Proposicdo 4.31. Seja A um anel comutativo com identidade. Ent3o, as seguintes afirmacées sdo
equivalentes:

(i) A é dominio de integridade;

(i) A\{04} # 0 e, se as equacdes ax = b e xa = b (a # 04) tiverem soluc3o, entdo, a

solugdo € dnica.

Demonstracdo: Seja A um dominio de integridade. Ent3o, A\ {04} # (). Suponhamos que, para
a,be Acoma# 04,

(Fzo,y0 € A) arg=>b e ypa =>.
Sejam x1 e y1 outras solu¢Bes das equagles ax = b e xa = b, respetivamente. Ent3o,
aro =b=axr e yoa =b=1a

e, pelo facto de todos os elementos n3o nulos serem simplificiveis, temos que

To =1 € Yo = Y1-

Logo, as solu¢bes, quando existem, sdo Unicas.

Reciprocamente, suponhamos que A\ {04} # () e que, paraa € A\{04} e b € A, se as equa¢des
ax = b e xa = b tiverem solucdo, entdo, a solucdo é Unica.

Como x =04 é solugdo de ax = 04 e xa = 04, concluimos entdo que x = 04 é a lnica solucao

possivel. Logo, 04 é o tnico divisor de zero de A, pelo que A é um dominio de integridade. O

4.1.2 anéis de divisao e corpos

Definicdo 4.32. Um anel A diz-se um anel de divisdo se (A\{04},-) é um grupo. Um anel de

divisdo comutativo diz-se um corpo.

Resulta da definicdo que qualquer corpo é um dominio de integridade, mas o reciproco nio é

verdadeiro, como demonstra o seguinte exemplo.

Exemplo 4.33. O dominio de integridade (Z,+, x) ndo é um anel de divisdo, pois (Z\ {0} , x) ndo

é grupo.

Exemplo 4.34. O dominio de integridade (R, +, X) é um corpo e, portanto, um anel de divis3o.



Exemplo 4.35. Seja Q = {a+bi+cj+dk:a,b,c,d € R}, onde i = j2 =k? = —1, ij = —ji =
k, ki = —ik = j,jk = —kj = i. Considere em Q as operagdes de adicdo e de multiplicagdo definidas

por

(a+bi+cji+dk)+(d+Vi+dj+dk)=a+d +B+V)i+(c+)j+ (d+d)k

(a+bi+ cj+dk) x (o +Vi+j+dk) =
aa’ — b —cd —dd + (ab' + a'b+ cd' — dd)i+
(ad —bd' +d'c+Vd)j+ (ad + b —Vc+ d'd)k,
em que as somas dos elementos a,a’,b,b',c,c,d,d sdo efectuadas em R.

Entdo, (Q,+,x) é um anel de divisio ndo comutativo. Este anel designa-se por Anel dos

Quartenides.

De seguida, completamos o diagrama ja apresentado, incluindo os conceitos de dominio de

integridade, anel de divisdo e corpo.

anéis
anéis com identidade Exemplo 4.6
Exemplo 4.2
Exemplo 4.33
Exemplo 4.35 COFpOS
anéis de divisdo Exemplo 4.34
dominios de integridade
Exemplo 4.5 anéis comutativos
Exemplo 4.7

4.2 caracteristica de um anel

Sejam A um anel e a € A. Considerando os mudiltiplos de a, i.e., os elementos da forma na com

n € 7, temos duas situacdes a considerar:



(i) (Im € Z\{0}) (Va € A)
(i) (Vm € Z\{0}) (Fb € A)

ma = 04;

mb#04 (e, nb=0y (Vb€ A)=n=0).
Exemplo 4.36. Sio exemplos da situagdo (ii) o anel dos reais e o anel dos inteiros.

Exemplo 4.37. E exemplo da situacdo (i) o anel (Z4,+, ), onde

+(0 1 2 3 012 3
00 1 2 3 0/0 0 0 O
111 2 3 0 e 110 1 2 3.
212 3 01 210 2 0 2
313 01 2 310 3 21
De facto, para m = 4, temos que
4.0=0+0+0+0=0,
4.-1=14+1+1+1=0,
4.2=24+2+2+2=0,
4-3=343+3+3=0

2

Exemplo 4.38. Seja A um anel tal que a® = a, para todo a € A. (tal anel existe; basta pensar em

A =1{04}). Entio, A é um exemplo de anel que satisfaz a condi¢3o (i). De facto, para todo a € A,
20 =a+a=(a+a)’=(a+a)(a+a)=ad®+a*+a®+a® = 4a® = 4a,

pelo que
4a — 2a = 04,

2a = OA.
Assim, para todo a € A, existe m = 2 € 7\ {0} tal que ma = 04.

Vamos distinguir estas duas situacdes através da definicdo de caracteristica de um anel, que de

seguida apresentamos.

Definicao 4.39. Seja A um anel.



1. Se
nb=04, Vbe A=n=0,

A diz-se um anel de caracteristica 0 e escreve-se ¢(A) = 0,

2. Se
(Im e Z\{0}) Va € A) ma =04,

A diz-se um anel de caracteristica ¢ onde ¢ = min{n € N : na = 04 VYa € A}. Escreve-se
c(A) =q.

Observacao. A segunda parte da definicdo faz todo o sentido, pois se A é um anel tal que
(Im € Z\{0}) (Va € A) ma =04

temos que, sendo
M={meZ:ma=04, VacA},

(M,+) é um subgrupo do grupo ciclico (Z,+) e, portanto, é ele préprio um grupo ciclico e o seu

gerador é o menor inteiro positivo de M.

Seja A um anel. Fazendo a ligagdo com o conceito de ordem de um elemento num grupo (neste
caso, o grupo (A, +)), levanta-se imediatamente a seguinte quest3o:
Se A é um anel de caracteristica q e x € A é tal que a ordem de x no grupo (A,+) é

o(x) = p, qual a relacdo de p com q?

A resposta é obviamente p | g. De facto, se g é a caracteristica de A, temos que ga = 04, para
todo a € A. Em particular, para a = x temos que gz = 04. Logo, como p = o(x), vem, como

consequéncia da definigdo de ordem de um elemento, que p | g.

Assim, podemos concluir que a caracteristica de um anel A é o m.m.c. entre as ordens de todos

os elementos de A.

Se o anel tiver identidade, ent3o a caracteristica desse anel é determinada em fung¢3o da ordem

da identidade, como nos mostra o préximo resultado:



Proposicao 4.40. Sejam A # {04} um anel com identidade 14 e n € N. Ent3o, a caracteristica

de A én se eséseaordemdely én.
Demonstragdo: [=]. Por hipdtese, temos que ¢(A) = n, i.e., temos que:
(i) Vae A na=04gk;
(i) (GpeNVae A pa=04)=n|p.
Queremos provar que p(14) = n, i.e., queremos provar que:
(a) nlg =04;
(b) (3peN:ply=04)=n|p.

A condic3o (a) resulta naturalmente da condi¢3o (i) pois, se na = 04 para todo a € A, entdo, como
14 € A, temos que nl4 = 04. Para provarmos a condi¢do (b) supomos que existe p € N tal que

plg = 04. Para aplicarmos (ii), temos que provar que pa = 04 para todo a € A. De facto,
pa =p(laa) = (pla)a = 04a = 04.

Assim, por (i), temos que n | p. Logo, verifica-se a condi¢do (b).
[«<]. Suponhamos agora que p(14) = n, i.e., que (a) e (b) sdo satisfeitos. Queremos provar que

o anel satisfaz (i) e (ii):
(i) Para todo a € A, temos que

na =n(laa) = (nlg)a =04a =04.

(i) Seja p € N tal que, para todo a € A, pa = 04. Em particular, como 14 € A, temos que

pla = 04. Ent3o, por (b), concluimos que n | p, o que termina a nossa demonstrac&o.

Exemplo 4.41. Sejan € N. Como, em Z,, p(1) = n, concluimos que c(Z,) = n.

Exemplo 4.42. O anel dos nimeros inteiros e o anel dos niimeros reais sdo anéis de caracteristica
0.



4.3 subanéis

Definicdo 4.43. Uma parte A’ de um anel (respetivamente, dominio de integridade, anel de di-
visdo, corpo) A diz-se um subanel (respetivamente, subdominio de integridade, subanel de diviséo,
subcorpo) de A se for um anel (respetivamente, dominio de integridade, anel de divisdo, corpo)

relativamente as restricoes das operacdes de adicao e produto do anel.

Exemplo 4.44. Quando consideradas as operacbes usuais de adicdo e multiplicacdo, o anel 7 é

subanel e subdominio de integridade de R, mas n3o é seu subanel de divisdo, nem subcorpo.

Exemplo 4.45. Quando consideradas as operacdes usuais de adicdo e multiplicacdo, o anel nZ

(n € N\{1}) é subanel mas n3o é subdominio de integridade de Z.

Exemplo 4.46. Dado um anel A, {04} e A sdo subanéis de A. No entanto, dado um anel de divisdo

ou corpo A, {04} ndo é subanel de divisio nem subcorpo de A.

De modo analogo aquele efetuado para os subgrupos, podemos estabelecer critérios de subanel,
subdominio de integridade, subanel de divisao e subcorpo. Por serem semelhantes, as demonstra¢des

sao deixadas como exercicio.

Proposicdo 4.47. Sejam A um anel e A’ C A. Entdo, A’ é subanel de A se e s6 se:

(i) A" # 05
(i)z,ye A =z —ye A
(i) x,y € Al = ay e A 0

Proposicdao 4.48. Sejam A um dominio de integridade e A’ C A. Entdo, A’ é subdominio de

integridade de A se e s6 se:

(i) 14 € A';
(i)v,ye A =z —ye A
(i) x,y € Al = axy € A 0

z

Proposicdo 4.49. Sejam A um anel de divisdo (respetivamente, corpo) e A’ C A. Entio, A’ é
subanel de divisdo (respetivamente, subcorpo) de A se e s6 se:

(i) A" # 0

(i)z,ye A =z —ye A

(iii) x,y € A\{04} = xy~t € A\ {04}. 0



Acabamos esta seccdo com a seguinte observacdo: Sejam A um anel e A e Ay subanéis de A.
Como (A1, +) e (Aa, +) sdo subgrupos do grupo comutativo (A4, +), sabemos que o subconjunto de
A

A1+ Ay ={a; +az: a1 € Ay, az € Ag}

é subgrupo de (A, +). No entanto, dados a; + ag,b; + by € Ay + Ao,
(a1 + a2) (b1 + b2) = a1by + az2by + a1b2 + agb

ndo é necessariamente um elemento de A; + A5, pelo que A1+ As n3o é necessariamente um subanel
de A.

4.4 ideais e relacoes de congruéncia num anel

Definicdo 4.50. Seja A um anel. Uma parte I de A diz-se um ideal direito (respetivamente, ideal
esquerdo) de A se:

() (I,+) < (A, +);

(i) (Va € A) (Vx € I) xza € I (respetivamente, ax € )

Se I for simultaneamente ideal esquerdo e ideal direito, entdo, I diz-se um ideal de A.

Exemplo 4.51. Consideremos o anel (Z,+, x). O conjunto 27 é um seu ideal pois (2Z,+) < (Z,+)

e o produto de um inteiro qualquer por um inteiro par é um inteiro par.

Exemplo 4.52. Relativamente ao anel (Z4,+,), o conjunto {0,2} é um ideal pois

({0,2},+) < (Z4,+)

ol
ol
I
o
=
I
ol

2-0-3=0¢{
0=2.2=0e{0,2} e 2-1

Como o anel em questdo é comutativo, concluimos que {0,2} é um ideal de Z,.

DI

Exemplo 4.53. Seja A um anel. Entdo, {04} é um ideal de A (ao qual se chama ideal trivial de
A).

Exemplo 4.54. Um anel A é um ideal de si préprio (ao qual se chama ideal impréprio de A).



Resulta imediatamente do critério de subanel (ver Proposi¢do 4.47) e da definicdo de subanel

que:

Proposicdo 4.55. Todo o ideal de um anel A é um subanel de A. O
Apresentamos de seguida algumas proposi¢cdes envolvendo ideais.

Proposicdo 4.56. A interseccdo de uma familia de ideais de um anel A é um ideal de A.

Demonstracao: Exercicio. O

Proposicao 4.57. Num anel com identidade todo o ideal que contém essa identidade é impréprio.

Demonstracao: Sejam A um anel com identidade 14 e I um ideal de A tal que 14 € I. Entdo,

Va € A, a=a-14€1.
Logo, A C I. Como, por definicdo, I C A, temos o resultado pretendido, i.e., I = A. O
Proposicao 4.58. Num anel de divisdo existem apenas dois ideais: o trivial e o imprdprio.

Demonstracgao: Vimos ja nos Exemplos 4.53 e 4.54 que {04} e A s3o ideais de qualquer anel A.
Vejamos que, se A é um anel de divisdo, estes ideais sdo de facto os (nicos ideais de A. Seja
I # {04} um ideal de A. Entdo, existe z € A\ {04} tal que z € I. Mas, como (A\{04},-) é um
grupo, temos que z~ € A\ {04} C A. Assim, como I é um ideal de A, temos que

Iy=zz el

Logo, I é um ideal que contém a identidade do anel, pelo que, pela proposicdo anterior, é o ideal

impréprio. O

Novamente a semelhanca do caso dos grupos, podemos ter ideais de um anel A que sejam gerados

por um elemento de a.

Definicdo 4.59. Sejam A um anel e a € A. Chama-se ideal principal direito (respetivamente, ideal
principal esquerdo, ideal principal) gerado por a, e representa-se por (a), (respetivamente (a),, (a))

ao menor ideal direito (respetivamente, ideal esquerdo, ideal) que contém a.



Exemplo 4.60. Consideremos o anel 7, com as operacdes usuais de adicdo e multiplicacdo de
classes. Como a multiplicacdo é comutativa, todos os ideais esquerdos s3o direitos e vice-versa, pelo

que podemos falar simplesmente em ideais. Os ideais de Z4 sdo {0}, {0,2} e Z4. Assim, temos que
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Os resultados que de seguida apresentamos, caracterizam os ideais principais esquerdos, ideais
principais direitos e ideais principais de um anel, de um anel com identidade e de um anel comutativo

com identidade.

Proposicdo 4.61. Sejam A um anel e a € A. Ento,
(i) (a), € a interseccdo de todos os ideais direitos de A que contém a.
(i) (a), € a interseccdo de todos os ideais esquerdos de A que contém a.

(iii) (a) € a intersecgcdo de todos os ideais de A que contém a.
Demonstracao: Imediata, tendo em conta a Proposicio 4.56. O
Proposicdo 4.62. Sejam A um anel com identidade e a € A. Entéo, (a); = aA e (a), = Aa.
Demonstracao: Seja A um anel com identidade 14 e a € A. Pretendemos provar que
aA={ax|x € A}

€ o menor ideal direito que contém a.
De facto, (aA,+) é um subgrupo de (A, +), pois
(YaA#0,jdquea=a-14 € aA;
(i) ax,ay € A = ax —ay = a(x —y) € A
Mais ainda,

x € Aay € aA = (ay)x = a(zy) € aA,

pelo que aA é um ideal de A.

Por outro lado, ao provar que aA # (), provamos que aA contém a.



Finalmente, seja J um ideal direito de A tal que a € J. Ent3o,

r€aAd = xz=ay comyecA
= x=ay coma€JeyeA

= x=ay€J.

De modo anélogo, prova-se que (a), = Aa.

a

Corolario 4.63. Sejam A um anel comutativo com identidade e a € A. Entdo, (a) = Aa =aA. O

Estudadas que estdo algumas propriedades de ideais de um anel, vamos ver qual a sua relacao

com as relacdes de congruéncia nesse mesmo anel. Comecamos por apresentar a definicdo de relagdo

de congruéncia num anel.

Definicao 4.64. Seja A um anel. Uma relacdo de equivaléncia p definida em A diz-se uma relagio

de congruéncia se, para todos xz,x’,y,y' € A,
zpr' e ypy = (@+y)p @' +y) e (zy)p(2y).
Exemplo 4.65. Considere-se em 7, a relacdo
apb<=a—be?2Z.
Ent3o, a relagdo p é de equivaléncia e é tal que
apb e dpb <= a—bd -V c2Z
= a+d—(b+V)€2Z e
aa' — bt = aa’ —ba' +ba’ —bb' = (a—b)d +b(a — V) € 2Z
<~ (a+d)p(b+bV) e adpbl,

pelo que p é uma relagdo de equivaléncia.

A proposicdo seguinte generaliza o exemplo anterior.
Proposicdo 4.66. Sejam A um anel e I um ideal de A. Ent3o, a relacdo definida em A por
apb<=a—-bel

é uma relagdo de congruéncia.



Demonstragao: Comecemos por provar que p é uma relacdo de equivaléncia em A: Como (I,+) é
subgrupo comutativo de (A, +), temos que:

(i) paratodo a € A, a —a =04 € I e, portanto, apa. Assim, p é reflexiva;

(i) se a,b € A sdo tais que apb, temos que a — b € I e, portanto, b —a = —(a —b) € I.
Logo, bpa, o que nos permite concluir que p é simétrica;

(iii) se a,b,c € A sdo tais que apbebpc, temosquea—b el eb—ce I e, portanto,
a—c=(a—b)+(b—c) el

Assim, a pc, o que nos permite concluir que p é transitiva.
Assim, p é uma relacao de equivaléncia. Para concluir que p é uma relacao de congruéncia basta
verificar que

apb, a pb = (a+d)p(b+b)eadpbl.
De facto, como I é ideal de A,

apb, d pbl =a—-bd -V el
= (a+d)—(b+V)el,
aa' — bV = ad’ —ba' +ba' — bV = (a—b)a' +b(a' —V) el
< (a+d)p(b+?), ad pbb.

Proposicdo 4.67. Seja p uma relagdo de congruéncia definida num anel A. Ent3o:
(i) a classe [04] , é um ideal de A;
(i) apb<= a—>be[04],
(iii) (Va € A) [a],=a+[04],(={a+z € A|zp0a}).

Demonstracdo: (i) Sendo uma classe de equivaléncia, temos que # (). Sejam a,b € [04],. Entdo,
ap04 ebpla e portanto, a —bp0g4, pelo que a — b € [04] ,. Entdo, ([04],,+) < (A,+). Sejam
a €[04],ex € A Entdo apOs e zpx e portanto, ax p0az e zapzly, ie, axp0a e zap0a.
Assim, az,za € [04],. Estamos em condices de concluir que [04], é um ideal de A.

(i) Sejam a,b € A. Entéo,

apbsa—bpb—bsa—bp0asa—>bel04],.



(iii) Seja a € A. Entdo,

belal, &bpasb—ac04],=b=a+][04].

4.4.1 anel quociente

Se p é uma relagdo de congruéncia num anel A (e, portanto, de equivaléncia), podemos ent&o falar

no conjunto quociente
Alp= {[a]p lac A}.

Neste conjunto, definem-se duas operagdes binérias:

(i) uma adigdo de classes: para a,b € A,

[al, + 0], = la+0],;

p

(i) uma multiplicagdo de classes: para a,b € A,

[a],, - [b], = [a -],

Sendo p uma relagdo de congruéncia, prova-se que as operacdes estdo bem definidas, i.e., ndo
dependem da escolha do representante da classe:

Se [a], = [d'] , e [b], = [V'] ,, temos que
apa ebpb,

pelo que

(a+b)p(a+0b) e (ab)p(a't)

e, portanto,

la+b],= [ +b']p e [ab],= [a’b’]p

Teorema 4.68. Sejam A um anel e p uma relacdo de congruéncia definida em A. Ent3o, considerando

a adicdo e a multiplicacdo acima definidas, (A/p,+,-) é um anel.



Demonstracao: Exercicio. O

Observacao. Pelas Proposicdes 4.66 e 4.67, sabemos que existe uma relacdo biunivoca entre o
conjunto das relacdes de congruéncia em A e o conjunto dos ideais de A. Assim, se I é ideal de A,
podemos falar no anel quociente

A/l ={z+1:x € A}

€ escreve-se

ye€x+Il<—=y—xzecl

Mais ainda, as operacdes sdo definidas por, para todos x,y € A,

(x+D+y+D)=@+y) +1

(z4+D)(y+1)=zy+1.

Resulta de imediato que a comutatividade e a existéncia da identidade se mantém quando pas-

samos ao anel quociente. De facto, tem-se que:

Proposicdo 4.69. Sejam A um anel e I um ideal de A.
(i) Se A é uma anel comutativo, entdo A/I é um anel comutativo;

(ii) Se A é um anel com identidade 14, entdo A/I é um anel com identidade 14 + 1. O

4.4.2 ideais primos e ideais maximais

Definicao 4.70. Seja A um anel comutativo com identidade. Um ideal I de A diz-se maximal se
ndo existir um ideal K de A tal que
IGKGA

Exemplo 4.71. O ideal 27, do anel Z é maximal. O ideal 47 ndo é maximal pois

AZ.G 22 G Z.

Definicao 4.72. Seja A um anel comutativo com identidade. Um ideal I de A diz-se primo se
A\I # () e A\I é fechado para o produto.



Exemplo 4.73. O ideal 27 do anel 7 é primo. De facto, Z\27 = 27+ 1 é fechado para o produto,
ja que
2n+1)2m+1)=2(n+m+2nm)+1,

para todos n, m € Z.

Teorema 4.74. Sejam A um anel comutativo com identidade e I um ideal de A. Ent3o, sdo
equivalentes as seguintes afirmagoes:

(i) I é maximal;

(ii) A/ é corpo.

Demonstracdo: [(i) = (i7)] . Como A é um anel comutativo com identidade, temos que A/I é um
anel comutativo com identidade. Para provar que A/I é corpo, falta apenas provar que todo o
elemento ndo nulo  + I € A/I admite um inverso.

Sejaa+ I € A/I tal que a + I # I. Entdo,
K={it+zacAliclexc A}

é um ideal de A. De facto,
(a) 04 =04 + 04a, pelo que 04 € K e, portanto, K # 0;
(b) para i + za,j +ya € K, temos que i + xa — (j+ya) = (i —j)+ (z —y)a € K;
(c) Parai+za € K ey € A, temos que y (i + za) = yi + (yz) a. Como yi € I (porque I
é ideal) e yz € A, concluimos que y (i + za) € K.
Como o anel é comutativo, concluimos que K é um ideal de A.

Mais ainda, o ideal assim definido K é tal que
1 g K.
De facto,
1€l=i=1i+04ae K

ea¢ I étal que
a=04+14a€ K.

Logo, porque I é um ideal maximal por hipétese, temos que K = A. Entdo, 14 € K, pelo que
existem i1 € I e 1 € A tais que

14 =11 + 210,



ou seja

1y —xia=141 €1.

Logo,
(14 —z10)+ 1 =1.
Mas,
(la—ma)+I=I<=na+I=1a+1 <= (x1+1)(a+1)=14+1,
pelo que

(a+I) ' =a1+1.

[(i1) = (7)] . Seja I um ideal de A tal que A/I é um corpo.
Suponhamos que existe um ideal K de A, tal que I ;Cé KCA Del g K, concluimos que

(Fzr e K) x ¢l
Logo, x + I # I. Mas,

c+I1#1 = (F'+1eA/D\{I}) (@+I) (@' +1)=1a+1
= (J2'€A\I) za'+1=14+1

(

(

= (J'€A\I) a2’ —1la=iel
= (I €A) lpa=uwxa'—i, comi,zekK,
= la€eK.
Assim, K = A e, portanto, I é maximal. O

Exemplo 4.75. Se considerarmos o anel Z, um ideal é maximal se e sé se é do tipo pZ, com p

primo, pois Z,, s6 é corpo se p for primo.

Teorema 4.76. Sejam A um anel comutativo com identidade e I um ideal de A. Entdo, sdo
equivalentes as seguintes afirmagoes:

(i) I é ideal primo;

(ii) A/I é um dominio de integridade.

Demonstracdo: [(i) = (ii)]. Como A é um anel comutativo com identidade, A/I também. Mais
ainda, como I é primo, A\I # (), pelo que A/I # {I}. Para provar que A/I é um dominio de

integridade, falta ent3o provar que

+D)(y+)=I=ac+I=Touy+1I=1.



De facto,

(+D(y+D)=1 <= ay+I=1
— zxyel
= xz€louyel (I primo)
— z+I=Touy+I=1.
[(i7) = (i)]. Seja A um anel e I um ideal de A tal que A/I é um dominio de integridade. Entdo,
A/I # {I} e, portanto, A # I pelo que A\I # ().
Sejam a,b € A\I. Pretendemos provar que ab € A\I.
Suponhamos que ab € I. Ent3o, ab+ I = I. Logo,

(a+I)(b+I)=1I=a+I=Toub+1=1,

o que contradiz a hipétese de a,b € A\I. O

Como consequéncia dos dois ltimos teoremas, temos que
Corolario 4.77. Qualquer anel maximal de um anel comutativo com identidade é ideal primo.

Demonstracao: A demonstracdo é trivial, tendo em conta que todo o corpo é um dominio de

integridade. Assim,

I ideal maximal <= A/I corpo = A/I dominio de integridade <= I ideal primo.

4.5 morfismos

Definicdo 4.78. Sejam A e A’ dois anéis. Uma aplicacio ¢ : A — A’ diz-se um morfismo (ou
homomorfismo) se satisfaz as seguintes condi¢cdes:
(i) (Va,be A)  p(a+b)=vp(a)+¢(0);
(i) (Va,b € A)  pla-b)=p(a)- ().
Um morfismo diz-se um monomorfismo (respetivamente, epimorfismo, isomorfismo ) se for injetivo
(respetivamente, sobrejetivo, bijetivo)
Um morfismo diz-se um endomorfismo se A = A’. Um endomorfismo bijetivo diz-se um auto-

morfismo.



Exemplo 4.79. Sejam A e A’ anéis. Ent3o, a aplicacdo vy : A — A’ definida por ¢g (x) = 04/,

para todo x € A, é um morfismo, ao qual chamamos morfismo nulo.

Exemplo 4.80. Seja A um anel. Entdo, a aplicagdo identidade em A é um automorfismo, ao qual

chamamos morfismo identidade.

Proposicao 4.81. Sejam A e A’ dois anéis e p : A — A’ um morfismo. Ent3o:
(i) ¢ (04) = 04r;
(i) (Va € A) ¢ (—a) = —p(a);
(ii) (Va € A) Vk € Z) ¢ (ka) =kp(a).

Demonstracao: (i) De
Oar +¢(04) = ¢ (04) = ¢ (04 +04) = ¢ (04) + ¢ (04)

concluimos, pela lei do corte, que

©(04) = 04s;

(i) Seja a € A. Como
p(=a) +¢(a) =¢(-a+a)=¢(0a) = 0a,

temos que

(iii) Sejam a € A e k = 0. Entdo,
¢ (0a) = (04) =04 =0p(a).
Sejam a € A e k € Z™. Entio, como
¢ (la) = ¢ (a) = 1 (a)
e, sempre que ¢ (na) = ny (a), temos que
p((n+1)a) =¢(na+a)=¢(na)+¢(a) =ne(a)+¢(a) = (n+1)p(a),

concluimos, por indugdo, que
¢ (ka) = kg (a).



Sejam a € A e k € Z~. Entio,

¢ (ka) = ¢ (=(=k)a) = —p ((=k)a) = =(=k)¢p(a) = kp (a).

De modo anéalogo ao efetuado ja no caso dos grupos, as seguintes proposi¢cdes caracterizam as

imagens e as imagens inversas de subanéis e de ideais de anéis por morfismos.

Proposicao 4.82. Sejam o : A — A’ um morfismo de anéis e B um subanel de A. Ent3o, p (B) é

um subanel de A’.

Demonstracao: Seja B um subanel de A. Entdo,
(i) ¢ (B) # 0, pois 0ar = ¢ (04) e 04 € B;
(ii) dados z,y € ¢ (B), existem a,b € B tais que z = ¢ (a) e y = ¢ (b) , pelo que

r—y=¢(a)—pb)=¢(a—b) coma—beB

xy =p(a)e(b) =p(ab) com ab€ B.
Assim, z — y,zy € ¢ (B), pelo que ¢ (B) é um subanel de A’. 0

Proposicdo 4.83. Sejam ¢ : A — A’ um epimorfismo de anéis e I um ideal de A. Ento, ¢ (I) é
um ideal de A’.

Demonstragdo: Pela proposicdo anterior, temos que (¢ (I),+) < (A’,+). Por outro lado, sejam

a €A ex’ €p(l). Entdo, existem a € A ei € I tais que v (a) =d' e p (i) = 2/, pelo que

d'r' = (a)p (i) = ¢ (ai) € p(I)

z'a = (i) p(a) = (ia) € p(I).

Logo, d'z’,2'a’ € ¢ (I), pelo que ¢ (I) é um ideal de A’ |
Proposicao 4.84. Sejam ¢ : A — A’ um morfismo de anéis e B’ um subanel de A’. Ent3o,
! (B)={zeA|¢(x)e B}

é um subanel de A.



Demonstracdo: Seja B’ um subanel de A’. Ent3o,
(i) ¢~ (B') # 0 pois ¢ (04) = 04 € B', pelo que 04 € p~'(B');
(i) dados z,y € o1 (B’), temos que p(z), ¢(y) € B’ e, portanto,

ple—y)=v@) -el) B,
peloque z —y € =1 (B');
(iii) dados =,y € p~ 1 (B’), temos que (), p(y) € B’ e, portanto,
p(zy) =¢ (@) ey € B

pelo que zy € o1 (B').
Assim, o1 (B’) é um subanel de A. O

Proposicao 4.85. Sejam ¢ : A — A’ um morfismo de anéis e I' um ideal de A’. Ento,
e (I')={zeA|px)el}
é um ideal de A.

Demonstracdo: Seja I’ um ideal de A’. Ent3o, pela proposicio anterior, o ~! (I') é um subanel de

A. Por outro lado, seja a € A e x € o~ (I'). Entdo, () € I' e, portanto,

p(ax) =p(a)p(x) €T

pelo que ax € ¢! (I'). De modo analogo, temos za € ¢~ 1(I') e, portanto, ! (I') é um ideal de
A. O

Dado um qualquer morfismo entre dois anéis, destacam-se os seguintes subconjuntos do dominio

e do conjunto de chegada desse mesmo morfismo.

Definicdo 4.86. Seja ¢ : A — A" um morfismo de anéis.
(i) Chama-se Nucleo de ¢ (ou kernel de ¢), e representa-se por Nucy (ou Kerp), ao

subconjunto de A definido por
Nucp ={z € A:p(x)=0a};

(ii) Chama-se imagem de ¢, e representa-se por Imy ou ¢ (A), ao subconjunto de A’
definido por
Imp = {¢(z) :x € A}.



Proposicao 4.87. Seja p : A — A’ um morfismo de anéis. Ent3o,
(i) Nucy é um ideal de A;
(ii) Imp é um subanel de A’.

Demonstragdo: (i) Trivial, tendo em conta que Nucy = ¢ 1 {04} e {04} é um ideal de A’ e
aplicando a Proposicao 4.85.

(i) Trivial, tendo em conta que A é um subanel de A e aplicando a Proposi¢do 4.82. O

4.5.1 teorema fundamental do homomorfismo

Proposicao 4.88. Sejam A um anel e I um seu ideal. Ent3o, a aplicagdo m : A — A/I definida

porm(z)=x+1 (x € A), é um epimorfismo (ao qual se chama epimorfismo canénico).

Demonstragdo: Sejam A um anel e I um ideal de A. Entdo, em A/I, temos que

(x+D+wy+D)=(x+y +1

(z+1)(y+1) =ay+1I

Logo, a aplicagdo 7 é tal que

m(x) + 7 (y) =7 (z+y)

m(z) 7 (y) = 7 (zy),
pelo que m é um morfismo. Além disso, o facto de qualquer elemento de A/I se definir a custa de

um representante de A, permite-nos concluir que 7w é uma aplicac3o sobrejetiva. |

Teorema 4.89. (fundamental do homomorfismo) Seja o : A — A’ um morfismo de anéis. Ento,
existe um ideal I de A tal que
AT = p(A).

Demonstracdo: Seja ¢ : A — A’ um morfismo de anéis. Ent3o, Nucy é um ideal de A e, portanto,
m: A — A/Nucp é um epimorfismo. Seja 6 a relagdo que a cada classe x + Nucy de A/Nucyp faz
corresponder o elemento ¢ () de A’. Entdo,

(i) @ é uma aplicagdo injetiva, pois

(Vz + Nucy € A/Nucyp) reAep(z)e A,



z + Nucy = y + Nucyp

(ii) @ é um morfismo, pois

0 ((x + Nucy) + (y + Nucy)) = 60 ((z+y)+ Nucy))

I
< € 6

0 ((x + Nucp) - (y + Nucp)) = 0 ((z-y) + (Nucy))

(iii) @ (A/Nucp) = Imyp, porque

y €0 (A/Nucy) <— (Jxe€ A)

Logo, concluimos que

4.5.2 teoremas do isomorfismo

Mais uma vez fazendo o paralelismo com a Teoria de Grupos, apresentamos aqui dois teoremas envol-

vendo isomorfismos entre anéis, teoremas esses que sdo conhecidos como teoremas de isomorfismo.



Teorema 4.90. (1° Teorema do Isomorfismo) Seja p : A — A’ um epimorfismo de anéis. Se I é

um ideal de A tal que Nucy C I, entdo,

AJT= Ao (I).

Demonstragdo: Comegamos por observar que, sendo ¢ um epimorfismo, entdo, ¢ () é um ideal de

A’ pelo que faz sentido falar no anel quociente A’/ (I).

Seja 0 a relagdo que, dado x € A, faz corresponder a classe x + I de A/I na classe ¢ (x)+ ¢ (I)

do anel A’/ (I). Ento,

(i) 6 é uma aplicagdo, pois

(Va+1€ A/I)(Jy=¢(a) € A)

a+I=b+1 —

[ A

(i) € é injetiva, pois
Ola+1)=0(0b+1) +—
<~
=
<~

e 0 é sobrejetiva porque ¢ é sobrejetiva.

(iii) & é um morfismo, porque

0(z+D)+w+1) =

0(at+1)=yp(a)+e(I)eA/o)

pa)+ o) =¢((b)+¢(I)
p(a—10)€p(l)

a—bey (D) =1
a+I=0b+1.

(porque Nucyp C 1)

0((z+y)
p(z+y)
(p(z) +¢
(p(z) +o
0(x+1)+0

+ 4+

(1)
(y) + ¢ (1))

)
1

+ + +
%\‘6

—
~
SN—

Y



O((z+1)-(y+1) = O(zy+1)
= p(zy)+e)
= w@)e)+ed)
= (p@) +e)- (¢ +¢))
= O(x+1)-0(y+1).
Logo, € é um isomorfismo, pelo que
AlT= Ao (I).

a

Teorema 4.91. (2° Teorema do Isomorfismo) Sejam A um anel e A; e As subanéis de A. Se Ay
é um ideal de A, ent3o,
(A1 + Az) /Ag = Al/ (Al N A2) .

Demonstracao: Comecamos por observar que:
(i) A1 + Ag é um subanel de A que contém Ay (assim sendo, Ay é ideal de A; + Aj). De
facto,

04=04+04 € A1 + Ay,

pelo que A1 + As # (). Mais ainda, se © = a1 + as,y = by + by € A1 + Ao, temos que
r+y= (al+b1)+(a2+b2) € A+ Ay

e, porque A é ideal de A,

xy a1by + a1ba + azby 4 bibo

= a1b1 + (a1bs + agby + b1b2) € A1 + As.
Finalmente, como
as € Ag = as =04 +ag € Ay + As,

temos que A; + Ay é um subanel de A tal que As C A + As.
(i) A1 N Ay é um ideal de A;. De facto, Ay N Ay C A; e, dados x € Ay e i € A N Ao,
temos que xi € Ay, porque A; é subanel de A, e xi € Ao, porque As é ideal de A.



Faz, ent3o, sentido falar nos dois aneis quociente. Consideremos a restricdo do epimorfismo

T A+ A — (A1+A2)/A2

r — x+ Ao,
ao subconjunto A; de A; + Ay (a € A; = a=a+0y4 € A + Ay). Temos, portanto, o morfismo

7'1'|A1 2A1 — (A1+A2)/A2

ap — a1+ As.

Este morfismo 7|4, é, na verdade, um epimorfismo tal que Nucm|4, = A1 N As. De facto, para todo
T =a1+ag € Ay + Ag,
x+ Ay = a1 + As,

pelo que, para todo x + Ay € (Ay + Ag) /A, existe aj € A; tal que
x+ A =4, (a1).
Por outro lado,

a € Nucr|g, <= a€ Ajem|a (a) =4
<~ acAjea+ Ay = A
< a€Ajeac A

<— a€ AN As.
Logo, pelo teorema fundamental do homomorfismo,

Al/(Al N AQ) = Al/NuCTr|A1 = 7'(",41 (Al) = (Al + AQ) /AQ.
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5.1 definicoes basicas

Ao longo deste capitulo, D é um dominio de integridade, i.e., um anel comutativo com identidade no
qual Op é o Gnico divisor de zero. Recordamos também que Up representa o conjunto das unidades
de D, i.e., o conjunto dos elementos u € D para os quais existe u~' € D. Como 1p € D, temos
que Up # 0.

Defini¢do 5.1. Dados z,y € D, diz-se que x divide y (ou que x é fator de y ou que y é divisivel
por z) se
dteD: y=taz.

Neste caso, diz-se também que tx é uma fatorizacdo (ou decomposicdo em fatores) de y.
Exemplo 5.2. No dominio de integridade 7, temos que —2 | 4, mas 2 1 3.

Como consequéncia da definicdo, provam-se algumas propriedades basicas que agrupamos na

seguinte proposicao:

Proposicdo 5.3. Sejam x,y € D. Ent3o,
(i) x| Op;
(i) 1p | z;
(i) Vu eUp u|x;

(iv)x |y ey |z seesésey=ux para algum u € Up (e, consequentemente, v = u~'y).
Demonstracao: (i) Seja x € D. Ent3o, 0p = Opz, pelo que podemos afirmar que x | Op.
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(ii) Seja z € D. Como = = 1px, temos que 1p | x.

(iii) Sejam x € D e u uma unidade de D. Como

z=1pr=u(utz),

concluimos que u | z.
(iv) Sejam =,y € D tais que y = ux e x = u~ 'y para algum u € Up. Entlo, obviamente, temos
quez |yey|x.

Reciprocamente, suponhamos que = | y e y | x. Entdo, existem t, s € D tais que
y=trex=sy. ()
Temos que considerar 2 casos:

Caso 1: z = 0p ou y = 0p. Neste caso, concluimos que x = y = Op e, como Op = 1p0p,

temos que x = uy para u = lp € Up;
Caso 2: x # 0p e y # 0p. Neste caso, por (x), temos que
lpx =z = sy = stx.
Aplicando a lei do corte (pois = # 0p), temos que
st =1p.
Assim, s =t ! et=s"!, pelo que s,t € Up. 0

Exemplo 5.4. No anel dos inteiros relativos, se x,y € Z s3o tais que x |y ey | x, entdo, x = +y.

De facto, sabemos que Uz, = {—1,1}.
Na sequéncia da propriedade (iv) da dltima proposicdo, surge a seguinte definigdo:

Definicdo 5.5. Dois elementos = e y de um dominio de integridade D dizem-se associados se z | y

ey |x.

Proposicao 5.6. Sejam x,y € D. Entdo, sdo equivalentes as seguintes afirmagées:
(i) x ey sdo associados;
(i) x € yUp;
(i) y € xUp.



Demonstragao: Trivial, tendo em conta a Proposigdo 5.3(iv). O

Definicao 5.7. Um elemento p € D diz-se irredutivel em D se
(i)p# Op ep & Up;
(i) p=ab=a €Up oub € Up.

O elemento p diz-se redutivel em D se ndo for irredutivel em D.
Exemplo 5.8. Em Z, os elementos irredutiveis sdo os niimeros primos e os seus simétricos.

Definicao 5.9. Um elemento p € D diz-se primo se

(i)p#0p ep & Up;
(i)p|ab=p|aouplb.

Proposicao 5.10. Seja p um elemento ndo nulo de D. Entdo,
(i) p € primo se e sé se (p) é ideal primo de D;

(ii) p é irredutivel se e s6 se (p) é ideal maximal na classe dos ideais principais de D.

Demonstracao: (i) Como D é um anel comutativo com identidade, temos, pelo Corolario 4.63, que
(p) = pD. Suponhamos, entdo, que p é primo. Como p & Up, 1p & pD, pelo que D\(p) # 0.
Sejam a,b € D tais que ab € pD. Entdo, p | ab. Como p é primo, temos que p | a ou p | b e,
portanto, a € pD ou b € pD. Estamos em condicdes de concluir que pD é ideal primo de D.

Reciprocamente, suponhamos que (p) = pD é um ideal primo. Entdo, pD # D pelo que, pela
Proposicdo 2.17, 1p ¢ pD e, portanto, p n3o é unidade de D. Sejam a,b € D tais que p | ab.
Entdo, ab € (p). Como (p) é ideal primo, concluimos que a € (p) ou b € (p). Assim, temos que
p|aoup]|b. Logo, pé primo.

(i) Exercicio. O
Proposicao 5.11. Todo o elemento primo de D é um elemento irredutivel.

Demonstragao: Sejam p um elemento primo e a,b € D tais que p = ab. Entdo, p € Up U{0p} é

tal que p | ab e, portanto, p | a ou p|b. Se p | a, temos que a = pz, para algum x € D. Logo,
p = ab = pxb.

Assim, pela lei de corte,



o que nos leva a concluir que b € Up. Analogamente, ao supor que p | b, concluiamos que a € Up.

Logo, p é irredutivel O

O reciproco deste coroldrio ndo é verdadeiro, como o demonstra o seguinte exemplo.

Exemplo 5.12. Considere-se o conjunto Z[/—3] = {a + b\/—3 : a,b € Z}, algebrizado com duas

operacées definidas por, para todos a,b,c,d € Z:
(a+bvV=3)+ (c+dvV-3)=(a+c)+ (b+d)v-3,
(a +bvV—3)(c+ dv—3) = (ac — 3bd) + (ad + bc)v/—3.

Entdo, Z[\/—3| é um dominio de integridade. Para provarmos este facto, basta observarmos que
Z[\/—3] é um subdominio de integridade de C, munido das operacdes usuais de adicdo e multiplicagdo

de niimeros complexos. De facto, tendo em conta que
a+bv—-3=a+ 3bi,

verificamos que a adigdo e multiplicacdo definidas no enunciado ndo sdo mais do que restricbes
das operacbes usuais de niimeros complexos ao subconjunto Z[v/—3] de C. Mais ainda, temos que
1 =1+ 0v-3 € Z[\/=3] e a soma e o produto de dois elementos de Z[/—3] sio ainda elementos
de Z[v/—3]. Logo, pela Proposicdo 2.13, Z[/—3] é um subdominio de integridade de C.

Neste dominio, o elemento x = 1 + \/—3 é irredutivel, mas ndo é primo.

Determinemos primeiro o conjunto das unidades de Z[\/—3]: Seja a + b\/—3 uma unidade de
Z[\/—3]. Entéo, existe c + dv/—3 € Z[/—3] tal que

(A (a+bV=3)(c+dv=3)=1.

Sendo dois niimeros complexos iguais, também s3o iguais os quadrados dos seus médulos. Assim,

temos que

(a® + 3b*)(c® + 3d*) = 1.

Como a,b,c,d € Z, concluimos que sé podemos ter a = +1,c = +1 e b = d = 0. Substituindo em
(A), concluimos que sé podemos tera = ¢ = +1 eb = d = 0. Assim, as tnicas unidades de Z[\/—3]
sdo 1 e-1. Logo Uy /=5 = {-1,1}.



Para provarmos que 1++/—3 € irredutivel temos de escrever esse elemento como produto de dois
e chegar a conclusio que um destes dois é uma unidade. Sejam a + b\/—3,c + dv/—3 € Z[/—3]
tais que

1+v=3 = (a+b/=3)(c+dV-3).

Sendo estes dois complexos iguais, entdo, também o sdo os quadrados dos seus médulos. Logo,

temos que

4 = (a® + 3b%)(c + 3d?).

Tendo em conta que os fatores sdo ndo negativos, as tinicas fatorizacbes possiveis sdo, a menos da
ordem dos fatores, 2 x 2 e 1 x 4. Como a primeira é impossivel (pois a® + 3b* # 2, para quaisquer
inteiros a e b), concluimos que a? + 3b*> = 1 ou ¢ + 3d? = 1. Aplicando agora o raciocinio usado
anteriormente, concluimos que a+bv/—3 é uma unidade ou c+d\/—3 é uma unidade. Logo1++/—3
é irredutivel.

Finalmente, temos que 1++/—3 n3o é primo pois divide 4(= 2x2) (pois4 = (1++/=3)(1—/=3))
e ndo divide 2. De facto, se 1 + /=3 | 2, existiria a + b\/—3 € Z[\/—3] tal que

2=(14+v-3)(a+bvV-3)=(a—3b) + (b+ a)V-3,
ou seja, existiria b € Z tal que 2 = —4b.

Definicdao 5.13. Dados a,b € D, um elemento d de D diz-se um maximo divisor comum de a e b
(abreviadamente, m.d.c.(a, b)) se:

(iJd|aed|b;

(ii) (Ve € D) claec|b=c|d.

Exemplo 5.14. No dominio de integridade dos inteiros relativos, 2 e —2 sdo m.d.c.(4,6).

Observe-se que, embora no anel dos inteiros relativos qualquer par de elementos admite pelo
menos um maximo divisor comum, existem anéis onde ndo existem maximos divisores comuns de
pares de elementos. Pelo facto de estarmos a falar em anéis com identidade, temos a certeza que
existem sempre divisores comuns a quaisquer dois elementos. No entanto, dois elementos podem
ter dois divisores em comum que ndo sejam comparaveis em termos de divisibilidade. O seguinte

exemplo ilustra esta situac3o.



Exemplo 5.15. Considere-se, no dominio de integridade definido no Exemplo 5.12, os elementos

—2+ 2+/—3 e 8. Tirando as unidades, os divisores comuns dos dois elementos sdo
2,-2,14++v-3,—-1—+/-3.

No entanto, dentro desta lista ndo temos nenhum elemento que seja maior do que os outros, no
sentido em ndo ha nenhum elemento que seja divisivel por todos os outros (basta verificarmos que
2t1++v/-3el+ /=312, todos os outros casos sdo iguais a este a menos de uma unidade).

Concluimos, assim, que n3o existe maximo divisor comum destes dois elementos em Z[\/—3].
Proposicdo 5.16. Sejam d um m.d.c.(a,b) e d € D. Entao,
d é m.d.c.(a,b) < d' € dUp.

Demonstrac¢do: Suponhamos que d e d’ sdo m.d.c.(a,b). Ent3o,

(ig) d|aed]|b;

(tig) c|laec|b=c]|d;

(ig) d' | aed|b;

(iig) claec|b=c|d.

Logo, de (iq) e de (iig), concluimos que d | d’ e, de (iy) e de (iig), concluimos que d' | d.
Assim, pela Proposi¢cdo 5.3(iv), obtemos o resultado.

Reciprocamente, suponhamos que d’ € dUp e que d é m.d.c.(a,b). Entdo:

(ig) d|aed)|b;

(tig) c|laec|b=c]|d,

(#i7) Jup € Up : d' = duyg.
Assim,

(a) De (iq), temos que existem s,t € D tais que
a=ds e b= dt.
Ent3o,
a=(duo)(uy's) e b= (duo)(ug"):

Logo, por (iii), temos que d’' | a e d’ | b.
(b) Seja c € D tal que c| a e c|b. Entdo, por (iiq), temos que ¢ | d, pelo que existe r € D tal
que d = cr. Logo,

d = dug = crug



e, portanto, ¢ | d'.

Estamos em condi¢des de concluir que d’ é m.d.c.(a,b). O

A (dltima proposi¢do apresentada permite-nos afirmar que, se existe m.d.c.(a,b), ele é univo-
camente determinado a menos de uma unidade. Assim, representando por [a,b] o conjunto dos

m.d.c.(a,b) em D, se d é m.d.c.(a,b), temos que
[a,b] = dUp.

Mais ainda, como a relagdo de associado é uma relagdo de equivaléncia, o conjunto [a,b] pode ser

visto como uma classe de equivaléncia. Temos assim, o seguinte resultado.

Corolario 5.17. Sejam a,b,c,e,d,d’ € D tais que d € [a,b], d' € [c,e] e d e d' sdo associados.
Entdo, [a,b] = [c, €]. O

Proposicdo 5.18. Sejam a,b,p € D. Entdo,
(i) sea | b, a € [a,b] e, portanto, [a,b] = aldp;

(ii) se p é irredutivel, existe m.d.c.(a,p) e
[a7p] =Up ou [avp] - pZ/[D
Demonstragao: Exercicio. O

Proposicdo 5.19. Em D, sempre que as expressbes fizerem sentido, sdo validas as seguintes igual-
dades:

(i) [ac, be] = [a, ble;

(ii) [[a, b], ¢] = [a, [b, c]].

Demonstracdo: (i) Seja d’ € [ac,bc]. Queremos provar que d’ = djc para algum di € [a,b].

Comecamos por observar que, por um lado,
de€fa,bl=d|aed|b=dc|acedc|bc=dc|d = 3teD: d =tdc= dtc.
Por outro lado,
d|ac=3qeD: ac=dq=3qeD: ac=dtcq=3Iqe€ D: a=dlq

e, de modo anilogo,
d|b=3se€D: b=dts.



Logo,
dt | aedt]|b,

pelo que dt | d (pois d € [a, b]). Assim,
dreD: d=dtr

e, portanto,

1p =tr.

Concluimos entdo que t € Up e, assim, dt € [a,b]. Logo, existe d; = dt € [a, D] tal que d' = d;c.

Reciprocamente, seja d € [a,b]. Queremos provar que dc € [ac,bc]. Seja d' € [ac,be]. Como
dc | ac e de | be, temos que de | d’. Assim, existe t € D tal que d = dct. Como ja provamos
que existe di € [a,b] tal que d' = die, concluimos que di = dt e, portanto, t € Up. Logo,
de € d'Up = [ac, bel.

(i) Sejam

d € [a,b], d € [b,d,
dy € [d, ], d} € [a,d].

Ent3o,
(a)ded|a,d|bed; |d concluimos que d; |aed; | b;
(b) de dy | b e d; | ¢, concluimos que d; | d';
(c) de dy | d’' e dy | a, concluimos que d; | d.
De igual modo,
(d)yded |b,d |ced;|d, concluimos que d; |bed]]|c;
(e) de dy | a e d) | b, concluimos que d} | d;
(f) de dy | d e dy | ¢, concluimos que d} | d;.

De (c) e (f), temos que d; e d} s3o associados e, portanto, [d,c] = [a,d'], i.e.,
Hav b], C] = [av [b7 CH :
d
Proposicao 5.20. Sejam a,b,c € D. Se existe m.d.c. de qualquer par de elementos em D, entdo,

la,b] =Up, [a,c]=Up = [a,bc] =Up.



Demonstracdo: Seja d € [a,bc]. Entdo, d | a e d | be, pelo que d | ac e d | be. Logo, d | dy para
algum d; € [ac, bc]. Entdo, pela Proposicdo anterior, existe u € [a,b] = Up tal que d; = uc. Logo,
d | uc. Como uc | ¢, temos que d | c. Assim, de d | a e d | ¢, concluimos que d | v/, para qualquer
u € Up = [a,c]. Logo, d € Up. Logo, [a,bc] C Up. Como [a,bc] é uma classe de equivaléncia,

temos que [a, bc] = Up. O

Vimos ja que, num dominio de integridade, nem todo o elemento irredutivel é primo. No entanto,
se existir m.d.c. de dois quaisquer elementos do dominio, prova-se que todo o elemento irredutivel é

primo.
Proposicdo 5.21. Se [a,b] # (), para todos a,b € D, entdo, qualquer elemento irredutivel é primo.

Demonstragdo: Sejam z € D um elemento irredutivel e a,b € D tais que x | ab. Se x fa e x 1,

teriamos [z, a] = [x,b] = Up e, portanto, pela proposicdo 5.20,
[z,ab] =U.
Mas, pela Proposi¢do 5.18, como x | ab,
[z,ab] = xUp.

No entanto, 2/ # Up, ja que x & Up. A contradicdo a que chegamos resultado do facto de

supormos que z{fa e x1b. Logo, z |a ou = | b. O

O Exemplo 5.15 permite-nos concluir que nem sempre existe m.d.c. de dois elementos quaisquer
de um dominio de integridade. Nas sec¢cOes seguintes vamos estudar algumas classes de dominios de

integridade onde a existéncia de m.d.c. de dois elementos é garantida.

5.2 dominios de fatorizacao tnica

Definicao 5.22. Um dominio de fatorizacdo tinica ou dominio de Gauss é um dominio de integridade
D no qual todo o elemento x € D\(Up U{0p}) se escreve como produto de elementos irredutiveis,

sendo essa decomposi¢do tinica, a menos do produto por unidades, ou seja,

Vz € D\(Up U{0p})3p1,p2, ..., Pn irredutiveisem D : x = pipa---pn



e se existem qi, qo, ..., q; irredutiveis em D tais que

T =aq192 - q,

entdo, n =t e cada elemento p; (i = 1,2,...,n) é associado a um elemento ¢; (j = 1,2,...,n) e
reciprocamente.
Ao niimero de fatores irredutiveis que aparecem na fatorizacdo de um elemento x de D chamamos

o comprimento de z.

Exemplo 5.23. O dominio de integridade 7. é um dominio de Gauss. Pelo Teorema Fundamental
da Aritmética, sabemos que todo o inteiro maior que do que 1 se escreve como produto de primos
(que, como ja vimos, sdo os elementos irredutiveis de 7+ ) de modo dnico, a menos da ordem dos
fatores. Assim, concluimos que x € Z\{—1,0,1} se escreve como produto de elementos irredutiveis
de 7Z. Essa decomposicio é tinica a menos do produto de £1. Por exemplo, as tinicas fatorizacées

possiveis de 6 sdo, a menos da ordem dos fatores, 2 -3 e (—2)(—3).

Exemplo 5.24. O dominio de integridade Z[/—3] ndo é um dominio de fatorizacdo tnica. De facto,
temos que 8 =2 x 2 x 2 =2(14+/-3)(1 — v-3).
Teorema 5.25. Seja D um dominio de Gauss e a,b € D. Entdo, existe m.d.c.(a,b).

Demonstragdo: Se a = Op ou b = Op, temos que [a,b] = {Op}. Sejam, entdo, a,b € D\{Op}.
Suponhamos primeiro que a € Up. Entdo, a | b e, portanto, pela Proposi¢do 5.18, existe m.d.c.(a, b)
e [a,b] = aldp. A situagdo é anéloga se supormos que b € Up.

Suponhamos, entdo, que a,b € Up. Entdo, existem r € N, m1,ma, ..., My, N1, N2, ..., Ny € Ny €

D1, P2, -, Prs 41, G2, ---, ¢ €lementos irredutiveis em D tais que

m s .
a:p11p22...pTT

niy n2

b= a1 qy ...qZ}T'
Observe-se que temos garantia que existe pelo menos um dos fatores. Se mais n3o houver, consi-
deramos expoentes nulos, que transforma o fator em 1p. Assim, nestas duas fatorizacdes, podemos
considerar o mesmo nimero de fatores.
Seja d = pi'p5* -+ - pir onde s; = min(m;,n;) para cada i = 1,2,...,7. Vamos provar que d é
m.d.c.(a,b). Uma vez que s; < m;, podemos escrever

a= (pSips2 - pSr) (P TPy L TS = ((p TS pie T2 L e =)



pelo que d | a. De modo anélogo, concluimos que d | b.
Sejak € D talquek|aek|b Sek € Up, temos obviamente que k | d. Se k & Up, existem

V1,02, ..., 0 € Ng tais que

_ V1,02 (% /
U=Dp; PP U,
comu' €Up e comok|aek]|b,

v; <m; e v; < ny (i=1,2,...,7).

Logo, para cadai=1,2,...,r, v; <s; e, portanto, k | d. Logo, d é m.d.c.(a,b). O

O Teorema que acabdmos de enunciar e demonstrar permite-nos concluir que, num dominio de
Gauss, sdo validos todos os resultados que apresentdmos que envolvem maximos divisores comuns,

pois temos sempre a garantia que qualquer par de elementos admite pelo menos um m.d.c..

5.3 dominios de ideais principais

Definicdo 5.26. Um dominio de ideais principais é um dominio de integridade onde todos os ideais

sdo principais.

Exemplo 5.27. O dominio de integridade dos inteiros é um dominio de ideais principais. De facto,

sabemos que B é ideal de Z se e s6 se existe n € 7 tal que B = (n).

A Proposi¢do 5.10(b) pode ser reescrita no caso de um dominio de ideais principais.

Proposicao 5.28. Se D é um dominio de ideais principais, p € D\{Op} é irredutivel se e sé se (p)

é um ideal maximal de D. O

O Teorema seguinte, cuja demonstragdo omitimos mas que pode ser encontrada em qualquer
livro de Algebra, permite-nos incluir a classe dos dominios de ideais principais na classe dos dominios

de Gauss.

Teorema 5.29. Todos os dominios de ideais principais sdo dominios de fatorizacdo dnica. O



Observemos, no entanto, que o reciproco do teorema anterior ndo é verdadeiro como mostra o

seguinte exemplo.

Exemplo 5.30. Consideremos o conjunto dos polinémios em x com coeficientes em 7Z, o qual
representamos por Z[z|. Prova-se que, quando algebrizado com a adicio e a multiplicagdo usuais de
polinémios, é um dominio de fatorizagdo tnica. No entanto, ndo é um dominio de ideais principais.
Para provarmos tal afirmagcdo basta observar que o ideal gerado pelos polinémios p(z) = 2 e q(z) = z,

i.e., o menor ideal que contém os dois polinémios, ndo € principal.

Estamos, entdo, em condicdes de afirmar que, num dominio de ideais principais, existe m.d.c.
de qualquer par de elementos de D. De facto, cada dominio de ideais principais ¢ um dominio de
Gauss e, em cada dominio de Gauss, existe m.d.c. de dois quaisquer elementos. No entanto, é s6
num dominio de ideais principais que podemos escrever qualquer m.d.c. de dois elementos como
combinacdo linear desses mesmos elementos. E o resultado que enunciamos e demonstramos de

seguida.

Proposicao 5.31. Sejam D um dominio de ideais principais e a,b,d € D. Sed é m.d.c.(a,b), entdo,

existem «, 3 € D tais que d = aa + .
Demonstracao: Seja [ = {za+ yb: z,y € D}. Como
e 0p =0pa+0pbel;
e (r1a+ y1b) — (x2a + yob) = (x1 — x2)a + (y1 — y2)b € I para todos x1,x2,y1,y2 € D;
o t(za + yb) = (tx)a + (ty)b € I, para todos z,y,t € D,
concluimos que I é um ideal de D. Como D é um dominio de ideais principais, temos que
dde D: I =(d)=dD.
Facilmente se vé que d é m.d.c.(a,b) (porqué?). Assim, de d € I, concluimos que
Ja, € D: d= «aa+ b
Mais ainda, se d; € [a,b], di = du para alguma unidade u de D. Logo,

di = (au)a + (Bu)b.



5.4 dominios euclidianos

Definicao 5.32. Um dominio de integridade diz-se um dominio euclidiano se for possivel definir uma
aplicacdo 6 : D — Ny tal que

(E1) Va,b € D\{0p} bla=9(b) <d(a)

(E2) se a,b € D e b +# 0p, entdo, existem q,r € D tais que a = bg+r e 6(r) < 6(b).

A aplicacdo 6 chama-se valoragcdo em D.

Exemplo 5.33. O dominio de integridade 7. é um dominio euclidiano. Basta pensar na aplicacdo

que a cada inteiro faz corresponder o seu valor absoluto.

Proposicdo 5.34. Seja D um dominio euclidiano. Entdo,
Vb € D\{OD} (5(0D) < (5(1))

Demonstragao: Como b # Op e Op € D, temos, por (E2) da definicdo de dominio euclidiano,
que existem ¢, € D tais que Op = bg+r e 6(r) < §(b). Assim, r = —bq = b(—q) e, portanto,
b|r. Ser # Op, temos, por (E1), que 6(b) < o(r). Logo, d(r) < d(r), o que é um absurdo. O
absurdo resulta do facto de supormos que r # Op. Concluimos, entdo, que » = Op e, portanto,
5(0p) < 4(b). O

Exemplo 5.35. O conjunto dos inteiros de Gauss (ou inteiros gaussianos)
Zli)={a+bi:a,beZ}

é um dominio euclidiano quando consideradas as operacbes de adicdo e multiplicagdo usuais de

complexos:

= 7Z[i] é um dominio de integridade. De facto, como 1 = 1+ 0i, temos que 1¢ € Zl[i]. Dados

a+bi ec+di, coma,b,c,d € 7Z, temos que

(a+bi) — (c+ di) = (a — ¢) + (b — d)i € Zli]

(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i € Z,

o que, pela Proposicio 4.48, nos permite concluir que Z[i] é um subdominio de integridade de

C e, por isso, um dominio de integridade.



= O conjunto das unidades de Z[i] é Uy;) = {—1,1,—14,i}. De facto, se a + bi € Uyy;, entdo,
existe ¢ + di € Z[i] tal que (a + bi)(c + di) = 1. Considerando o quadrado dos médulos dos

complexos, temos que

(a+bi)(c+di)=1 = (a®>+b*)(*+d?) =1
sd+bP=1el+d>=1
= (a2=1eb?>=0)ou(a®>=0eb?=1

Sa+bi==2+1oua+bi =21

= A aplicacdo § : Z[i] — Ny, definida por 6(a + bi) = a® + b, é uma valoracdo em Z[i]. Por um
lado, sejam a + bi, x + yi € Z[i]. Entdo,
a+bi|lz+yl < (Im+nieZi]) z+yi=(a+bi)(m+ ni)
= 2% +y? = (a® + b*)(m? + n?)
= a2+ <22+ y? e 6(a+bi) <5(x+yi)

e, por isso, a condicdo (E1) é satisfeita.

Por outro lado, seja o, 5 € Z[i], com 3 # 0. Queremos determinar o e p em Z[i| tais que

a = fBo+ p, comd(p) < 6(B). Pela divisdo de complexos, sabemos que

(0% .
— =7+ st, r,s € Q.

g

Sejam q1 e qo 0s inteiros mais préximos de r e s, respetivamente. Considerem-se o = q1 + qoi
ep=a— fo.
Se p =0, pela proposicio anterior, 5(p) < §(b).

Se p # 0, pela escolha de q1 e g2, temos que |r — q1| < % els—qo| < % Assim,

35 =) =80+ 1) — (a1 + )
=0 —a) + (- @)) <GP+ (P =5
Logo, .
8o = 50) = 8(8(5 — 0)) = DB — o) < 50(8) < 8(B),

o que prova a condicdo (E2).



O exemplo seguinte ilustra o raciocicio que acabdmos de efetuar para provar que Z[i] é dominio

euclidiano.

Exemplo 5.36. Sejam oo = 7+ 2i, 8 = 3 — 4i € Z[i]. Queremos determinar op € Z|i] tais que
a = fo+p com(p) <(B):

Temos:
a 7T+ 2 _ 7+ 2i)(3 + 49) _ 13 + 34¢ _ E+%z
B 3—4i (3—44)(3+4i) 25 25 25
Como % = 0.52, consideramos q1 = 1 e como % = 1,36, consideramos g2 = 1.
Sejamo=1+iep=T7+2i—(3—4i)(1+1i) = 3i.
Logo,

7+ 2 = (3—4i)(1+1) + 3i com §(3i) =9 < 25 = (3 — 4i).

Teorema 5.37. Todo o dominio euclidiano é um dominio de ideais principais.

Demonstragado: Sejam D um dominio euclidiano e I um ideal de D. Se I = {0p}, entdo, I = (0p)
e I é principal.

Suponhamos que I # {0p}. Entdo, existe b # Op e, portanto, pela proposi¢do anterior,
d(b) # 0(0p). Seja a € I\{Op} tal que d(a) < 6(z) para todo =z € I\{Op}. Vamos provar
que I = (a). Sejai € I. Como a # Op, por (E2) existem ¢,r € D tais que i = ag+1 e §(r) < §(a).
Entao,

r=i—aqé¢€l.

Como a é o elemento n3o nulo de D de menor valoracdo, concluimos que » = Op e, portanto,

i =uaq € aD = (a). Assim, I C (a). Como a outra inclusdo é trivial, concluimos que I é principal.O
Corolario 5.38. Todo o dominio euclidiano é dominio de fatorizagdo tnica.

Demonstragao: Resulta do facto de todo o dominio de ideias principais ser um dominio de fatorizagao

Unica. O

Mais uma vez, estamos perante um teorema cujo reciproco é falso e, mais uma vez, apresentamos

um exemplo que o demonstra.

Exemplo 5.39. O anel Z [L VQ_IQ} = {a 4 b1 v2—19 :a,b € Z} é um dominio de ideais principais

que ndo é euclidiano.



A importancia do estudo dos dominios euclidianos prende-se com a generalizacdo do conhecido
Algoritmo de Euclides, enunciado para os inteiros (alids, é deste facto que resulta a escolha do nome

para esta classe de dominios de integridade). E esse resultado que passamos a apresentar.

Teorema 5.40. Algoritmo de Euclides Sejam D um dominio euclidiano e a,b € D\{Op}. Sejam
r1,q1 € D tais que
a=bq +r onde oury = 0p ou §(r1) < 6(b).

Se r1 # 0p, sejam r9,qo € D tais que
b=r1q2 + 19 onde ourg = 0p ou §(ry) < d(ry).
Em geral, sejam r;;1,q;41 € D tais que
Tio1 = TiQir1 + Tiv1 onde ouri+1 = 0p ou 6(riy1) < 0(r;).

Entdo, a sequéncia r1,r2, ... tem de terminar para algum rs = 0p. Se
e r; =0p entdo b € [a,b];

e 1 # 0p ers é o primeiro dos r; nulo, entdo rs_1 € [a,b].

Demonstragao: Como §(r;) < d(r;—1) e d(r;) € Ny, é 6bvio que, apds um niimero finito de passos,
temos algum ry = Op.
Se r1 = 0p, entdo a = bq e, portanto, b | a. Logo, b € [a,b] (ver Proposi¢do 5.18).
Suponhamos que 71 # Op. Sed € D é tal que d | a e d | b, entdo, d | (a — bq1), ou seja,
d | r1. No entanto, se d; € D étal que dy | r1 e d1 | b, entdo, dy | (bq1 +71), i.e., di | a. Assim,
[a, b] = [b,1]. Com um raciocinio anélogo, se ry # 0p, provamos que [b,r1] = [r1,72]. Continuando

o processo, concluimos que |a, b| = [rs_9,r5_1|, onde r; é o primeiro dos 7; nulo. Mas, como
) S P b S 3
Ts—2 = Ts5-1qs + Ts = Is—1(s,

rs—1 | rs—2. Logo,
[CL, b] = 7“5_12/{.

a

Exemplo 5.41. Determinemos, em Z, um m.d.c.(10354,5046). Procedendo as seguintes divisées

inteiras



1. 10354 = 2 x 5046 + 262
2. 5046 = 19 x 262 4 68
3. 262 =3 x 68+ 58
4. 68=1x058+10
5. 58 =5x10+8
6. 10=1x8+2
7.8=4x2+0
obtemos que 2 é m.d.c.(10354, 5046) e, por isso, [10354, 5046] = {—2,2}.

Exemplo 5.42. Determinemos, em Z[i], o conjunto [8 + 6i,5 — 15i|. Considerando que

8+6i (8+6i)(5+15i) —50+150i 1 3.
_ _ _ 3,

5-15i (5—15i)(5+15i) 254225 5 5

segjamo=0+iep=8+6i— (5—15i)i =—7+1.
Como p # 0, efetuamos nova divis3o:
5—15; (5 —15i)(—=7—14) —50+ 100¢

Tti . (T—9)(-T—9) 49 + 1 e

Como tanto a parte real como a imagindria sdo inteiros, temos que 0 = —1+42i e p = 0 e o0 processo

termina aqui.
Assim, =7+ i é m.d.c.(8 + 6i,5 — 157).

Uma vez que Uyp; = {—1,1,—i,i}, temos que
8 4+ 66,5 — 151 = {7 — 4, 7 +4,1+7i,—1 — 7i, }.

As quatro classes de dominios de integridade que apresentamos neste capitulo podem ser repre-

sentadas no seguinte esquema



Dominios de Integridade

Dominio de Fatorizacao Unica

Dominios de ideais Principais

Dominios Euclidianos

Z[v/=5

5.5 Corpo de fracoes de um dominio de integridade

Nesta sec¢do, apresentamos um modo de construir um corpo partindo de uma dominio de integridade.
Apresentado para um dominio de integridade qualquer, este processo de constru¢do ndo é mais do
que a teoria que permite definir o corpo dos racionais partindo dos niimeros inteiros, processo que
todos conhecemos bem.
Dado o dominio de integridade D, considere-se o conjunto
F={(a,b)e DxD:b#0p}.
Neste conjunto considere-se a relagdo binaria 6 definida por
(a,0)0(z,y) & ay =bx  (a,b), (z,9) € S.
A relacao 6 é uma relacdo de equivaléncia em S:
1. Para todo (a,b) € S, temos que ab = ba, pelo que (a,b)f(a,b). Logo, 6 é reflexiva;
2. Sejam (a,b),(x,y) € S. Entdo,
(a,0)0(x,y) © ay = bx < zb=ya < (x,y)8(a,b)

e, por isso, f é simétrica;



3. Sejam (a,b), (x,y), (u,v) € S. Entdo,

(a,0)0(z,y) e (z,y)0(u,v) < ay="br exv=uyu
= yav = ayv = bxv = byu = ybu
= av = bu ly € simplificavel

< (a,b)f(u,v).
Logo, 6 é transitiva.

Como relacdo de equivaléncia, 0 define, em S, uma particdo, através do conjunto quociente

S/0 = {[(a,b)]g : (a,b) € S}.

Para (a,b) € S, representa-se por § a classe [(a,b)]g. Temos entdo

S/9=1{3

ca,be D;b#0p}.

ac

b’ d

ad + bc
bd

Em S/6 definem-se duas opera¢des binarias: dados €5/0,

+
alo

Sl RS

c ac
d~ bd

Para provar que estas correspondéncias sdo, de facto, operagdes binarias em S/6, comegamos por
4 5 € 5/0, (a,b),(c,d) € S e, portanto, b # 0p e d # 0p. Como D é dominio

2 x
b

observar que, para

b’
de integridade, bd # Op, pelo que (ad + be, bd), (ac,bd) € S.
. a x ¢ oz B
Mais ainda, se - = — e — = —, temos que ay = bx e cw = dz. Ent3o:
b y d w

1. (ad+bc)(yw) = adyw+beyw = (ay)(dw)+(cw)(by) = (bx)(dw)+(dz)(by) = bdxw+bdyz =
ad + be _rwtyz

(bd)(zw + yz), pelo que o o

ac rz

2. (ac)(yw) = aycw = brdz = (bd)(xz), pelo que = gu

Teorema 5.43. O conjunto F = S/0, munido com as operacées binarias definidas por

_ad+bc

_|_

¢
d bd

Sl S



para 3,5 € S/6, é um corpo.
Demonstracao: Pretende-se provar que:
1. 4+ é comutativa;
2. + é associativa;

3. (l)—g é o elemento neutro da + - o zero do anel (§ = % < a=0p);

4. _Ta é o simétrico de %;

5. X é comutativa;
6. x é associativa;

7. % é o elemento neutro da x - a identidade do anel (3 = % < a=b#0p);

<o
Qo

LA a .
é o inverso de 7, para todo a # Op;
9. A operagdo x é distributiva em relacao a +.

Provemos apenas (1) e (3), deixando as restantes provas como exercicio.

1. Sejam ¢, C/?dF. Pretende-se provar que § + 5 = 5+ 7, i.e., que

pois, em D, ad 4+ bc = cb + da e bd = db.

ad+bc __ cb+da 4 Ay
oy = a0 que é 6bvio

3. Observamos primeiro que, uma vez que, em D, 1p # 0p, (0p,1p) € S e, por isso, % eF.

Mais ainda, para % c I,
g+0£_alD+b0D _a
b 1p  dlp b
Por Gltimo, temos que
a Op

- = — = (a,b)@(OD,lD) S alp :bOD < a=0p.
b 1p



Definicao 5.44. Dado um dominio de integridade D, chama-se corpo das fracdes de D ao corpo
F={%:a,b€ D,b# 0p} definido anteriormente.

De seguida, mostramos que o corpo de fragdes de um dominio de integridade contém sempre um

cépia desse dominio.

Teorema 5.45. Sejam D um dominio de integridade e F' o seu corpo de fracbes. Entdo, i : D — F,

definido por i(a) = {7, para todo a € D, é um monomorfismo de anéis tal que i(1p) = 1p.

Demonstracao: Comecamos por provar que %, assim definida, € um morfismo de anéis. De facto,

dados a,b € D, temos que

1. i(a+0b) = 4tb = ¢lptlnb — a4 b —j(q) 4 i(b);

D 1plp 1p 1p

2. (i(ab) = {2 = %=

1plp

X

a
1p
Por outro lado,

Nuci:{aED:z'(a):()p}:{aeD:ﬁj:?g}:{aeD:a:OD}:{OD}.

Logo, o morfismo i é injetivo e, por isso, monomorfismo. Finalmente, temos que i(1p) = b —q,.
O

Corolario 5.46. Sejam D um dominio de integridade e F' o seu corpo de fracGes. Entdo, F' admite

um subdominio de integridade D' tal que D' ~ D.

Exemplo 5.47. O corpo Q € o corpo de fragbes do dominio de integridade 7.

Exemplo 5.48. Determinemos o corpo de fragées do dominio Z[i]: Por definicdo, temos que

a—+ b
c+di

F=/{ ca,b,e,d € Zyc+di # 0}

Mas,
a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (cb—ad)i ac+bd cb—ad.

c+rdi | 2+ 2+ @2 S e T arat



pelo que
FC{q+ri:q,reQ}.
Por outro lado, se q,r € Q, entdo, existem x,y,z,w € Z, com y,w % 0 tais que

giriz Ty By Tt
Yy oow yw + 07

Logo, Q C F. Estamos em condi¢cbes de concluir que

F = Qlil.
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