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generalidades



semigrupos - conceitos basicos

Definicdo. Um par (S, %) diz-se um grupdide se S é um conjunto e * é uma
operacdo bindria em S, i.e., se x é definida por

*x:5xS§S — S

(x,¥y) +—— xxy.

Definicdo. Seja (S, *) um grupdide. A operagdo * diz-se comutativa ou
abeliana se
axb=>bxa, Va,be S.

Nestas condi¢des, dizemos que (S, x) é comutativo ou abeliano.



Exemplo 1.

e Se x é definida por x x y = 32X em S =R, entdo, (S, ) é um grupdide
abeliano.

e Se x é definida por x xy = x —y em S =N, entdo, (N, ) ndo é um
grupdide.

e Se x é definida por x x y =3 em S =N, entdo, (N, *) é um grupdide
comutativo.

e Se x é a adicdo ou a multiplicagdo usuais de classes em Z,, com n € N,
entdo (Zn, *) é um grupdide comutativo.

Exemplo 2. Sejam S = {a, b, ¢} e * a operacdo bindria definida pela seguinte
tabela (a qual se chama tabela de Cayley):

0O L oT|oT
L 0O o|0

a
ala
b| b
c| b

Entdo, (S, *) é um grupdide comutativo.



Definicdo. Seja (S, *) um grupdide. A operacdo * diz-se associativa se
ax(bxc)=(axb)*xc, Vab,ceS.

Nestas condi¢des, escrevemos apenas a * b * ¢ e dizemos que o grupdide (S, x)
é um semigrupo.

Exemplo 3. O conjunto dos nimeros inteiros constitui um semigrupo quando
algebrizado com a multiplicagdo usual.

Exemplo 4. O grupdide do Exemplo 2 ndo é um semigrupo. De facto, temos
queax(cxc)=axa=ae(axc)xc=c.

Definicdo. Seja (S, *) um grupdide. Um elemento a € S diz-se um elemento
idempotente se ax a = a.

Exemplo 5. No primeiro grupdide do Exemplo 1, todos os elementos sio

idempotentes. De facto, para todo x € S, x * x = *2% = x.



Defini¢do. Seja (S, *) um grupdide. Um elemento 0 € S diz-se elemento zero
ou nulo se

Oxa=ax0=0, Va € S.
Um elemento e € S diz-se elemento neutro ou elemento identidade se

axe—=exa=a, Va€eS.

Observacdo. Um elemento neutro ou um elemento zero de um grupdide é um
elemento idempotente.

Proposi¢do. Num grupdide (S, x) existe, no maximo, um elemento neutro.

Demonstracdo. Suponhamos que (S, *) admite dois elementos neutros, e e ’. Entdo, porque e é
elemento neutro,
’ ’
exe =e.
Por outro lado, porque e’ é elemento neutro,

/
exe = e.

Logo, e = €’. O



Definicdo. Um semigrupo (S, *) que admita elemento neutro diz-se um
mondide ou um semigrupo com identidade. O (nico elemento neutro existente
num mondide (S, *) representa-se por 1s.

Exemplo 6. O semigrupo (N, %) onde x estd definida por
a* b= 2ab, Va,b € N,
n3o admite elemento neutro.

Exemplo 7. O semigrupo (S,x*), onde S = {a, b, c,d} e x é definida pela
tabela |

0 T w|*
N T Lo
L Q0 T|o
T L Q0fn
0 o v Qfa

d | d
é um mondide, e a é o seu elemento neutro.



Definicdo. Sejam (S, *) um semigrupo com identidade e a € S. Um elemento

a’ € S diz-se elemento oposto de ase axa’ = a’ xa = 1s.

Proposicdo. Num semigrupo (S, x) com identidade, um elemento a € S tem,

no maximo, um elemento oposto.

Demonstracdo. Suponhamos que a € S admite dois elementos opostos, a’ e a’’. Ent3o,

/ "

a=a *15:2/*(3*2”):(a/*a)*a//zlg*a”:a

Logo, quando existe, o oposto de um elemento é (nico. O

Observagdo. Caso n3o haja ambiguidade quanto a operagdo *, referimo-nos
muitas vezes ao grupdide (respetivamente, semigrupo, mondide) (S, x) como o
grupdide (respetivamente, semigrupo, mondide) S.



poténcia natural de um elemento num semigrupo

Para representarmos a operagdo bindria definida num conjunto podemos usar

dois tipos de linguagem: a multiplicativa e a aditiva. Nestes casos temos:

Linguagem multiplicativa Linguagem aditiva

a* b = ab (produto de a por b) ax b= a+ b (asoma de a por b)

a~! é o oposto ou inverso de a —a é o oposto ou simétrico de a

Dado um elemento a de um semigrupo S, utilizamos a seguinte notag3o para representar os
seguintes produtos (ou somas):

Linguagem multiplicativa Linguagem aditiva

2 2a=a+a

a° = aa
2% = aaa 3a=a+a+a

a"= aa---aa na=a+a+---+a+a (com n € N)
N—— N———

n vezes n vezes

A a" chamamos poténcia de a e a na chamamos muiltiplo de a.

A n3o ser que seja referido, trabalhamos com a linguagem multiplicativa.



Proposicdo. Sejam S um semigrupo, m;n € N e a € S. Entéo,
n m+n

1. ama"=a [ ma+na=(m+n)al;

2. (aM"=am" [ n(ma) = (nm)a].

Demonstragdo. Trivial, tendo em conta a associatividade da operagio.



grupos - conceitos e resultados basicos

Definicdo. Seja G um conjunto no qual estd definida uma operagdo bindria.
Entdo, G diz-se um grupo se G é um semigrupo com identidade e no qual
todos os elementos admitem um tnico elemento oposto, i.e., G é grupo se:

G1. A operagdo binaria é associativa em G;
G2. (e€ G)(Va€e G) ae =ea= g
G3. (Vae G) (3!371 €G) aat=ala=e

Se a operagdo for comutativa, o grupo diz-se comutativo ou abeliano.

Representamos a identidade do grupo G por 1¢.
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Exemplo 8. (R, +) é grupo abeliano (4 ¢ a adi¢do usual de niimeros reais).
(R,-) ndo é grupo (- é a multiplicagdo usual de nimeros reais), mas
(R\ {0}, -) é grupo abeliano.

Exemplo 9. Seja n € N. Sendo @ e ® as opera¢des de adicdo e multiplicagdo
usuais de classes de Z,, temos que (Z,, ®) é grupo e (Zs, ®) ndo é grupo.
Sendo Z;, = Z,\{[0]»}, temos que (Z;,®) é grupo se e s6 se n é primo.

Exemplo 10. (Z,-) n3o é grupo (- é a multiplicagdo usual de nimeros inteiros),
mas (Z,+) é grupo abeliano (+ é a adi¢do usual de ndmeros inteiros).

Exemplo 11. Um conjunto singular, {x}, quando algebrizado com a tnica
operagdo bindria possivel, x * x = x, é um grupo abeliano (chamado de grupo
trivial).

11



Proposicdo. Num grupo G s3o vélidas as leis do corte, i.e., para x,y,a € G,

ax=ay=>x=y € Xxa=ya=>Xx=y.

Demonstragdo. Sejam a, x,y € G. Entdo,

ax=ay = a ‘(ax)=a '(ay)
= (afla) 5= (afla) y
= lgx =1gy
= X=y.
A segunda implicagdo demonstra-se de modo analogo. O

Observagdo. Existem semigrupos que ndo sdo grupos nos quais se verifica a lei
do corte, como, por exemplo, Z\ {0} algebrizado com a multiplicagdo usual de
inteiros. Este semigrupo comutativo com identidade satisfaz as leis do corte,

mas ndo é um grupo, pois os lnicos elementos que admitem inverso sdo 1 e -1.

12



Teorema. Num grupo G, as equagdes ax = b e ya = b, admitem uma dnica
soluc3o, para quaisquer a, b € G.

Reciprocamente, um semigrupo S no qual as equagles ax = b e ya= b
admitem solugdes Unicas, para quaisquer a,b € S, é um grupo.

Demonstracao. Suponhamos, primeiro, que G é um grupo. Ent3o, para a, b € G, os elementos
a~'be ba~! de G s3o solucdes das equacdes ax = b e ya = b, respetivamente. A unicidade
destas solugdes resulta do facto de as leis de corte serem validas em G.

Reciprocamente, sejam S um semigrupo e a € S. Entdo, existem solugBes tinicas das equagdes
ax = ae ya= a. Sejam e e e’ essas solucdes, respetivamente. Entdo, como para todo b € S
existe um dnico ¢ € S tal que b = ca, temos que

be = (ca)e = c(ae) = ca = b.

Logo, e é elemento neutro a direita em S. De modo andlogo, provamos que e’ é elemento neutro a
esquerda. Assim,
’ /
e=ee=c¢e

e, portanto, e é elemento neutro do semigrupo S.

Seja a € S. Entdo, existem solugdes linicas das equacdes ax = e e ya = e. Sejam a’ e a’’ essas
solucdes, respetivamente. Temos ent3o que aa’ = e e a’’a = e. Logo,

1" 1 1 /7 1 / /7 /
a' =a"e=a"(ad") = (a"a)a’ =ea =4,

pelo que cada elemento a € S admite um oposto a’ € S. Portanto, S é um grupo. O

13



Proposicdo. Seja S um semigrupo finito que satisfaz as leis do corte. Entdo S
é um grupo.

Demonstracao. Seja a um elemento qualquer de S. Entdo, as aplicagdes p,, A\, : S — S definidas
por, respetivamente, p, (x) = xa e A, (x) = ax, x € S, s3o injetivas. De facto, para x,y € S,
tendo em conta as leis do corte,

pa(X)=paly) ©xa=ya=>x=y

Aa(x) =X (y) ©ax=ay = x=y.
Logo, sendo S um conjunto finito, temos que as duas aplicagdes sdo também sobrejetivas, pelo

que as equagdes ax = b e ya = b tém solugdes (inicas em S. Assim, pelo teorema anterior, o

semigrupo S é um grupo. O
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Proposicdo. Seja G um grupo. Ent3o:

15" = lg;
(a’l)_1 =a, VacGgG;
(ab) ™' =b"ta"!, VabeG;

1

= D =

(a1a2---an) " = LI a;lafl, (Vn € N) (Vay, a2, . .

.,an € G).

15



poténcia inteira de um elemento num grupo

Dado um elemento a de um grupo G e p € Z, define-se

P

a"=aa---a sepeZ;
N—_——
p vezes

afP =1¢ se p=0;

="’ (a_”)_l sepeZ .

Em linguagem aditiva temos

pa=a+a+---+a se 77",
~—_———
p vezes

pa=1lg se p=0;
= ~((-p)a) sepel .
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1. x™x"

Proposicdo. Sejam G um grupo, x € G e m, n € Z. Ent3o,
X :Xm+n

(na linguagem aditiva: mx + nx = (m + n) x);
2. (Xm)n = an

(na linguagem aditiva: n(mx) = (nm) x).

Demonstracao. Temos de considerar varios casos.

Caso 1: Sejam m, n € Z". O caso resulta imediatamente da definicio.

Caso 2: Sejam m,n € Z~ . Entdo, m = —le n= —kcom [, k > 0, pelo que
m_n —I_—k (/)*1(k)*1 (k /)*1
X X =X X = | X X = (X X
=l
_ (Xk+l) — (kD) k=l ntm
Mais ainda,

17



Caso 3: Sejam m, n € Z tais que m >0, n < 0 e |m| > |n|. Entdo, n = —/ com m > | > 0, pelo

que

_ _ _ =il _ _
KMol = m—lH = m—1 ] (X/) — /lc == Xm+n7

o que prova 1. Por outro lado,
)= M =[] = () T = =
o que prova a condi¢do 2.
Caso 4. Sejam m, n € Z tais que m > 0, n < 0 e |m| < |n|. Entdo,n = —/ com | > m > 0, pelo
que
mx” = x"x"=x" (' o =x" (X'7m+m o =x" (lemx"’) ' =

—1
— xm (Xm)fl (lem) _ lcxf(lfm) — X*/+m — xntm.

A demonstragdo de 2. é igual a do Caso 3.

Os casos em que pelo menos um dos inteiros é zero sdo triviais e qualquer outro caso é igual aos

casos 3 ou 4.

O
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subgrupos




conceitos basicos

Definigdo. Seja G um grupo. Um seu subconjunto ndo vazio H diz-se um
subgrupo de G se H for grupo para a operagao de G restringida a H. Neste
caso escrevemos H < G.

Observagdo. Um grupo G, identificam-se sempre os subgrupos: {1¢}

(subgrupo trivial) e G (subgrupo imprdprio).

Proposicdo. Sejam G um grupo e H < G. Entéo:

1. O elemento neutro de H, 14, é o mesmo que o elemento neutro de G, 1g;
2. Para cada h € H, o inverso de h em H é o mesmo que o inverso de h em

Demonstracao.

1. Por um lado, porque 1y é elemento neutro de H, temos que 141y = 1y; por outro lado,
como 1 é elemento neutro de G e 1y € G, temos que 1yl = 1. Logo, 141y = 1ylg,
pelo que, pela lei do corte, 1y = 1.

2. Sejam h € H, h~! o inverso de h em G e h’ o inverso de hem H. Ent3o,

hh =1y =1 = hh™ L.

Logo, pela lei do corte, i = h™*. O
19



Exemplo 12. O grupédide (Q\ {0}, ) é subgrupo de (R\ {0},-).

Exemplo 13. Seja G = {e,a, b, c} o grupo de
4-Klein, i.e., o grupo cuja operagao é definida
pela tabela anexa.

Os seus subgrupos s3o:

{e,a,b,c},{e},{e a},{e, b} e{ec}.

Exemplo 14. Seja Zs = {0,1,2,3} o conjunto
das classes médulo-4 algebrizado com a adi¢ao
usual de classes.

Ent3o, (Za,+) é grupo e os seus subgrupos s3o:

{0,1,2,3},{0} e {0,2}.

e a b c
ele a b ¢
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
clc b a e

+]10 1 2 3
0|0 I 2 3
1/1 2 3 0.
212 3 0 1
3|13 0 1 2

20



critérios de subgrupo

Proposicdo. Sejam G um grupo e H C G. Entdo, H < G se e s6 se sdo

satisfeitas as seguintes condigdes:

1. H#0;
2. x,y € H=xy € H;
3. xe H=x"1eH.

Demonstragdo. Suponhamos que H < G. Ent3o:

1. H# 0, pois 1¢ € H;

2. dados x,y € H, como H é um grupédide, xy € H;

3. dado x € H, como todo o elemento de H admite inverso em H e este é igual ao inverso em
G, entdo x ' € H.

Reciprocamente, suponhamos que H C G satisfaz as condi¢des 1, 2 e 3. Entdo

(a) H é grupdide por 2;

1€ H (por

(b) dado x € H (este elemento existe por 1), x ! € H (por 3), pelo que 1¢ = xx~
2);
(c) qualquer elemento de H admite inverso em H (por 3).
Como a operacgdo é associativa em G, também o é obviamente em H e, portanto, concluimos que
H<G. O
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Proposicdo. Sejam G um grupo e H C G. Entdo, H < G se e s6 se sdo

satisfeitas as seguintes condigdes:

1. H#0;
2. x,ye H=xy ' € H.

Observagdo. As duas ultimas proposi¢Ses sdo habitualmente referidas como
critérios de subgrupo. S3o equivalentes e, por isso, a escolha de qual usar para
provar que um subconjunto de um determinado grupo é ou ndo subgrupo deste
depende do gosto e destreza de quem esta a realizar a prova.

22



subgrupos especiais

centralizador de um elemento

Definicdo. Sejam G um grupo e a € G. Chama-se centralizador de a ao
conjunto C (a) = {x € G | ax = xa}.

)= Cla) =
C(a) = {e,a}, C(b) ={e, b}
e C(c) = {e, c}.

Exemplo 15.
Seja G = {e,p,q,a,b,c} o grupo cuja e p g a b ¢
operacdo é dada pela tabela anexa. el|el s i gl al O e
- p|lpP q e ¢ a b
Entao, ala @ p B e &
C(e) = G, C(p) = C(q) ={e,p, q}, ala b c e p g
b b c a q e P
c c a b p q e
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Proposicdo. Seja G um grupo. Entdo, para todo a € G, C(a) < G.

Demonstracdo. Seja a € G. Ento,

1. C(a) # 0, pois 1 € Gé tal que 1ga = alg e, portanto, 1 € C(a);
2. dados x,y € C(a), temos que xy € G e
a(xy) = (ax)y = (xa)y = x (ay) = x (ya) = () a,
pelo que xy € C(a);

3. dado x € C(a), temos que x ' € G e

-1 =il =il

ax=xa = x "(ax)x =x""(xa)x
=4 (xila) (xxil) = (xilx) (axil)
< (xila) 1c =1¢ (axil) o x ta= axil,

pelo que x~! € C(a).

Logo, C (a) < G.
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centro de um grupo

Definigdo. Seja G um grupo. Chama-se centro de G ao conjunto

Z(G)={xe G|Vae G, ax=xa}.

Exemplo 16. Se G é o grupo do exemplo 15, entdo, Z(G) = {e}.
Exemplo 17. Se G é um grupo abeliano, entdo, Z(G) = G.

Observacio. E consequéncia imediata das defini¢des de centro de um grupo e
de centralizador de um elemento desse grupo que

2(6) =) C(a).

acG
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Proposicdo. Seja G um grupo. Entdo, Z (G) < G.
Demonstragdo. Seja G um grupo. Entéo,
1. Z(G) # 0, pois 1 € G é tal que, para todo a € G, 1lga = alg e, portanto, 1¢ € Z(G);
2. dados x,y € Z(G), temos que xy € G e, para todo a € G,
a(xy) = (ax)y = (xa)y = x(ay) = x (ya) = () a,
pelo que xy € Z(G);
3. dado x € Z(G), temos que x71 € Ge paratodoac G,

A = (o FEa) E) = )
= ) = () () = e ) =

pelo que x~ € Z(G).

Logo, Z(G) < G. O
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interseccao de subgrupos

Proposicdo. Sejam G um grupo e H, K < G. Entdo, HN K < G.
Demonstragdo. Sejam G um grupo e H, K < G. Entéo,
1. HNK # 0, pois 1¢ € He 1g € K, pelo que 156 € HN K;
2. dados x,y € HN K, temos que x,y € He x,y € K, pelo que xy € H e xy € K. Logo,
xy € HN K.

3. dado x € HN K, temos que x € H e x € K, pelo que x~! € Hex teKe, portanto,
x"'eHNK.

Logo, HN K < G.

Coroldrio. Seja G um grupo. Entdo, a intersec¢do de uma familia ndo vazia de

subgrupos de G é ainda um subgrupo de G.
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subgrupo gerado

Proposigdo. Sejam G um grupo e @ # X C G. Consideremos o conjunto H de

todos os subgrupos de G que contém X. Entdo, (| H é o menor subgrupo de
HeM
G que contém X.

Demonstracdo. Sejam G um grupoe H ={HC G| H< G e X C H}. Entdo, como H # 0
(porque G € H), pelo corolario da proposi¢io anterior, (| H < G.

HeH
Mais ainda, pela definicdo de H, temos que, X C [ H.
HeH
Finalmente, seja K < G tal que X C K. Entdo, K € H e, portanto, (| H C K.
HeH
Concluimos entdo que () Hé o menor subgrupo que contém X. O

HeH
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Definicdo. Sejam G um grupo e @ # X C G. Chama-se subgrupo de G gerado
por X, e representa-se por (X), ao menor subgrupo que contém X.

Se X = {a}, entdo escrevemos (a) para representar (X) e falamos no
subgrupo de G gerado por a.

Observagdo. Pela dltima proposi¢do, temos que (X) é a intersec¢do de todos
os subgrupos de G que contém X.

Exemplo 18. Se G = {e, a, b, c} é o grupo 4-Klein, cujos subgrupos sdo
{e,a,b,c},{e},{e,a},{e, b} e {e,c} (Exemplo 13.), entdo, < a >= {e,a} e
< {a, b} >=G.
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Proposi¢do. Sejam G um grupo e a € G. Entdo, (a) ={a" | n € Z}.
Demonstracdo. Seja B = {a" | n € Z} . Entio,

1. B +# 0, pois 1 = a°e, portanto, 1¢ € B;
Dados x, y € B, sabemos que existem n, m € Z tais que x = a" e y = a" e, por isso,
=il no/_omy—1 n_—m n—m
xy t=a"(a") " =a"a "=a
Como n — m € Z, temos que xy ' € B. Logo, B < G.
2. Como 1 € Z, temos que a € B.
3. Seja H < G tal que a € H. Entdo,
xE€EB=(3n€Z) x=a"= x¢& H(pois H< G)

e, portanto B C H.

Logo, (a) = B. O
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ordem de um elemento




conceitos basicos

Dados um grupo G e a € G, vimos que

(ay ={a":neZ}.

E Sbvio que, no caso de a = 1g, o subgrupo reduz-se ao subgrupo trivial.
Mais ainda, no grupo (R\{0},-), é facil ver que (—1) = {—1,1}.

Torna-se, portanto, dbvio que, embora o subgrupo gerado esteja definido a
custa do conjunto dos inteiros, nem sempre vamos obter um ndmero infinito de

elementos.
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Definicdo. Sejam G um grupo e a € G.

1. Diz-se que a tem ordem infinita, e escreve-se o (a) = oo, se ndo existe
nenhum p € N tal que a” = 1.

2. Diz-se que a tem ordem k (k € N), e escreve-se o(a) = k, se

(a) a*=1¢;

(b) peN e =1c=k<p.

Exemplo 19. Considerando o conjunto dos niimeros reais:

e Em (R, +), a ordem de qualquer elemento n3o nulo a é infinita. Por outro
lado, 0 (0) = 1.

e Em (R\{0}, x), temos que o(1) =1, o(—1) =2 e se x € R\{-1,0,1},
entdo o(x) = co.
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Exemplo 20. No grupo 4-Klein G = {1¢, a, b, c} temos que:

1. o((_)):l;
2.0(1)=4,pois1#0,1+1=2#0,1+1+1=3#0el1+14+1+1=0;
3. o(i):2, pois2#0e2+2=10

4. 0(3):4, pois3#0,3+3=2+#0,3+3+3=1#0e3+3+3+3=0

Proposicdo. Num grupo G o elemento identidade é o tinico elemento que tem
ordem 1.

Demonstracgao. E 6bvio que o (1) = 1. Provemos agora que é (nico elemento nestas condicdes.
Suponhamos que a € G é tal que o (a) = 1. Entdo, a' = 1¢, i.e,, a = 1¢. O
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Proposicdo. Sejam G um grupo e a € G um elemento com ordem infinita.
Ent3o, para m,n € Z,

a" #£a" se m # n.

Demonstracdo. Sejam m, n € Z tal que a™ = a". Entdo,

a"=a" = a"a "=a"a " =1¢
=a" "=a""=1¢
= alm=rl = 1.
=|m—n|=0 (o(a) = o)
= m=n.

Logo, se m # n entdo a” # a".

Corolario. Sejam G um grupo e a € G um elemento com ordem infinita.
Ent3o, (a) tem um ndmero infinito de elementos.

Corolario. Num grupo finito nenhum elemento tem ordem infinita.
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Proposicdo. Sejam G um grupo, a € G e k € N tal que o(a) = k. Entdo,

1. se um inteiro n tem r como resto na divisdo por k entdo a" = a’;

2. paran€Z,a"=1c < k| n

3. (a) = {1@,31, &P ooc ,akil};

4. (a) tem exatamente k elementos.
Demonstragdo.

1. Sejam n € Z e 0 < r < k para os quais existe g € Z tal que n = gk + r. Entdo,

K K K\ 9
a":aq”:aqa':(a) a'=1%la" =1ga" =a".

2. Pretendemos provar que a” = 1g < k | m, ou seja, que
am" =1g < m=kp paraalgum p € Z.
Suponhamos primeiro que m = kp para algum p € Z. Ent&o,

am = 2 = (ak)p = 12 =1¢c.

Reciprocamente, suponhamos que a” = 1. Sabemos que, pelo algoritmo da divis3o, existem
pEZel<r< ktaisque m= kp+ r e, portanto,

P
1g=a"=a"" = (ak) a"=1¢a =1lga' =a'.

Como o(a) = k, temos que r =0 (pois 0 < r < ke k < rser >1). Logo, m = kp.
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3. Sabemos que (a) = {a" | n € Z} . Obviamente, temos que {15, a,a%as,..., ak’l} C (a).
Seja x € (a) . Entdo,

x = a’ para algum p € Z.
Sepe€ {0,1,2,3,...,k — 1} entdo x € {16,3,32733,...,3“’1}.
Se p ¢ {0,1,2,3,...,k — 1} entdo sabemos, por 1, que existe 0 < r < k — 1 tal que a” = a".
Logo, (a) C qe,a, a2,a>, ..., akfl} e a igualdade verifica-se.
4. Pretendemos provar que, na lista 1, a, 22, 23, ey 2! n3o ha repeticdo de elementos.

Suponhamos que sim, i.e., suponhamos que
& = e com0<g<p<k—1

Entdo, p—qg>0e

a =8 ¢ = efa Y s ilg,

pelo que k < p— g < k — 1, o que é impossivel. Logo, ndo hd qualquer repeticdo e o subgrupo

(a) tem exatamente k elementos. O
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ordem de um elemento (cont.)




algumas propriedades

Proposicdo. Sejam G um grupo e a,b € G. Entdo, a e b 'ab tém a mesma
ordem.
Demonstragdo. Suponhamos que o(a) = ng é finita. Sabemos que (b~ 'ab)™ = b~ 'a"b (ver
exercicio 9b da folha 2). Logo, como a0 = 15, obtemos
(b7 tab)™® = b ghb=b"'b=1¢.
Suponhamos agora que k é um inteiro positivo tal que (bflab)k = 1. Entdo,
(b7lab)k =15 o b lab=1¢

< b(b~'a"p)b™ = b1gb !

< (bbh)ak(bb™!) = 16

<~ ak =1c.
Como a ordem de a é ng, segue-se que k > np. Assim, ng é, de facto, o menor inteiro positivo n
tal que (b~ ab)" = 1¢, ou seja, o(b~*ab) = no.
Mostramos de seguida que, se a tiver ordem infinita, entdo, b~ *ab também tem ordem infinita,
usando a regra do contrarreciproco. Suponhamos que o(bflab) = k é finita. Entdo, pelo que
acabadmos de provar, o (b(b~'ab)b™ ') = k e, portanto, o(a) = k é finita. O
Observacdo. Se G é abeliano, o resultado anterior ndo tem qualquer interesse
porque se reduz a o(a) = o(a).
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Proposicdo. Seja G um grupo e a € G um elemento de ordem finita n. Ent3o,

n

para qualquer p € N, o(a”) = %, onde d = m.d.c.(n, p).

Demonstragao. Sejam p € N e d = m.d.c.(n, p). Entdo §, % € N e d = xn+ yp, para certos

x,y € N. Temos

Dafs

n P
()9 = (a")d =1 = 1¢.
Se k € N é tal que (a)¥ = 1¢, entdo, como o(a) = n, temos que n | pk (ponto 2 da Proposicdo
do slide 35), i.e., pk = nq para certo g € N.

d=xn+yp = dk = xnk+ ypk = xnk + ynq = n(xk + yq)
= k= §(xk+yq),

pelo que 5 | k. Portanto, o(a”) = 5. O

Exemplo 22. Considere-se o grupo (Z3;,®). Facilmente se verifica que, neste
grupo, o ([2]s1) = 5. Entéo,

o(Bl) = o (1) = o5 3 =
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Lema. Sejam G um grupo e a,b € G. Entdo, para qualquer inteiro positivo k,
(ab) = 16 & (ba)* = 16.

Demonstragdo. Sejam a, b elementos arbitrarios de um grupo G e k um inteiro positivo. Temos:
(ab)k =1¢ <« (ab)t = ab
& a(ba)kb = ab
& a2t [a(ba)kb] b~! = a~!(ab)p~?
< (a~la)(ba) (bb™1) = (a”ta)(bb™ 1)
< (ba)k = 16. O

Coroldrio. Sejam G um grupo e a,b € G. Se ab tem ordem finita entdo
o(ba) = o(ab).



Proposicio. Sejam G um grupo e a € G. Entdo, o(a™') = o(a).

Demonstracdo. O resultado é imediato tendo em conta que, para todo k € Z,

dF=lge (@l =1, O

Proposicdo. Se a e b sdo elementos de ordem finita de um grupo abeliano G,
entdo o(ab) | o(a) o(b).

Demonstracdo. Se G é abeliano, sabemos que, para todo n € Z, (ab)" = a"b" (exercicio 9 da
folha 2). Assim, temos que

(ab)o(a) o(b) _ zo(a) o(b) po(a) o(b) _ (ao(a))o(b)(bo(b))o(a) — (16)0(17)(16)0(3) =1cle = 1¢.

Pelo ponto 2 da proposicdo do slide 35 estamos em condigcdes de concluir que o(ab) | o(a) o(b).0

Observagdo. Que relagdo tera de existir entre as ordens finitas de a e b para
que a ordem de ab seja ndo sé6 um divisor mas sim igual ao produto daquelas

ordens?



Exemplo 23. No grupo aditivo (Zg), temos que o ([2]s) =3, o([3]s) =2 e
o ([4]s) = 3.

Temos que
o([2]e @ [4]s) = o ([0]s) = 1 e o([2]s) o ([4]s) =3 x 3 =09.
Temos também que

o ([2ls @ [3ls) = o ([5ls) = 6 € o ([2ls) o ([3]s) =3 x 2 =6.
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o teorema de Lagrange




produto de subconjuntos de um grupo

Definicdo. Sejam G um grupo e X, Y C G. Chama-se produto de X por Y, e
representa-se por XY, ao conjunto

s {xyeG:xeXeyeY} seX#DeY #0;
10 seX=0ouY =0

Se X # ), chama-se inverso de X, e representa-se por X !, ao conjunto
X t={x"':xe X}

Proposi¢do. Sejam G um grupo e P (G) = {X | X C G}. Entdo, P(G) é um
semigrupo com identidade {1¢}, quando algebrizado com o produto de
subconjuntos de G. 0

Observacdo. Na prética, a proposicdo anterior assegura que dados um grupo G
e A B, C C G, podemos falar no subconjunto ABC de G, uma vez que

ABC = A(BC) = (AB)C. E também importante referir que, de um modo
geral, no semigrupo P(G), o elemento A™! n3o é elemento oposto de A , como

mostra o seguinte exemplo.
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Exemplo. Seja G = {e, a, b,c} o grupo de 4-Klein, i.e., o grupo cuja operagio
é dada pela tabela

. | e a b ¢
ele a b ¢
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
c|lc b a e
Se A= {a, b}, entdo, A~' = {a~!, b7} = {a, b}, pelo que

A"'A = {aa, ab, ba, bb} = {e, c} # {e}.

Logo, no semigrupo P(G), o elemento A™* ndo é o oposto do elemento A.

Notagdo. Dados a € G e Y C G, escreve-se aY para representar {a} Y e Ya
para representar Y {a}. Assim,

a¥={ayeG|yeY}, Ya={yae G|yeY}.
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relacoes de congruéncia num grupo

Recordar. Dado um conjunto X, chamamos relacdo bindria em X a qualquer
subconjunto R de X x X. Para x,y € X, dizemos que x estd R relacionado
com y se (x,y) € R e podemos escrever x Ry em vez de (x,y) € R.

Uma relagdo bindria R num dado conjunto X diz-se uma relacdo de
equivaléncia se R é:

e Reflexiva (Vx € X, x Rx);

e Simétrica (Vx,y € X, xRy = y Rx);

e Transitiva (Vx,y,z€ X, (xRy ANy Rz = xRz).

Se num conjunto X estiver definida uma operagdo bindria (como é o caso dos
grupos), uma relagcdo de equivaléncia p em X diz-se:

e uma relacdo de congruéncia a esquerda se: Vx,y,z € X, xpy = zxpzy;
e uma relagdo de congruéncia a direita se: Vx,y,z € X, xpy = xz pyz;
e uma relacdo de congruéncia se: Vx,y,z € X, xpy = (zxpzy A\ xz pyz).
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Proposicdo. Sejam G um grupo e H < G. A relagdo =° (mod H), definida em
G por
Vx,y € G, x=*y(modH) <= x"'y e H

é uma relagdo de congruéncia a esquerda. d

Demonstracdo. Primeiro, verifiquemos que =° (mod H) é uma relagdo de equivaléncia. De facto:
(i) Para todo x € G, x"1x =1¢ € H, pelo que a relacio & reflexiva.
(ii) Sejam x, y € G tais que x =° y (mod H). Ento,
x =%y (mod H) & xily €EH= yflx = (xily)il € H<< y=°x(modH).
Logo, a relagdo é simétrica.
(iii) Sejam x, y, z € G tais que x =° y (mod H) e y =° z (mod H). Entéo,

x=°y(modH) ey =°z(modH) <= x 'yeHey 'zeH
= xlz= xilyyilz €H

e

<= x=°z(modH),

pelo que a relagdo é transitiva.
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Verifiquemos agora que a relagdo é compativel com a multiplicagdo a esquerda:

Sejam x,y € G tal que x =° y (mod H) e a € G. Queremos provar que ax =€ ay (mod H) . De
facto,

x =%y (modH) <+ xlyeH
<~ xiley c€H
<= xilaflay eEH
— (ax) layeH
<= ax =° ay (mod H).
Concluimos entdo que =° (mod H) é uma rela¢do de congruéncia a esquerda. O

Analogamente, provamos que

Proposicio. Sejam G um grupo e H < G. A relagio = (mod H), definida em
G por
Vx,y € G, x=? y(mod H) <= xy ' € H

é uma relagao de congruéncia a direita. 0

—e

Definicio. Sejam G um grupo e H < G. A relacdo = (mod H) chama-se
congruéncia esquerda mddulo H e 3 relagio =9 (mod H) chama-se congruéncia
direita modulo H.
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Cada uma destas relagdes de equivaléncia define em G uma parti¢do (que pode
ndo ser necessariamente a mesma). Representando por [a], a classe de
equivaléncia do elemento a € G quando consideramos a congruéncia esquerda
médulo H, temos que

x€la, & x=a(modH)e x 'acHe3heH:x 'a=h
& JheH:x'=hate3dheH:x=ah's xeaH,

pelo que
[a], =aH, VaecG.

De modo analogo, representando por [a], a classe de equivaléncia do elemento
a € G quando consideramos a congruéncia direita médulo H, temos que

[a], = Ha, VYaeG.
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Definigdo. Sejam G um grupo e H < G. Para cada a € G, o subconjunto aH
designa-se por classe lateral esquerda de a médulo H e o subconjunto Ha
designa-se por classe lateral direita de a mddulo H.

Exemplo 22. Seja G = {e, a, b, c} o grupo de 4-Klein, i.e., o grupo cuja
operagdo é dada pela tabela

0O T L 0

0O o w oo
T 0 0o Lo
v O 0 T|(T
D v T 00

Considerando o subgrupo H = {e, a}, as classes laterais esquerdas sdo
eH=H=aH e bH={b,c}=cH

e as classes laterais direitas sdo iguais jd que o grupo é comutativo.
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Exemplo 23. Seja G = {e, p,q,a, b, c} o grupo cuja operacdo é dada pela
tabela

e p g a b c
ele p q a b c
p|lp q e ¢ a b
glqg e p b c a
ala b ¢ e p g¢q
b|b ¢ a q e p
clc a b p qg e

Ent3o, considerando o subgrupo H = {e, a}, as classes laterais esquerdas sio
eH=H=aH, bH={b,gt=qH e cH=/{c,p}=pH
e as classes laterais direitas sdo

He=H=Ha, Hb={b,p}=Hp e Hc={c,q}=Hgq.
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Proposicdo. Sejam G um grupo e H < G. Se H é finito entdo cada classe
modulo H tem a mesma cardinalidade que H.
Demonstracdo. Sejam G um grupo e a € G. As aplicacdes

Aa: G — G o pa: G — G
X > ax X +— xa

sdo bijecgbes em G. Logo, A1 € pa|H sdo bijecgdes de H em A, (H) = aH e de H em
pa (H) = Ha, respetivamente. Assim, se H for finito,

§(aH) = $H = § (Ha). O

Proposicdo. Sejam G um grupo finito e H < G. Se aiH, a>H, ..., aH séo
exatamente as classes laterais esquerdas de Hem G (comr >1e
ai, a,...,ar € G), entdo, Hafl, Ha;l, ..., Ha ! s3o exatamente as classes
laterais direitas de H em G.
Demonstracao. Cada elemento de G pertence exatamente a uma e uma sé classe lateral esquerda
aiH,axH,...,a.H. Sejam x € Ge1l < i < r. Entdo,
=0 =i\ =L —1y-1
xEHaI. <:>x(al.) 6H<:>xa,-eH<:>(x ) aieH
o x7l e aH.

Como a condicio x~te ajH é verdadeira para exatamente um valor de /, entdo também a

=il

expressdo x € Ha; ~ € verdadeira para exatamente um valor de /. O
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Observacdo. No seguimento desta proposicdo, escrevemos
G/Ee(mod H) = {21:"/7 22:"/7 ey a,H}

se e sO se

G/Ed(mod H) — {Hal_17 Ha2_17 cocog Har_1

}
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teorema de Lagrange

Definicdo. Sejam G um grupo finito e H < G. Chama-se:

1. ordem do grupo G, e representa-se por |G|, ao nlimero de elementos de G;

2. indice de H, e representa-se por [G : H], ao ndmero de classes laterais
esquerdas (ou direitas) de H em G.

Teorema. (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H < G. Ent3o,
Gl =[G: H]-|H].

Demonstracao. Imediata, tendo em conta que, se se considerar a particio em G definida pela
congruéncia esquerda médulo H, temos [G : H] classes, cada uma das quais com |H| elementos.[]

Corolario. Num grupo finito G, a ordem de cada elemento divide a ordem do
grupo.

Demonstracdo. Imediata, tendo em conta que o (a) = |(a)|, para todo a € G. O
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Coroldrio. Sejam G um grupo finito e p um primo tal que |G| = p. Entéo,
existe b € G tal que G = (b).
Demonstracdo. Como p é primo, p # 1, pelo que G # {1s}. Seja x € G tal que x # 1¢. Entéo,

o()|p =ol)=p

= [(x=p
& 6 =(x).
O

O reciproco do teorema de Lagrange nem sempre é verdadeiro: o facto de a
ordem de um grupo admitir um determinado fator, ndo implica que exista
necessariamente um subgrupo desse grupo cuja ordem é esse fator.
No entanto, se esse fator é um nidmero primo, temos:
Teorema. (Teorema de Cauchy) Sejam G um grupo de ordem n € N e p um
primo divisor de n. Ent3o, existe um elemento a € G tal que o(a) = p. O

53



subgrupos normais e grupos quociente




subgrupos normais

Definicdo. Sejam G um grupo e H < G. Diz-se que H é subgrupo normal ou
invariante de G, e escreve-se H <1 G, se

Vx € G, xH = Hx.

Exemplo 24. Seja G = {e, p,q,a, b,c} o grupo cuja operagio é dada pela

tabela
. | e P q a b c
e e P q a b c
p|p q e c a b
q q e P b c a
a a b c e P q
b b c a q e P
c c a b p q e

(ver Exemplo 23) e H = {e, a}. Ent3o, como bH = {b, q} # {b, p} = Hb,
concluimos que H n3o é subgrupo normal de G. No entanto, se considerarmos
o subgrupo K = {e, p, q}, temos que K < G, uma vez que

eK = Ke = pK = Kp = qK = Kq = K = {e, p, q}

aK = Ka=bK = Kb = cK = Kc = {a, b, c}.
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Proposicdo. Dado um grupo G qualquer, o subgrupo trivial e o subgrupo
impréprio sdo subgrupos normais de G.

Demonstragdo. Sejam G um grupo e a € G. Entdo, como as equa¢des ax = b e ya = b tém
solucBes unicas, para qualquer b € G, temos que

aG={ag:g€G}=G={ga: g€ G} = Ga,
o que permite concluir que G < G.Além disso,
a{lg} = {alg} = a={lga} = {1 }a,
ou seja, {1g} < G. O

Proposicdo. Seja G um grupo abeliano. Ent3o, qualquer subgrupo H de G é
normal em G.

Demonstragdo. Basta ter em conta que, se G é abeliano e a € G, entdo,
aH={ahe G:he H} ={hae G: he H} = Ha. O

Exemplo 25. Seja G um grupo. Ent3o, Z(G) < G. De facto, seja g € G.
Ent3o,
x€gZ(G) < (JacZ(G)) x=ga
< (Jae Z(G)) x=ag&xeZ(G)g.
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Exemplo 26. Sejam G um grupo e H < G tal que [G : H] = 2. Entdo, H < G.
De facto, de [G : H] = 2, temos que existe x € G\H tal que Hx = xH. Assim,
para todo y € G, como

yH = H seyeH
xH sey ¢ H

Hy = H seyeH
Hx sey ¢ H,

temos que yH = Hy, qualquer que seja y € G. O
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Vimos ja que a comutatividade num grupo G implica a normalidade dos
subgrupos. Assim, podemos afirmar que se H é um subgrupo de G tal que,
para todos a € G e h € H, ah = ha, entdo H < G.

Reciprocamente, se H é um subgrupo normal de G o que podemos afirmar é
que
Va e G, Vh € H, Jh, € H: ah; = hoa.

Teorema. Sejam G um grupo e H < G. Entéo,
H< G+ (Vx€G)(Vhe H) xhx ' €H.

Demonstracdo. [=] Suponhamos que H < G. Ent3o, para todo x € G,
xH = Hx.
Sejam g € G e h € H. Temos que existe h’ € H

ghg = (gh)g = (g)g ' =h (g ') =1,
pelo que ghg ™! € H.
[«<] Suponhamos que, para todos x € G e h € H,
xhx ! € H.

Queremos provar que H < G.
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Seja g € G. Entéo,
yegH < (30 eEH) y=gh
& (3 eH) y=gh'(g'g)
= (Hh/ S H) y = (gh’gil) g

= yE&EHg por hipdtese,

pelo que gH C Hg. De modo analogo, prova-se que Hg C gH e, portanto, Hg = gH. O

Exemplo 27. O Teorema anterior pode ser usado para provar facilmente que a
intersecdo de dois subgrupos normais de um mesmo grupo é ainda um
subgrupo normal desse grupo.

Sejam G um grupo e H; e H> dois subgrupos normais de G. Sabemos ja que
Hi N H, < G. Para provar que este subrupo é normal em G, basta considerar
x € G e h € HiN H> e provar que xhx~' € Hi N H,. De facto, se h € Hi N Ho,
entdio h€ Hi e he€ H,.

Como H1 <1 G, x € G e h € Hi, temos, pelo teorema anterior, que xhx~1 € Hi.

Analogamente, como Ha <1 G, temos que xhx ' € H,. Logo xhx™* € Hi N H,
e, novamente pelo teorema anterior, H1 N H> < G.
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grupos quociente

Observacio. E Sbvio que se um grupo G admite um subgrupo normal H, as
relagdes =¢ (mod H) e =¢ (mod H) s30 uma e uma s6 relagio de congruéncia.
De facto,

x=*y(modH) ©x'yeH<eyecxH=Hx

SyxteHe x=%y(modH).

Assim, fala-se de uma tnica relagdo = (mod H), que, por sua vez, define um
tinico conjunto quociente, que se representa por G/H. Logo,

G/H={xH|x € G} ={Hx|x € G}.
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Proposi¢do. Sejam G um grupo e H < G. Entdo, G/H é grupo, se
considerarmos o produto de subconjuntos de G.
Demonstracao. Sejam x,y € G. Entdo,
xHyH = xyHH = xyH,
pelo que G/H é fechado para o produto.

Mais ainda, a operagdo é associativa, H é o seu elemento neutro e cada classe xH admite a classe
x"1H como elemento inverso. O

Definicdo. Sejam G um grupo e H <« G. Ao grupo G/H chama-se grupo

quociente.

Exemplo 28. Considere-se o subgrupo 3Z = {3k : k € Z} do grupo (aditivo)
Z. Como a adigdo usual de inteiros é comutativa, concluimos que 3Z < Z.
Como estamos a trabalhar com a linguagem aditiva, temos que, dados x, y € Z,

x = y(mod 3Z) & x+(—y) € 3Z < x—y = 3k, para algum k € Z < x = y(mod 3).

Assim, temos que
Z/32 = {[0]s, [1]s, [21s} = Zs.
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Proposicdo. Sejam G um grupo e 6 uma relagdo de congruéncia definida em G.
Entdo, a classe de congruéncia do elemento identidade, [1¢],, é um subgrupo
normal de G. Mais ainda, para x,y € G,

x0y <= x"'y € [16], -

Demonstragdo. Seja G um grupo e 6 uma relagdo de congruéncia em G.
Pretendemos provar, primeiro, que

[1c]p ={x € G| x01c} < G.
De facto,

(i) [1¢]y # 0, pois é uma classe de congruéncia;
(i) Sejam x,y € [1¢], - Entéo,

x01lg = xy0lgy =y0lc = xy01g,

pelo que xy € [1¢l, ;
(iii) Seja x € [16], - Entdo,

x01lg = st Olgxfl < 1 Ox = x? 01c,

pelo que x ' € [1¢], .

Logo, [16], é um subgrupo de G.
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Mais ainda, sejam x € G e a € [1¢], . Entdo,
allsg = xax 9X15X71 =xx = 1g,
pelo que xax ! € [16], e, portanto, [16], ¢ invariante.
Finalmente, sejam x,y € G. Entéo,
x0y = x x0x ly s lcoxly e xtye [1¢]y
xlye [1s]y S x Y0l = x lyfxls < ybx.

Logo,
x0y <= x"'y¢€ [1¢lp -

Observacdo. Com o que vimos até agora, é claro que existe uma relagdo
biunivoca entre o conjunto das congruéncias possiveis de definir num grupo e o
conjunto dos subgrupos normais nesse mesmo grupo: Cada subgrupo normal H
de um grupo G define uma relagdo de congruéncia em G (relagdo mod H) e
cada relagdo de congruéncia em G origina um subgrupo normal de G (a classe
do elemento identidade).
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morfismos




conceitos basicos

Definicdo. Sejam Gi, G2 grupos. Uma aplicagdo ¢ : Gt — G diz-se um
morfismo ou homomorfismo se

(Vx,y € Gi) ¥ (xy) =v (x)¥(y).

Um morfismo diz-se um epimorfismo se for uma aplicagdo sobrejetiva.

Um morfismo diz-se um monomorfismo se for uma aplica¢do injetiva.

Um morfismo diz-se um isomorfismo se for uma aplica¢do bijetiva. Neste caso,
escreve-se Gi = G, e diz-se que os dois grupos sdo isomorfos.

Um morfismo de um grupo nele mesmo diz-se um endomorfismo.

Um endomorfismo diz-se um automorfismo se for uma aplicagao bijetiva.
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Exemplo 29. Sejam Gi e Gy grupos e ¢ : Gi — Gy definida por ¢(x) = 1g,,
para todo x € G;. Entdo, ¢ é um morfismo de grupos (conhecido por morfismo
nulo).

De facto, dados x,y € Gy, temos que p(xy) = 1¢ = 1lglc = ¢(x)p(y).

Exemplo 30. A aplicagdo ¢ : R — R\{0}, definida por ¢(x) = €* para todo
x € R, é um morfismo do grupo (R, +) no grupo (R\{0}, x).

A conclusdo é imediata tendo em conta que, para todos os reais x e y,
€T = e¥e” e que € #£ 0.
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Exemplo 31. A aplicacio ¢ : Zs — Zo, definida por
e([0,) = e([2l,) = [0],  ([1],) = #([8l)) = [1],

é um morfismo de grupos.

Para provar esta afirmagdo, temos de verificar os 10 casos distintos possiveis
(temos 16 somas possiveis, mas os dois grupos sio comutativos):

#([0]s ® [0]4) = ¢([0]4) = [0]2 = [0]> @ [0]2 = »([0]4) ® »([0]4)
#([0]a & [1]a) = ¢([1]a) = [L2 = [0]2 & [1]o = »([0]) & »([1]4)
#([0]a & [2la) = ¢([2]4) = [0]2 = [0]> & [0]> = »([0]4) & ~([2]2)
#([0]a & [3]a) = ¢([3]4) = []2 = [0]2 & [1]o = »([0]4) & »([3]4)
#([ls @ [1]a) = ¢([2]4) = [0]2 = [1]2 ® [1]2 = »([1]s) © #([1]4)
#([ls @ [2]a) = @([3]4) = [2 = [1]2 ® [0]2 = »([1]s) ® »([2]4)
#([1]s ® [8la) = ¢([0]a) = [0]2 = [1]2 & [1]o = »([1]s) & »([3]4)
#([2]a ® [2la) = ¢([0]a) = [0]2 = [0]> & [0]> = ([2]s) & »([2]2)
#([2]a ® [8la) = ¢([a) = [U2 = [0]2 & [1]o = »([2]4) & »([3]4)
#([3]s @ [8]a) = ¢([2]4) = [0]2 = [1]2 ® [1]2 = »([3]4) ® »([3]4)

Este morfismo pode ser definido por ¢([x]a) = [x]2, para todo [x]s € Zs. Serd
que, dados n,m € N, a correspondéncia de Z, para Zm, definida por
©([x]n) = [x]m é um morfismo de grupos?



A resposta a pergunta do slide anterior é NAO.

Se n < m, a correspondéncia nem sequer é uma aplicacdo, uma vez que
[m]n = [m = n]a e o([m]a) = [0]m # [=nlm = @ ([m — n]a).

Se n > m, a correspondéncia é uma aplicagdo, mas n3o necessariamente um
morfismo de grupos. Como contraexemplo, podemos considerar a aplicacdo
¢ Zs — Zs, definida por ¢([x]s) = [x]e. Temos

o([2ls @ [4]s) = #([1]s) = [1]s # [0]6 = [2]6 @ [4]s = »([2]s) © #([4]5)-

Prova-se que ¢ : Z, — Zn, definida por ¢([x]n) = [x]m é um morfismo de
grupos se e sé se m | n.
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Proposicdo. Sejam G; e G dois grupos. Se ¢ : Gi — G2 é um morfismo
entdo ¢ (1g ) = 1g,.

Demonstragdo. Temos que
1g 1¢, = 1gy,

pelo que
¥ () ¢ (1e) =¥ (lg1e) =¥ (1) -

Por outro lado, como ¢ (1g,) € Gy, temos que
Y (161) le, =9 (151) .
Logo,
Y (151) Y (151) =9 (1G1) le,;
pelo que, pela lei do corte,
P (101) =1lg,- o

Proposicdo. Sejam Gi e Gy dois grupos e 1 : Gt — G> um morfismo. Entdo
[v ()] = (x71).

Demonstracdo. Seja x € Gj. Entdo,

we)w (x71) = v (o) =9 (1g) = 1g,

" (x“) ¥ (x) = (xflx) =¥ (1g) = 1o,

Logo, pela prépria defini¢do de inverso, [t (><)]’1 =1 (x’l) . 0O
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Proposicdo. Sejam G; e G dois grupos, H C G; e ¢ : Gi — G2 um morfismo.
Ent3o,
H < G = ¢ (H) < G.

Demonstragdo. Seja H < G;. Ent3o:

1. ¢ (H) # 0, pois

lGl € Hﬁ’tb(l(,‘l) E T,ZJ(H);
2. Sejam a, b € ¢ (H) . Entéo,
(Bx,y €H) a=4(x) e b=1(y).
Assim,

(3x,y € H) ab=14 ()¢ (y) =v(xy),
pelo que z = xy € H é tal que ab = 1) (z). Logo, ab € ¢ (H);

3. Seja a € 9 (H) . Entdo, existe x € H tal que a = 1)(x). Como
a=p() =t =T = (x7)
ex 1 € H, temos que a~ ! € ¢ (H).

Concluimos, assim, que ¢ (H) < G.
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Corolario. Seja 9 : Gi —> G, um morfismo de grupos. Se ¢ é um

~

monomorfismo entdo G 2 ¢ (Gy). O

Observacdo. Dois grupos finitos isomorfos tém a mesma ordem. Mas, dois
grupos com a mesma ordem, n3o sdo necessariamente isomorfos. Como

contraexemplo, basta pensar no grupo 4-Klein e no Za.

De facto, se o grupo 4-Klein G = {e, a, b, c} fosse isomorfo ao grupo aditivo
Z4 =1{0,1,2,3} e f : G — Z4 fosse um isomorfismo de grupos, teriamos

0="f(e) = f(xx) = f(x) ® f(x),

para todo x € G. Sendo f bijetiva, concluiamos que todos os elementos de Za
eram simétricos de si proprios, o que é uma contradicdo, pois, em Za, apenas
as classes 0 e 2 s3o inversas de si préprias.
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Proposicdo. Sejam G; e G, dois grupos, H C G e ¢ : Gt — G2 um
epimorfismo. Ent3o,
H < G = ¢ (H) < G.

Demonstracao. Considerando a proposi¢do anterior, como H < Gi, temos que 9(H) << Go.

Assim, falta apenas provar que, para g € Gy e a € 9 (H), temos que gag tew (H). De facto,

g€ G,acyp(H) = ((3OxeG,heH) g=v(x), a=1(h)
= (Ix € G, he H)gag™' = ()¢ (M) [¥ ()]
= gag ' =1 (xhx" 1) com xhx"' € H
—gag e P (H),
pelo que ¢ (H) < G,.
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nucleo de um morfismo

Defini¢do. Seja 1) : Gt — G> um morfimo de grupos. Chama-se niicleo (ou
kernel) de 1), e representa-se por Nuci) ou ker ), ao subconjunto de G;

Nucyy) = {x € G | Y (x) = 1¢,}.

Exemplo 32. Se ¢ : Z4s — Z» é o morfismo definido no Exemplo 31., temos que

NU.C(Q = {[0]4 ) [2]4}

Exemplo 33. Sejam G; e G, grupos e ¢ : Gi — G2 o morfismo nulo. Ent3o,
Nucy = Gi.
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Proposicdo. Seja ¢ : Gi — G, um morfismo de grupos. Entdo, Nucy < Gj.
Demonstracdo. Comecamos por provar que Nuct é subgrupo de Gj.

1. Observemos, primeiro, que 1g, € Nucty). De facto, 1, € G1 e ¢ (1@1) =1lg,;
2. Sejam a,b € G;. Como a~ b € G; e

a,b € Nucyy = 9 (a) =1 (b)=1g,
Sy ) =w@IT =15 =16 =¥ (b)
=¥ (a7'h) = ¢ (a7!) ¥ (b) = 1glg = 1,

temos que
a,b € Nucy) = a~ b € Nuci.

Assim, concluimos que este subconjunto de G; é, de facto, um seu subgrupo.

Sejam g € G; e b € Nucy. Entéo,
=il

ghg " € G
e
¥ (gbg*l) = 4 (g)y(b)y (gfl)
¥ (8) 1, [v (&) "
= lg,,

pelo que gbg ~* € Nucp. Logo, Nucy <1 Gi.
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O ndcleo de um morfismo de grupos ¥ : Gi — G> define uma relagio de
congruéncia, a saber

x = y(mod Nuct)) < xy~' € Nucy)
Y () =16
P KIT =16
P (x) =1 (y).

Pelo que acabamos de ver, a demonstragdo da proposi¢do seguinte é trivial.

Proposicdo. Seja ¢ : Gi — G, um morfismo de grupos. Entdo, 1) é um
monomorfismo se e sé se Nucy) = {1¢, }. O
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Proposicdo. Sejam G um grupo e H <1 G. Entdo,

TG — G/H

x +— xH

é um epimorfismo (ao qual se chama epimorfismo candnico) tal que Nuct = H.

Demonstragdo. Sejam G um grupoe H < G.

Ent3o, para x,y € G,

¥ (xy) = (xy) H=xHyH = ¢ (x) ¥ (y)
pelo que 7 é um morfismo. Além disso, 1) é obviamente sobrejetiva (cada classe é imagem por
do seu representante). Por fim,

x € Nuecr & w(x)=H

S xH=H& xeH. O
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teorema fundamental do homomorfismo

Os resultados que estuddmos no final da sec¢do anterior dizem-nos que:

(i) Dado um morfismo qualquer entre dois grupos, o seu nicleo é um
subgrupo normal do dominio;

(ii) Dado um subgrupo normal de um grupo, existe um morfismo cujo
ntcleo é aquele subgrupo.

Considerando as duas situagdes em simultaneo, temos que:
se ) : G — G’ é um morfismo de grupos, entdo, por (i),

Nucy < G.
Logo, por (i), m: G = G/Nucy € um epimorfismo tal que

Nucr = Nucy.
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Teorema Fundamental do Homomorfismo. Seja § : G — G’ um morfismo de
grupos. Entdo,
Im6 = G/Nucg.

E———
Demonstracao. Sejam K = Nuc# e
¢:G/k — G tal que

o (xK) =0(x), Vx € G.

G/Nuc6
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Estard a fungdo ¢ bem definida, i.e., se xK = yK serd que 6 (x) = 0 (y)? SIM.
De facto,
xK =yK & x'y € K(= Nuc)
&0 (xily) =1¢
< 0(x)=10(y).

Além disso, demonstramos ainda que 0 (x) = 0 (y) = xK = yK, i.e., que
¢ (xK) = ¢ (yK) = xK = yK,

pelo que ¢ é injectiva.
Mais ainda,
Im¢ = {¢(xK)|x € G}
— {0(x) | x € G}
=Imda.
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Observamos, por dltimo, que ¢ é um morfismo, j& que
¢ (xKyK) = ¢ (xyK) = 0 (xy) = 0 (x) 6 (y) = ¢ (xK) ¢ (yK) .

Concluimos, entdo, que ¢ é um monomorfismo cujo conjunto imagem (que é
isomorfo ao seu dominio) é igual a Im#.

Logo,
Im@ =~ G/K = G/NHCQA
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grupos ciclicos




definicao e exemplos

Definicao. Um grupo G diz-se ciclico se
(3ae G) G=(a,
i.e., se existe a € G tal que

(Vxe G)(3nez) x=a"

Exemplo 34. O grupo (Z,+) é ciclico, ja que Z = (1), pois para todo n € Z,
temos que n=n- 1.

Exemplo 35. O grupo (R, +) n3o é ciclico. N3o existe nenhum real x tal que

VaeR, d3ne€Z: a=nx.

Exemplo 36. O grupo (Zas,+) é ciclico, ja que Zs = ([1],) = ([3],). De facto,

[0]4 =0 [1]4 =0 [3]4 [1]4 =1 [1]4 =3 [3]4

[2]4 =2 [1]4 =2 [3]4 [3]4 =3 [1]4 =1 [3]4 79



Exemplo 37. Para qualquer n € N, temos que (Zn, +) é ciclico, ja que

Zn = ([1l,) -

Exemplo 38. O conjunto G = {i,—i,1,—1}, quando algebrizado pela
multiplicagdo usual de complexos, é um grupo ciclico. De facto, G = (i) .

Exemplo 39. O grupo trivial G = {1¢} é um grupo ciclico. De facto,

(1) = {16}
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propriedades elementares

Proposicdo. Todo o grupo ciclico é abeliano.
Demonstracdo. Sejam G = (a) e x, y € G. Entdo, existem n,m € Z tais que x = a" e y = a™.

assim,

xy = anam — an+m — am+n — aman = yx. 0O

Observacdo. Observe-se que o reciproco do teorema anterir ndo é verdadeiro.

Exemplo 40. O grupo 4-Klein é um grupo abeliano. No entanto, ndo é ciclico,

pois (1¢) = {1e} # G, (a) = {1c,a} # G, (b) = {16, b} # G e
(c) ={1l¢,c} # G. Assim, podemos concluir que ndo existe x € G tal que
G = (x).
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Teorema. Qualquer subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.
Demonstracdo. Sejam G = (a), para algum a € G, e H < G.
Se H = {1¢}, entdo H = (1) e, portanto, H é ciclico.
Se H # {1}, entdo, existe x = a” € G (n # 0) tal que x € H. Entdo, H tem pelo menos uma
poténcia positiva de a. Seja d o menor inteiro positivo tal que a? € H. Vamos provar que
H= <ad>
(i) Por um lado ad e H, logo <ad> C H;
(ii) Reciprocamente, seja y € H. Como y € G, y = a" para algum m € Z\ {0} . Ent3o,
existem q,r € Z com 0 < r < d, tais que

d d
y=a"=a%"" = 3%,

Assim, a" = (ad)iqam € H, pelo que r = 0. Logo, a™ = a% € <ad>, pelo que H C <ad> . g

Observacdo. Se o grupo G é ciclico e tem ordem n, isto é, se existe a € G tal
que G =< a >={lg, 3, E ey a""'}, entdo, para qualquer divisor positivo k de
n, < ak > éum subgrupo de G com ordem k.
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Exemplo 41. Os subgrupos do grupo ciclico Z s3o todos do tipo nZ. De facto,
para todo n € Z, (n) = nZ.

Observagdo. Resulta da definicdo de grupo ciclico que qualquer elemento que
tenha ordem igual a ordem do grupo é um seu gerador e que qualquer gerador
de um grupo ciclico finito tem ordem igual a ordem do grupo.

Exemplo 42. Em Z4 tem-se que: o (3) =4 eZ4= <§>

Em geral, para n > 2, como o([x].) = ;. temos que

n
m.d.c.(x,n

Zn =< [x]s > m.d.c.(x,n) = 1.
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Para um grupo G = (a), G é abelianoese H < G, H = <ad>, para algum
d € N. Assim, H <1 G, pelo que podemos falar no grupo G/H. Vejamos de
seguida como s3o os elementos deste grupo:

Proposi¢do. Seja G = (a) um grupo infinito e H = <ad> < G. Entdo,
H,aH,a’H, ...,a% 'H é a lista completa de elementos de G/H.

Demonstracdo. Observemos primeiro que, para todo x € G, xH = a"H, para algum
re{0,1,2,...,d — 1}.
De facto, se x € G = (a), entdo existe p € Z para o qual x = a”. Mas, se p € Z, existem q € Z e
0 < r<d-—1tais que p= qd + r, pelo que a” = a%*" = a’ . (ad)q € a"H. Logo, a?H = a"H.
Provemos agora que, para 0 < i,j < d — 1,

i#j=>aH+#adH.
Suponhamos que i < j. Entdo, 0 < j — i < d — 1, pelo que

a'H=aH @(a’)fla/eH@a/*"eH

< j— i = kd, para algum k € Z
Sj—i=0&sj=1i.
Logo, a implicacdo verifica-se e, portanto, G/y = {H, aH, ..., ad’lH}. O
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morfismos entre grupos ciclicos

Proposicdo. Dois grupos ciclicos finitos sdo isomorfos se e sé se tiverem a
mesma ordem.

Demonstragdo. Sejam G e T dois grupos ciclicos e finitos. Entdo, existem a € G e b € T tais
que G =(a)e T = (b).

Se G = T, entdo obviamente G e T tém a mesma ordem.

Se G e T tém a mesma ordem n, entdo, o(a) = o(b) =ne

G:{lc,a,az,...,a"*l}, T:{lT,b,bz,,,,,b"*l}.
Logo, a aplicagdo ¢ : G — T definida por
o l¢ a & .- a"!
= ( 17 b B ... bl
é obviamente um isomorfismo. O

Coroldrio. Sejam n € N e G um grupo ciclico de ordem n. Entdo, G = Zj,.
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Observagdo. Vimos ja que se G é um grupo e a € G é tal que o0 (a) = oo,
entdo, para m,n € 7
m#n=—a" #a".

Assim, se G é infinito e ciclico, temos que G = (a) para algum a € G tal que
o (a) = oo, pelo que

=R =i 2 3
G:{...,a ,a ,lc,a,a,a,...}.

Proposicdo. Se G é um grupo ciclico infinito, entdo, G = Z.
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grupo simétrico




Definicdo. Seja A um conjunto. Uma permutacdo de A é uma aplicacdo

bijetiva de A em A.

Observagdo. Se A é um conjunto finito com n elementos (n € N), podemos
estabelecer uma bijecdo entre A e o conjunto {1,2,..., n}, pelo que aqui iremos
adoptar esta dltima notagdo para qualquer conjunto com n elementos. Assim,

1 2 3 4
¢:<2134>

é uma permutagcdo de um conjunto com 4 elementos.

dizemos, por exemplo, que
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Observagdo. Se A é um conjunto finito com n elementos (n € N), sabemos que
podemos definir n! permutagdes de A distintas. Mais ainda, se algebrizarmos
este conjunto de n! elementos com a composicdo de aplicagdes obtemos,
obviamente, um grupo.

(i) A composta de duas permutacdes é uma permutacio;

(ii) A composicdo de aplicacdes, em particular de permutagdes, é associativa;

(i) A fung3o identidade é uma permutagdo e é o elemento neutro para a composi¢cido de
aplicagdes;

(iv) A aplicagdo inversa de uma permutac¢do é uma permutacio.

Definicdo. Chama-se grupo simétrico de um conjunto com n elementos, e
representa-se por S,, ao grupo das permuta¢des desse conjunto.

Exemplo 43. Se considerarmos um conjunto com dois elementos,

=={(: 1)z Db
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Exemplo 44. Se considerarmos um conjunto com 3 elementos,

S _{(123)(123)(123)
S 1 2 3)°0U1 3 2)'\ 2 1 3 )
1 2 3 1 2 3 1 2 3

(231)’(312)’(321)}'

Exemplo 45. Se considerarmos um conjunto com 4 elementos, temos que

S =

1 2 3 4
L1 2 4 3

1 2 3 4 12 3 4 1 2 3 4 12 3
1 4 2 3 ! 1 4 3 2 2 1 3 4 ! 2 1 4
1 2 3 4 12 3 4 1 2 3 4 12 3
3 01 2 4 )\ 3 1 4 2 4 1 2 3 J°\ 4 1 3
1 2 3 4 12 3 4 1 2 3 4 12 3
3 2 1 4 ! 4 2 1 3 ’ 2 3 1 4 ! 4 3 1
1 2 3 4 12 3 4 1 2 3 4 12 3
2 4 1 3 ! 3 4 1 2 ’ 4 2 3 1 ! 3 2 4

1 2 3] 4
4 3] 2 1

Proposicdo. O grupo simétrico S, é nio comutativo,

~
/
W =
ENENY
[
(SN
~—
—~
[
ENIINY
w w

Demonstragdo. Se f e g sdo as permutagdes de S, definidas por
f(1)=2, f(2) =3, f(3) =1, f(k) = k,v4 < k < n,
g1)=2, g(2)=1, gk) = k,Y3< k < n,
temos que

(fog)(l)=3#1=(gof)(1). o

para todo n > 3.



grupo diedral

Definicao. Chama-se grupo diedral ao grupo das simetrias e rotagdes de uma
linha poligonal.

Representamos por D, o grupo diedral de um poligono regular com n lados.

Exemplo 46. D3 = S3

1
Temos:

Rotacdes: 0°; 120° e 240°;

Simetrias: 3 simetrias axiais.
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Representando as simetrias e rotacdes pelas permutacdes em {1, 2,3}, temos:

RotacGes de 0°, 120° e 240°:

(1 2 3 /1 2 3 /12 3\
M=ENa @ gj)lo 5 a2 g8 1 J)JC®= g 1 a)°f

simetrias em relagdo as bissetrizes dos angulos 1, 2 e 3:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
91’(1 3 2)’ 92’(3 2 1)693’(2 1 3)'
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2 3
Considerando a composicdo de funcdes, obtemos a tabela:

o | pr p2 p3 61 B2 O3
pr | pr p2 p3 61 O 03
p2 | p2 ps pr O3 b1 02
p3 | ps pr p2 G2 O3 01
01 01 (723 03 Pr P2 pP3
O | o 03 01 p3 p1 p2
O3 | 03 01 02 p2 p3 p1

O grupo D3 é (o menor grupo) ndo abeliano, 1p, = p1 e os seus subgrupos sdo:

{p1} . {p1,01},{p1, 62} ,{p1,03},{p1, p2, p3} e Ds.

Destes, quais sdo normais?



Exemplo 47. D4 é um subgrupo préprio de S4

1
2

3

Rotac&es de 0°, 90°, 180° e 270°:

(1 2 3 4 (1

BE a g a )oB= g

(1 3 4 (1

B=\ g 1 2 ) =4

Simetrias em relagdo as bissectrizes [1, 3] e [2, 4]:
1 2 3 4 1 2 3 4\,
91’(1432>692’<3214>'

Simetrias em relagdo as mediatrizes do lado [1,2] e do lado [2, 3]:

g (1 2 3 4 (1 2 3 4
372 1 4 3 )%= 4 3 2 1)

Assim, D4 tem 8 elementos enquanto que S; tem 24 elementos.

EOFCEEN
N ow B W
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Considerando a composi¢cdo de fungbes, obtemos a tabela

pr|p1 p2 p3 pa 01 02 O3 04
pr|p1 p2 p3 pa 01 02 O3 04
p2 | p2 p3 pa p1 B2 O3 04 01
p3 | p3 pa p1 p2 O3 04 01 02
pa | pa p1 p2 p3 Os 01 02 03
01|01 02 03 0o pPL  pa  p3 P2
02| 02 01 04 O3 p2 p1 ps p3
03 | 03 02 01 04 p3s p2 p1 pa
O | 64 03 6, 601 ps  pP3 P2 p1

Os subgrupos de Dj sdo
{p1}:{p1, 01}, {p1, 02}, {p1, 03}, {p1, 04}, {p1, p3},
{p17 P2, P3, P4}7 {Ph P3, 917 03}7 {p17 P3, 027 94}7 D4}

Destes, quais sdo normais?



Exemplo 48. Relativamente a figura

1

2

3

o grupo diedral é composto pelas aplica¢des

¢1=<1
¢3<1

2 3 4 1
2 3 4)"”‘(3

2 3 4 1
4 3 2>e¢4<3
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ciclos

Definicdo. Diz-se que uma permutacdo o de um conjunto finito A é um ciclo

de comprimento n se existirem ai, az,...,a, € A tais que

o(a1)=a, o(a)=as..., o(an-1)=an, o(an)=a1

e se
o (x) = x, Vx € A\ {a1, a2, ..., an} .
Neste caso, representa-se este facto por

g = ( ai an dp—1 dn )

Exemplo 49. Se A= {1,2,3,4,5}, temos que

1 2 3 4 5
T =
3 2 5 1 4
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Observagdo. Em S,, o produto (composi¢do) de dois ciclos pode ou n3o ser um
ciclo, como o prova o seguinte exemplo: em Sg,

1 2 3 4 5 6
(1 456)(215)=
6 4 3 5 2 1
ndo é um ciclo. De facto, se representarmos este produto por o, temos que
c(2) =4, o(4) =5, 0(5) =2eo(l) # 1.
Por outro lado,

(ca)(re)=(s33tee)

(16 )
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Definicdo. Dado um conjunto A finito, dizemos que dois ciclos sido disjuntos se
ndo existir nenhum elemento de A que aparega simultaneamente na notagao
desses ciclos, i.e., se nenhum elemento de A for transformado simultaneamente

pelos dois ciclos.

Exemplo 50. Em Sg,

123 456
- —(1 6)(2 5 3),
U<652431>()( )

i.e., a permutagdo o é o produto de dois ciclos disjuntos.
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Teorema. Toda a permutag¢do o de um conjunto finito é um produto
(composicdo) de ciclos disjuntos.

Demonstracdo. Suponhamos, sem perdas de generalidade, que A = {1,2,3, ..., n} . Consideremos
entdo o primeiro elemento (1) e, para a permutacdo o em A, consideremos a lista
1 o(1) o2(1) ') ... (*)

Como A é finito, sabemos que os elementos de (*) ndo podem ser todos distintos. Seja 0" (1) o
primeiro elemento que aparece repetido. Entdo, 0" (1) = 1.

De facto, se
o' (1) =0° (1), para algum s € {1,2,...,r — 1},
concluiamos que
o (1) =id(1) =1 e 0<r—s<r,

pelo que ¢" (1) ndo seria o primeiro elemento a aparecer repetido.

Formamos ento o ciclo

p1:<1 o) o2@) --- a'*l(l)).
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Seja, entdo, i o primeiro elemento de A que ndo aparece em p;. Aplicamos a i o raciocinio
aplicado a 1 e formamos o ciclo

p2:(i o(i) o2() --- aH(i)).

Por raciocinios andlogos, " percorremos” todos os elementos de A. Suponhamos que s3o k os ciclos
que formamos. Ent3o, o = p1 - - - pk.

Vejamos agora que os ciclos sdo disjuntos dois a dois.

Consideremos os ciclos p1 e p2. Suponhamos que existe j € A tal que j aparece no ciclo p; e no
ciclo pa. Suponhamos, sem perdas de generalidade, que j = o2 (1) e que j = o° (i) . Ent3o,

(02(1) P T ¢)) 1)
0 et) @0 )
= (0 SFH SO ) =r

o que n3o acontece pois i ndo aparece em pj.

p1

Generalizando esta demonstragdo, provamos que todos os ciclos sdo disjuntos dois a dois. O
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Questdo: Porque é que é importante escrever uma permutagdo como produto
de ciclos disjuntos?

Resposta: Porque ciclos disjuntos comutam!

(1 2 3)(4 5 =(4 51 2 3)

(1 2 3)(1 2)=(1 3)#(2 3)=(1 2)(1 2 3)

Observacdo. Relembrar que num grupo G, para a,b € G,

ab=ba<VneZ, (ab)" = a"b".
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Questdo: Dada uma permutag¢do o num conjunto com n elementos, i.e., dado
o elemento o € S,,, qual serd a sua ordem?

Resposta:

1. se o é um ciclo, ent3o o (o) é o comprimento do ciclo.

2. se o é um produto de pelo menos dois ciclos disjuntos, entdo o (o) é o
m.m.c. entre os comprimentos dos ciclos em quest3do.

Exemplo 51. Em Sg, como
(1 2 3 45 6 7 8
=3 24173856
o (¢) = 6 pois 0 minimo mdltiplo comum entre as ordens dos trés ciclos

=(1 3 4)(5 7)(6 8), temos que

disjuntos é 6.
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grupo alterno

Definicdo. Uma transposicdo é um ciclo de comprimento 2.

Proposicdo. Qualquer ciclo é produto de transposi¢des.
Demonstragdo. Imediata, tendo em conta que

(a1 a a3 -+ an)=1(a1 an)(ar an—1)---(a1 a3)(ar a2).

Observacdo. Considerando o teorema e a proposicdo anteriores, temos que
qualquer permutagdo se escreve como produto de transposi¢des.

Exemplo 52. Em S,

1 2 3 4 5 6 7
3 2 4 1 7 5 6

)(1 3 4)(5 7 6)=(1 41 3)(5 6B 7).



Teorema. Nenhuma permutacdo de um conjunto finito pode ser expressa
simultaneamente como produto de um nidmero par de transposi¢cdes e como
produto de um nimero impar de transposi¢des. O

Definicdo. Uma permutagdo diz-se par se se escreve como o produto de um
ndmero par de transposicoes. Uma permutacdo diz-se impar se se escreve como
produto de um nimero impar de transposicdes.

Exemplo 53.

e Em S,, a identidade é uma permutacdo par. De facto, se A tem n
elementos

id=(ai a)(a ),
para quaisquer aj, a; € A.

e Em S,, um ciclo de comprimento impar é uma permutacdo par e um ciclo
de comprimento par é uma permutagio impar

(1 2 3)=(1 3)(1 2 (1 2 3 4= 4)@1 3)1 2).
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Teorema. Seja A um conjunto com n elementos. Entdo, o conjunto das

~ 7 1
permutacdes pares em A é um subgrupo de S, de ordem 7.
Demonstragdo. Seja

A, = {0 : 0 é uma permutagio par} .

Sabemos que id € A,, que a composicdo de duas permutagdes pares é ainda uma permutagdo par
e que a inversa de uma permutagdo par é ainda uma permutagdo par. Logo, temos que A, é um
subgrupo do grupo S,.
Para demonstrar que |A,| = %!, basta considerar uma transposicdo 7 € S, e a aplicagdo
¢r : An — B,
o +— TO,

onde B, é o conjunto das permuta¢des impares.

Provando que ¢, é bijetiva, temos que # (A,) = # (B») e, como
# (An) + # (Bn) = #(Sn) = n!, o resultado é imediato. O



Definicdo. Seja A um conjunto com n elementos. Chama-se grupo alterno de
A, e representa-se por A,, ao subgrupo de S, das permutacdes pares.

Exemplo 54. A, = {id}

As = {id,(123),(132)}

Ay ={id,(123),(132),(124),(142),(134),(134),
(234),(243),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}
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o teorema de representacao de Cayley




Teorema de Representacao de Cayley

Para finalizarmos este capitulo sobre grupos, vamos mostrar a importancia do
estudo do grupo simétrico na Teoria de Grupos. De facto, como se prova no
préximo teorema, qualquer grupo é isomorfo a um subgrupo de um dado grupo

simétrico.

Teorema. (Teorema de representacdo de Cayley)Todo o grupo é isomorfo a
um grupo de permutagdes.
Demonstragdo. Para cada x € G, a aplicagio

Mx:G — G

a — A (a) =xa,

é uma permutacido em G.



Assim, se S é o grupo das permutacdes de G, consideramos a func¢do
0:¢6 — S
X — A
Entdo, para x,y,g € G,
(Ao Ay (8) = A (Ay (8) = A (v8) = x(vg) = (xv) & = Ay (),
pelo que
0(x)0(y) =0(x),

i.e., 6 é um morfismo.

Mais ainda,
x € Nuch < 6 (x) = idg © Ax = idg = x = A (1g) = idg (1¢) = 1a,
e, portanto,

Nuch = {1g}.

Logo, # é um monomorfismo, pelo que G =~ Imf < S.
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Exemplo 55. Seja G = Z4. Ent3o, como para todos a,x € Za, \;(x) = a+ x,

temos que
S
Ai:<§;§§>:(ﬁii§)
N = (g;§i>:(o 21 3)
A§<gggg>(6§§i)

Assim, Za = {Ag, M, A3, Az} -
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generalidades



conceitos basicos

Definicdo. Seja A um conjunto n3o vazio e duas operagdes bindrias, que
representamos por + e por -, nele definidas. O triplo (A, +, ) diz-se um anel se
1. (A, +) é um grupo comutativo (também chamado mddulo);
2. (A,-) é um semigrupo;
3. A operacgdo - é distributiva em relagdo a opera¢do +, i.e., para todos

a,b,c €A,

a-(b+c)=a-b+a-c e (b+c)-a=b-a+c-a

O anel A diz-se comutativo se a multiplicagdo for comutativa.

Observagdo. Referimo-nos sempre a primeira operagdo (i.e., a operagdo para a
qual temos um grupo) como adicdo. A segunda operacgdo (i.e., a operacdo para
a qual temos um semigrupo) chamamos multiplicaco.



Definicdes. Seja (A, +,) um anel.

e Ao elemento neutro do grupo chamamos zero do anel e representamos por
0a.

e Quando existe, ao elemento neutro do semigrupo chamamos identidade do
anel e representamos por 14.

e Ao elemento oposto de a € A para a adigdo chamamos simétrico de a e
representamos por —a (note-se que, sendo (A, +) grupo, qualquer
elemento do anel admite um dnico simétrico).

e No caso de o anel ter identidade, podem existir elementos que admitem
elemento oposto para a multiplicacdo. Quando existe, referimo-nos ao
elemento oposto de a € A para a multiplicagdo como o inverso de a.

Neste caso, representamos o inverso de a por a '

Observacdo. Se ndo houver ambiguidade, falamos no anel A quando nos
referimos ao anel (A, +,-) e omitimos o sinal da multiplicagdo na escrita de
expressoes.



Exemplo 1. Seja A = {a}. Entdo, (A, +,:), ondea+a=aea-a=a, éum
anel comutativo com identidade, ao qual se chama anel nulo. Representa-se
por A= {0a}.

Exemplo 2. (Z,+, x) e (R, 4+, X) sdo anéis comutativos com identidade.

Exemplo 3. Dado n € N, (Zs, +, x) é um anel comutativo com identidade.

Exemplo 4. Dado o natural n > 2, (nZ,+, x) é um anel comutativo sem
identidade.

Exemplo 5. (M (R),+, X) é um anel ndo comutativo com identidade.



Proposicdo. Seja A um anel. Ent3o, para todo x € A, 0ax = x04 = 0a.

Demonstracdo. Seja x € A. Entdo, pela distributividade, temos que 0ax + 0ax = (04 + 04) x.
Mas,
0ax + 0ax = (0A+OA)X < 0ax + 0ax = 0ax

< 0ax + 0ax = 04x + 04

< 0ax = 04.
Logo, 0ax = 04. Analogamente, de

x04 +x04 = x (OA + OA)
e de
x04 + x04 = X(OA + OA) < x04 = 04,

obtemos x04 = 04. O

Proposicdo. Se A # {04} é um anel com identidade 14, entdo 14 # Oa.

Demonstracao. Se 04 fosse a identidade do anel, entdo, para x # 04, teriamos x = 0ax. Mas,

pela proposi¢do anterior, 0Oax = 04, pelo que x = 04. O



Proposicdo. Sejam A um anel e x,y € A. Entéo:

L (=x)y =x(-y) = —xy;
2. (=x)(=y) = xy.
Demonstragdo. Sejam x,y € A. Entdo,

1. (—x)y é o simétrico de xy ja que
(=x)y +xy = (=x+x)y = 0ay = 0a
e x (—y) é também o simétrico de xy pois
x(=y) +xy =x(=y +y) =x04 =04
Logo, —xy = (=x)y = x(—y).
2. (—x) (—y) é o simétrico de (—xy) ja que

(=) (=y) + (=) = (=x)(=y) +(—x)y
=(=x)(~=y +y) = (=x) 04 = Oa.
Como o simétrico de —xy é, de facto, xy, obtemos o resultado pretendido.

Proposi¢cdo. Sejam A um anel, n€ Ne a, by, bo, ..., b, € A. Entdo,

1. a(bi+ b2+ -+ by) = abi + aby + - - - + aby;
2. (b +b2+---+by)a=bia+ bra+ -+ bsa.

Observagdo. A propriedade apresentada na ultima proposicdo é conhecida, em
Teoria de Anéis, como propriedade distributiva generalizada.



poténcias e miltiplos

Seja (A, +,) um anel. Ent3o, (A, +) é grupo, pelo que podemos falar nos
multiplos de expoente inteiro de a € A. Assim, temos

i. 0a=04;

ii. (n4+1)a= na+ a, para todo n € Ny;

ii. na= —(—na), paratodoneZ".

Proposicdo. Sejam A, um anel, a,b € Ae m,n € Z. Entéo,
1. (m+ n)a= ma-+ na;
2. n(ma) = (nm) a;

3. n(a+ b) = na+ nb.



Proposicdo. Sejam A um anel, a,b € A e n € Z. Entéo,
n(ab) = (na) b= a(nb).
Demonstragdo. Temos de considerar trés casos:

(i) n = 0. A demonstragdo é trivial.

(ii) n > 0. Resulta da propriedade distributiva generalizada:
(na)b=(a+a+-+a)b=ab+ab+---abx = n(ab)
—_————— |

a(nb)=a(b+ b+ -+ b)=ab+ab+---abx = n(ab).
(iii) n < 0. Para a, b € A, temos que
n(ab) = —[(—n)(ab)] = —[((—n)a)b] = [-(—(na))]b = (na)b

n(ab) = —[(—=n)(ab)] = —[a((—n)b)] = a[—(—n)b] = a(nb).



Seja (A, +,) um anel. Ent3o, (A, ) é semigrupo, pelo que podemos falar nas
poténcias de expoente natural de a € A. Assim, temos

o EF = ER

ii. " = a". a, para todo n € N.

Proposicdo. Sejam A um anel, a € A e m,n € N. Entdo,
1. (a")" = a";

2. a"a™ = 2"t O

Observagdo. Tendo em conta que estamos a trabalhar num anel e, portanto, a
trabalhar com duas operagdes simultaneamente, distinguiremos as duas
poténcias 2" e na (com a € A e n € N) falando em muiltiplo de a para na e em
poténcia de a para a".



elementos de um anel

Definicdo. Seja A um anel com identidade 14. Um elemento a € A diz-se uma
unidade se admite um inverso em A. Representa-se por Us o conjunto das

unidades de um anel com identidade.
Exemplo 6. No anel (Z,+, x), temos que Ua = {—1,1}.
Exemplo 7. No anel (R, +, x), temos que Us = R\ {0}.

Exemplo 8. No anel (M2 (R),+, X), temos que

qu{[i Z}eMz(R)ad—bc;éo}.

Quem s3o as unidades em (Z,, +, X), para n € N?S30 os elementos [x],, com
m.d.c.(x, n) = 1.
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Definicdo. Seja A um anel. Um elemento a € A diz-se simplificavel se, para
todos x,y € A
Xxa=ya ou ax=ay = x=1J}.

Exemplo 9. Nos anéis (Z, +, x) e (R, +, X), qualquer elemento n3o nulo é

simplificdvel.

1 1
Exemplo 10. No anel (M2 (R),+, X), o elemento [ . ] ndo é

simplificdvel. De facto,

P RS A E | Ry

Observagdo. Num anel A, todo a unidade é simplificdvel, mas nem todo o
elemento simplificavel é uma unidade.
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Definigdo. Seja A um anel. Um elemento a € A diz-se um divisor de zero se
existe b € A\ {04} tal que

ab=04 ou ba=0a.

Observacido. O elemento zero de um anel A sé ndo é divisor de zero se
A={0a}.

Exemplo 11. Nos anéis (Z,+, x) e (R, +, X), o tnico divisor de zero existente
é o elemento 0.

b
Exemplo 12. No anel (M3 (R),+, x), qualquer matriz [ a J :| tal que
c

ad — bc = 0 é divisor de zero.
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Quem s3o os divisores de zero em (Z,, +, X), para n € N?

Exemplo 13.

e Os divisores de zero do anel (Zs, +, x) sdo os elementos [0]¢, [2]¢, [3] €
[4]¢ pois
[0]6 X [1]6 = [0]6, [2]6 X [3]6 = [0]6 € [4]6 X [3]6 = [0]6'

e No anel (Z7,+, x), o tinico elemento divisor de zero é [0],.

Proposi¢do. No anel (Zn, +, x), os divisores de zero s3o os elementos [x],,
onde m.d.c.(x, n) # 1.

Demonstracdo. Se 1 # d = m.d.c.(x, n), entdo, existem a, b € Z tais que d = ax + bn e existe
n = kd. Assim, em Z,, [d], = [a]n[x]s + [0]s(*) e, portanto, [0], = [kd], = [ka]n[x], com
[ka]n # [0]p. O
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caracteristica de um anel




definicao e exemplos

Sejam A um anel e a € A. Considerando os miiltiplos de a, i.e., os elementos
da forma na com n € Z, temos duas situagcdes a considerar:

(i) @meZ\{0}) (Va€ A) ma=04;

(i) (Vm e Z\{0})(3b € A) mb+#0a
(i.e., nb=0a (Vb€ A) = n=0).

Exemplo 14. S3o exemplos da situagdo (ii) o anel dos reais e o anel dos
inteiros.

Exemplo 15. E exemplo da situaco (i) o anel (Za,+,-).
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Definicdo. Seja A um anel.

1. Se
nb=04, VbE A= n=0,

A diz-se um anel de caracteristica 0 e escreve-se c(A) = 0;

2. Se
(3m e Z\{0}) (Va€ A) ma =04,

A diz-se um anel de caracteristica q onde
g =min{n € N: na =04 Va € A}. Escreve-se c(A) = q.

Observacdo. A segunda parte da definicdo faz todo o sentido, pois se A é um

anel que satisfaz 2., temos que, sendo
M={meZ: ma=04 VacA},

(M, +) é um subgrupo do grupo ciclico (Z,+) e, portanto, é ele préprio um
grupo ciclico e o seu gerador é o menor inteiro positivo de M.

15



Como (A, +) é grupo, podemos falar da ordem de qualquer elemento de A.

Se A é um anel de caracteristica q e x € A € tal que a ordem de x no
grupo (A, +) € o(x) = p, qual a relagio de p com q?

A resposta é obviamente p | g. De facto, se g é a caracteristica de A, temos
que ga = 04, para todo a € A. Em particular, para a = x temos que gx = 0a.
Logo, como p = o(x), vem, como consequéncia da definicdo de ordem de um
elemento, que p | g.

Assim, podemos concluir que a caracteristica de um anel finito A é o m.m.c.
entre as ordens de todos os elementos de A.
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Proposi¢do. Sejam A # {0a} um anel com identidade 14 e n € N. Ent3o, a
caracteristica de A é n se e s6 se a ordem de 14 é n.

Demonstracdo. [=-]. Por hipétese, temos que c¢(A) = n, i.e., temos que:

(i) Ya€ A na=0p;

(i) BpeNVaec A pa=04)=n|p.
Queremos provar que o(14) = n, i.e., queremos provar que:

(@) nla = 0y

(b) (3p €N:pla=04)=n]|p.
A condi¢3o (a) resulta naturalmente da condi¢do (/). Para provarmos a condigdo (b) supomos que
existe p € N tal que ply = 04. Para aplicarmos (ii), temos que provar que pa = 04 para todo

a € A. De facto, pa = p(1aa) = (pla)a = 0aa = 04. Assim, por (ii), temos que n | p. Logo,
verifica-se a condi¢do (b).

[«=]. Suponhamos agora que p(14) = n, i.e., que (a) e (b) sdo satisfeitos. Queremos provar que o
anel satisfaz (i) e (ii):
(i) Para todo a € A, temos que
na = n(laa) = (nla)a = 04a = 0a.

(ii) Seja p € N tal que, para todo a € A, pa = 04. Em particular, como 14 € A, temos que
pla = 04. Entdo, por (b), concluimos que n | p, o que termina a nossa demonstrag3o.
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Exemplo 16. Seja n € N. Como, em Z,, o(1) = n, concluimos que ¢(Z,) = n.

Exemplo 17. O anel dos nimeros inteiros e o anel dos nimeros reais sdo anéis
de caracteristica 0, uma vez que, nestes anéis, o(1) € infinita.
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anéis especiais




dominios de integridade

Definigdo. Um anel comutativo com identidade A diz-se um dominio (ou anel)
de integridade se admitir como tnico divisor de zero o elemento zero do anel.

Exemplo 18. Os anéis (Z,+, x) e (R, +, x) sdo dominios de integridade.

Exemplo 19. O anel das matrizes quadradas de ordem 2 ndo é um dominio de
integridade.

Observacdo. Se A é um dominio de integridade, entdo, A # {0a} .
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Proposi¢do. Seja A um anel comutativo com identidade. Entdo, as seguintes
afirma¢des sdo equivalentes:

1. A é dominio de integridade;
2. A\ {04} # 0 e todo o elemento de A\ {04} é simplificavel.
Demonstracdo. Suponhamos que A é um dominio de integridade. Entdo, A\ {0a} # 0. Sejam
y € A\ {04} e a, b € A tais que ya = yb. Entdo, ya — yb = 04, pelo que
y(a— b) = 0a.
Como A é dominio de integridade e y # 04, temos que
a— b =04,

ie.,
a=bh.
Supondo que ay = by, faz-se o raciocinio anélogo.
Reciprocamente, suponhamos que todo o elemento y € A\ {04} # 0 é simplificdvel. Como
A\ {04} # 0, temos que 04 é um divisor de zero. Vejamos que é o (nico elemento nestas
condi¢Bes. Seja xp um divisor de zero de A, i.e., seja xo € A para o qual existe b € A\ {04} tal que

bxp = 0p ou xob = 04.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que € a primeira condi¢do que se verifica. Entdo,
bxg = 04 = b0,4.
e, como b é simplificivel (j& que b # 04), temos que

X0 = OA.

Logo, 04 é o tnico dividor de zero, pelo que A é um dominio de integridade. O



Proposi¢do. Seja A um anel comutativo com identidade. Entdo, as seguintes
afirmagdes sdo equivalentes:

1. A é dominio de integridade;

2. A\{0a} # 0 e A\ {04} é subsemigrupo de A relativamente ao produto.
Demonstracdo. Suponhamos que A é dominio de integridade. Entdo, A\ {04} # 0. Provemos
entdo que (A\ {04}, ) é subsemigrupo de (A, -). De facto:

(a) A\ {04} C A

(b)se a,b € A\ {04}, ab € A\{0a}. Se ab =104, com a,b € A\ {04}, a e b seriam
divisores de zero e, portanto, A ndo seria um dominio de integridade.

Reciprocamente, suponhamos que A\ {04} # 0 e que (A\ {04}, -) é subsemigrupo de (A, ), ou
seja, que
a#0a,b# 04 = ab#0a. (*)

De A\ {04} # 0 concluimos que 0,4 é divisor de zero. Provemos que é tnico. Seja xp um divisor
de zero. Entdo, existe y € A\ {04} tal que

xoy = 0a ou yxo = 0a.

Comparando com (*), concluimos que xp = 0a. O
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Proposi¢do. Seja A um anel comutativo com identidade. Entdo, as seguintes
afirmacdes s3o equivalentes:

1. A é dominio de integridade;

2. A\{0a} # 0 e, se as equagdes ax = b e xa = b (a # 04) tiverem solugdo,
entdo, a solugdo é unica.

Demonstracdo. Seja A um dominio de integridade. Ent3o, A\ {04} # 0. Suponhamos que, para
a,b € Acom a# 0,4,

(3x0,y0 € A) axo=b e wa=b.
Sejam x; e y; outras solugdes das equagdes ax = b e xa = b, respetivamente. Ent3o,

axp = b = ax; e ya=b=ya
e, pelo facto de todos os elementos ndo nulos serem simplificveis, temos que

Xo = X1 € Yo = Y1

Logo, as solugbes, quando existem, sdo Unicas.
Reciprocamente, suponhamos que A\ {04} # 0 e que, para a € A\{0a} e b € A, se as equacdes
ax = b e xa = b tiverem solugdo, entdo, a solugdo é Unica.
Como x = 0,4 é solugdo de ax = 04 e xa = 04, concluimos entdo que x = 04 é a Unica solugdo

possivel. Logo, 04 € o tnico divisor de zero de A, pelo que A é um dominio de integridade. O



anéis de divisao e corpos

Definicdo. Um anel A diz-se um anel de divisdo se (A\ {0a},-) é um grupo.

Um anel de divisdo comutativo diz-se um corpo.

Resulta da definicdo que qualquer corpo é um dominio de integridade, mas o
reciproco ndo é verdadeiro.

Exemplo 20. O dominio de integridade (Z, +, x) ndo é um anel de divis3o,
pois (Z\ {0}, x) n3o é grupo.

Exemplo 21. O dominio de integridade (IR, +, X) é um corpo e, portanto, um
anel de divisdo.
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Exemplo 22. Seja Q = {a+ bi+ ¢j + dk : a, b, c,d € R}, onde
P?=2=k*=—1,ij=—ji = k, ki = —ik = j, jk = —kj = i. Considere em Q
as operagbes + e x definidas por

(a+bi+c+dk)+ (3 +bi+cj+dk)

=a+a +(b+b)i+(c+c)j+(d+d)k
e
(a+bi+g+dk)x(a+bi+cj+dk)=
aa’ —bb' —cc’ —dd' + (ab' + a’b+ cd’ — c'd)i+
(ac’ — bd' +a'c + b'd)j + (ad’ + bc’ — b'c + a'd)k.

Entdo, (Q, +, x) é um anel de divisio ndo comutativo. Este anel designa-se
por Anel dos Quartenibes.
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Anéis com ldentidade

Anéis

(Z,+,")
(R, +, x)
, +, X
(e ) Corpos
Dominios de Integridade
(Ma(R), +, X) (Za,+,°)
2z, +,-) Anéis Comutativos

25



subanéis




conceitos basicos

Definicdo. Uma parte A’ de um anel (respetivamente, dominio de integridade,
anel de divisdo, corpo) A diz-se um subanel (respetivamente, subdominio de
integridade, subanel de divisdo, subcorpo) de A se for um anel (respetivamente,
dominio de integridade, anel de divisdo, corpo) relativamente as restricdes das

operacgoes de adi¢do e produto do anel.
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Exemplo 23. Quando consideradas as opera¢des usuais de adi¢do e
multiplicagdo, o anel Z é subanel e subdominio de integridade de R, mas n3o é
seu subanel de divisdo, nem subcorpo.

Exemplo 24. Quando consideradas as operacdes usuais de adicdo e
multiplicagcdo, o anel nZ (n € N\{1}) é subanel mas ndo é subdominio de
integridade de Z.

Exemplo 25. Dado um anel A, {04} e A sdo subanéis de A. No entanto, dado
um anel de divisdo ou corpo A, {04} n3o é subanel de divisdo nem subcorpo de
A.
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critérios de subanel

Proposicdo. Sejam A um anel e A’ C A. Entdo, A’ é subanel de A se e s6 se:
1. A £ 0
2. x,ye A=x—yeA,
3. x,yec A =xyecA O

Proposi¢do. Sejam A um dominio de integridade e A" C A. Entdo, A’ é
subdominio de integridade de A se e s6 se:

1. 1, € A;
2. x,ye A=x—yeA,
3. x,yc A =xyecA O
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Proposicdo. Sejam A um anel de divisdo (respetivamente, corpo) e A" C A.

Ent3o, A’ é subanel de divisio (respetivamente, subcorpo) de A se e sé se:
1. A £,
2. x,ye A=x—yeA,
3. x,y € A\{04} = xy~t € A\ {04} .
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interseccao, uniao e soma de subanéis

INTERSECCAO Sejam A um anel e A; e Ay subanéis de A. Entdo, A1 N A, é
subanel de A.

UNIAO Sejam A um anel e A; e A; subanéis de A. A unido A; U Ay ndo é
necessariamente um subanel de A.

SOMA Sejam A um anel e A; e Az subanéis de A. Como (A1, +) e (A2, +) sdo
subgrupos do grupo comutativo (A, +), sabemos que o subconjunto
Al+Ar={ar+a:a1 €A, a» €A}

de A é subgrupo de (A, +) (Relembrar que se G é grupo e H, K < G entdo

HK < G se e s6 se HK = KH; em linguagem aditiva, escrevemos H + K < G

se e s6 se H+ K = K + H). No entanto, dados a1 + a», by + b, € A1 + A,
(a1 + @2)(b1 + b2) = a1b1 + ach1 + a1bo + axbo

ndo é necessariamente um elemento de A; + Az, pelo que A1 + Az ndo é
necessariamente um subanel de A.
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ideais e relacoes de congruéncia num anel




Definicdo. Seja A um anel. Uma parte | de A diz-se um ideal direito
(respetivamente, ideal esquerdo) de A se:

L (1,+) <(A+);
2. (Vae A)(Vxel) xael (respetivamente, ax € /)

Se | for simultaneamente ideal esquerdo e ideal direito, entdo, | diz-se um ideal
de A.

Exemplo 26. Consideremos o anel (Z,+, x). O conjunto 2Z é um seu ideal
pois (2Z,+) < (Z,+) e o produto de um inteiro qualquer por um inteiro par é
um inteiro par.
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Exemplo 27. Relativamente ao anel (Zas, +, ), o conjunto {(_),i} é um ideal
pois
({0.2},4) < @ +)

b
B

NI

0,
=

NI Ol
NI
Il
TS
wi
Il
ol
NI M
—~

NI

3=2¢{0,2}.

Como o anel em questdo é comutativo, concluimos que {0,2} é um ideal de Za.

Exemplo 28. Seja A um anel. Entdo, {04} é um ideal de A (ao qual se chama
ideal trivial de A).

Exemplo 29. Um anel A é um ideal de si préprio (ao qual se chama ideal

impréprio de A).
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Proposicdo. Todo o ideal de um anel A é um subanel de A. d

Proposicdo. A intersec¢do de uma familia de ideais de um anel A é um ideal de
A. O

Proposicdo. Num anel com identidade todo o ideal que contém essa identidade
é improprio.
Demonstracao. Sejam A um anel com identidade 14 e / um ideal de A tal que 14 € /. Entéo,

Va € A, a=a-1p€el.

Logo, A C I. Como, por definicdo, | C A, temos o resultado pretendido, i.e., | = A. O
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Proposicdo. Num anel de divisdo existem apenas dois ideais: o trivial e o
impréprio.

Demonstracdo. Vimos ja que {04} e A sdo ideais de qualquer anel A. Vejamos que, se A é um
anel de divisdo, estes ideais sdo de facto os tnicos ideais de A. Seja | # {04} um ideal de A.

Entdo, existe x € A\ {04} tal que x € I. Mas, como (A\ {04}, ) é um grupo, temos que
x71 € A\ {04} C A. Assim, como | é um ideal de A, temos que

1p = o hel

Logo, I é um ideal que contém a identidade do anel, pelo que, pela proposi¢do anterior, é o ideal

impréprio. o

Exemplo 30. Os tnicos ideias do corpo R sdo {0} e o préprio R.

O facto de 27Z ser ideal de Z permite-nos concluir que Z n3o é corpo.
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Podemos ter ideais de um anel A que sejam gerados por um elemento de a.

Definicdo. Sejam A um anel e a € A. Chama-se ideal principal direito
(respetivamente, ideal principal esquerdo, ideal principal) gerado por a, e
representa-se por (a), (respetivamente (a),, (a)) ao menor ideal direito
(respetivamente, ideal esquerdo, ideal) que contém a.

Exemplo 31. Consideremos o anel Zs com as opera¢des usuais de adigdo e
multiplicacdo de classes. Como a multiplicacdo é comutativa, todos os ideais
esquerdos s3o direitos e viceversa, pelo que podemos falar simplesmente em
ideais. Os ideais de Zs sdo {0}, {0,2} e Z4. Assim, temos que

©={0}y, @) =102, @)=03) =2
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Proposicdo. Sejam A um anel e a € A. Entdo,

1. (a), é a intersecgdo de todos os ideais direitos de A que contém a.
2. (a), é ainterseccdo de todos os ideais esquerdos de A que contém a.
3.

(a) é a intersecgdo de todos os ideais de A que contém a.

Exemplo 32. No corpo R, (0) = {0} e (x) = R, para todo x # 0.

Exemplo 33. No dominio de integridade Z, (—n) = (n) = nZ, para todo
n € No.
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Proposicdo. Sejam A um anel com identidade e a € A. Entdo, (a), = aA e
(a), = Aa.
Demonstracdo. Seja A um anel com identidade 14 e a € A. Pretendemos provar que
aA = {ax | x € A}

é o menor ideal direito que contém a.
De facto, (aA, +) é um subgrupo de (A, +), pois

(i) aA#0,jaque a=a- 1y € aA;

(ii) ax,ay € aA= ax —ay = a(x —y) € A

Mais ainda,
x € A ay € aA = (ay)x = a(xy) € aA,

pelo que aA é um ideal de A.
Por outro lado, ao provar que aA # (), provamos que aA contém a.

Finalmente, seja J um ideal direito de A tal que a € J. Entdo,
x€aA = x=ay comy€EA
= x=a comac€lJeycA
= x=aye€J.

De modo analogo, prova-se que (a), = Aa.

Coroldrio. Sejam A um anel comutativo com identidade e a € A. Ent3o,
(a) = Aa = aA.



congruéncias

Definicdo. Seja A um anel. Uma relacdo de equivaléncia p definida em A diz-se
uma relacdo de congruéncia se, para todos x,x’,y,y’ € A,

xpxX' e ypy' = (x+y)p (X +y) e (v)p (xy).

Exemplo 34. Considere-se em Z a relagdo

apbs a—be2Z.
Entdo, a relagdo p é de equivaléncia e é tal que
apb e a'pb & a—ba —b c2z
= a+a —(b+b)e2z e
aa’ — bb' = aa’ — ba' +ba' —bb' =(a—b)a' +b(a —b) €22
& (at+a)p(b+b) e ada'pbb,

pelo que p é uma relagido de congruéncia em Z.
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Proposicdo. Sejam A um anel e | um ideal de A. Ent3o, a relagcdo definida em
A por
apb&sa—-bel

é uma relagao de congruéncia.

Demonstracao. Comecemos por provar que p é uma relagio de equivaléncia em A: Como (/,+) é
subgrupo comutativo de (A, +), temos que:

(i) para todo a € A, a— a =04 € | ¢, portanto, apa. Assim, p é reflexiva;

(ii) se a, b € A s&o tais que ap b, temos que a — b € /| e, portanto, b —a = —(a— b) € I.
Logo, bp a, o que nos permite concluir que p é simétrica;

(i) se a, b,c € A sdo taisque apbe bpc, temosquea— b € [l eb—c € | e portanto,

a—c=(a—b)+(b—c)el
Assim, a p ¢, o que nos permite concluir que p é transitiva.
Assim, p é uma relagdo de equivaléncia. Para concluir que p é uma relagdo de congruéncia basta
verificar que
apb, a'pb' = (a+a)p(b+b')eaa pbb.
De facto, como / é ideal de A,
apb, apb =a—ba —b cl
(a+a)—(b+b’)el
aa’ — bb’ = aa’ — ba’ + ba’ — bb' = (a— b)a’ +b(a’ —b') €l
< (a+a)p(b+b'), aa’ pbb'.
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Proposicdo. Seja p uma relagdo de congruéncia definida num anel A. Ent3o:

1. aclasse [04], € um ideal de A;
2. apb<a—be[04],;
3. (Va€e A) [a], =a+[04],(={a+x€A[xp0a}).

Demonstracgo. (i) Sendo uma classe de equivaléncia, temos que # ). Sejam a, b € [OA]p. Ent3o,
ap0a e bp0a e portanto, a — b0y, pelo que a — b € [04] . Entdo, ([04],,+) < (A, +).
Sejam a € [OA]p ex € A. Entdo ap04 e xpx e, portanto, ax pOax e xapx04, i.e., axp0y €
xap04s. Assim, ax, xa € [OA]p. Estamos em condi¢cdes de concluir que [OA]p é um ideal de A.
(ii) Sejam a, b € A. Entéo,
apbsa—bpb—bs a—bplp=a—be [OA]p.

(iii) Seja a € A. Entéo,
belal, < bpa<rb—ac[0a], < b=a+[04].
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anéis quociente




Se p é uma relagdo de congruéncia num anel A (e, portanto, de equivaléncia),
podemos entdo falar no conjunto quociente

Alp={lal, lae A}.

Neste conjunto, definem-se duas operagdes bindrias:

1. uma adi¢do de classes: para a, b € A,
[a], + [b], = [a+ b]

f’;

2. uma multiplicagdo de classes: para a, b € A,

[a], - [B], = [a- b],-
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Sendo p uma relagdo de congruéncia, prova-se que as operagdes estdo bem
definidas, i.e., ndo dependem da escolha do representante da classe:

Se [a], =[], e [b], =[], temos que
apa ebpb,

pelo que
(a+b)p(a’+b) e (ab)p(a'd)

e, portanto,
[a+b], = [a" + b'}p e [ab], = [a'b'}p.
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Teorema. Sejam A um anel e p uma relagdo de congruéncia definida em A.
Ent3o, considerando a adi¢do e a multiplicagdo acima definidas, (A/p,+,-) é
um anel. O

Observacdo. Sabemos que existe uma relacdo biunivoca entre o conjunto das
relagdes de congruéncia em A e o conjunto dos ideais de A. Assim, se | é ideal
de A, podemos também falar num anel quociente:

Definicdo. Sejam A um anel e | é ideal de A. Chama-se anel quociente mddulo
I ao anel (A/l,+,"), onde

e A/l ={x+1:x€A}e
yeEx+ley—xel
e para todos x,y € A,

x+D+W+H=x+y)+!

(x+ Dy +1) =y +1.
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Proposicdo. Sejam A um anel e | um ideal de A.

1. Se A é uma anel comutativo, entdo A/l é um anel comutativo;

2. Se A é um anel com identidade 14, entdo A/l é um anel com identidade
1a+ 1. U

Exemplo 32. Considerando o anel dos inteiros relativos, sabemos que, para
cada n € N, nZ é um ideal de Z. Podemos entdo considerar o anel quociente
7,/nZ. Mais ainda, para cada x € Z,

[X]niz = x+ nZ = r + nZ = [r]n,

onde r é o resto da divisdo inteira de x por n e, por isso, é tal que
0<r<n—-1

Logo,
Z/nZ = Zp.
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ideais primos e ideais maximais

Definigdo. Seja A um anel comutativo com identidade. Um ideal / de A diz-se
maximal se ndo existir um ideal K de A tal que

ISKGA

Exemplo 33. O ideal 2Z do anel Z é maximal. O ideal 4Z n3o é maximal pois

42 G 27 G Z.

Definigdo. Seja A um anel comutativo com identidade. Um ideal / de A diz-se
primo se A\l # () e A\I é fechado para o produto.

Exemplo 34. O ideal 2Z do anel Z é primo. De facto, Z\2Z =27 + 1 é
fechado para o produto, ja que, para todos n,m € Z,

2n+1)2m+1)=2(n+ m+2nm) + 1.
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Teorema. Sejam A um anel comutativo com identidade e / um ideal de A.
Ent3o, sdo equivalentes as seguintes afirmagdes:

1. | é maximal;
2. A/l é corpo.

Demonstracdo. [(/) = (ii)]. Como A é um anel comutativo com identidade, temos que A// é um
anel comutativo com identidade. Para provar que A/l é corpo, falta apenas provar que todo o
elemento n3o nulo x + I € A/l admite um inverso.

Seja a+ 1 € A/l tal que a+ I # I. Entéo,
K={i+xacAlie€lexeA}
é um ideal de A. De facto,
(a) 04 =04 + 044, pelo que 04 € K e, portanto, K # (;
(b) para i+ xa,j+ya € K, temos que i + xa— (j+ya)= (i —j)+(x—y)a € K;

(c) Para i+ xa € Key € A, temos que y (i + xa) = yi + (yx) a. Como yi € | (porque | é
ideal) e yx € A, concluimos que y (i + xa) € K.

Como o anel é comutativo, concluimos que K é um ideal de A.
Mais ainda, o ideal assim definido K é tal que / g K. De facto,

i€l =i=i+04a€eK

ea¢ | étalquea=0a+14a € K.
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Logo, porque | é um ideal maximal por hipdtese, temos que K = A. Entdo, 14 € K, pelo que
existem i1 € | e x; € Ataisque 14 = i1 + x1a, ou seja, 14 — x3a =i € I. Logo,
(lA = xla) + 1 = 1. Mas,

(1A7X13)+I:I<:>X12+I:1A+I<:>(X1+I)(a+l):lA+l,
pelo que (a+ /)"t =x + 1.

[(i7) = (i)] . Seja | um ideal de A tal que A/ é um corpo.

Suponhamos que existe um ideal K de A, tal que | G K C A. De I G K, concluimos que
(3x € K) x &1

Logo, x + | # I. Mas,

X +1e(A/D\{Y) (x+) (X' +1)=1a+1

x+1#£1 =
= (X €A\) x'+I1=1a+1
= (X €eAl) x' —1a=i€l
= (EIX/EA) 1p=xx"—i, comi,x €K,
= 1la€eK.
Assim, K = A e, portanto, | é maximal. O

Exemplo 35. Se considerarmos o anel Z, um ideal é maximal se e s6 se é do

tipo pZ, com p primo, pois Z, sé é corpo se p for primo.
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Teorema. Sejam A um anel comutativo com identidade e / um ideal de A.
Ent3o, sdo equivalentes as seguintes afirmagdes:

1. | é ideal primo;
2. A/l é um dominio de integridade.
Demonstracdo. [(/) = (ii)]. Como A é um anel comutativo com identidade, A// também. Mais

ainda, como [/ é primo, A\l # (), pelo que A/l # {I}. Para provar que A/l é um dominio de
integridade, falta entdo provar que

x+N(y+)=1=x+I1=louy+I1=1.

De facto,
x+Dy+D=1 = xy+1=1

<~ xyel
Eo x€louye€el (1 primo)
<— x+Il=louy+I=1.
[(i7) = (i)]. Seja A um anel e | um ideal de A tal que A// é um dominio de integridade. Ento,
A/l # {I} e, portanto, A # | pelo que A\I/ # (.
Sejam a, b € A\Il. Pretendemos provar que ab € A\/.
Suponhamos que ab € [. Entdo, ab+ | = I. Logo,

(@a+)(b+1l)=1=a+Il=loub+1=1,

o que contradiz a hipdtese de a, b € A\I.
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Como consequéncia dos dois tltimos teoremas, temos que
Coroldrio. Qualquer anel maximal de um anel comutativo com identidade é
ideal primo.

Demonstracdo. A demonstragdo é trivial, tendo em conta que todo o corpo é um dominio de
integridade. Assim,

I ideal maximal <= A/l corpo => A/I dominio de integridade <= [ ideal primo.
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morfismos




definicao e propriedades

Definicio. Sejam A e A’ dois anéis. Uma aplicacio ¢ : A — A’ diz-se um
morfismo (ou homomorfismo) de anéis se satisfaz as seguintes condi¢des:
1. (Va,b e A) p(a+b)=y(a)+¢(b);
2. (Va,be A)  p(a-b)=p(a) ¢(b).

Um morfismo diz-se um monomorfismo (respetivamente, epimorfismo,
isomorfismo) se for injetivo (respetivamente, sobrejetivo, bijetivo)

Um morfismo diz-se um endomorfismo se A= A’. Um endomorfismo bijetivo

diz-se um automorfismo.
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Exemplo 36. Sejam A e A anéis. Entdo, a aplicacdo ¢ : A — A’ definida por
o (x) = 04, para todo x € A, é um morfismo, ao qual chamamos morfismo
nulo.

Exemplo 37. Seja A um anel. Entdo, a aplicacdo identidade em A é um
automorfismo, ao qual chamamos morfismo identidade.

Exemplo 38. A aplicagdo ¢ : Z — Zio definida por ¢(n) = [6n]10, para todo
n € Z, é um homomorfismo de anéis. De facto, para n,m € Z temos:

1. p(n+m) = [6(n+ m)]wo = [6n+ 6m]i0 = [6n]10 + [6m]10 = ©(n) + @(m);

2. ¢(nm) = [6(nm)]10 = [36(nm)]10 = [(6n)(6m)]10 = [6n]10[6m]10 =
©(n)e(m), uma vez que 36 = 6(mod 10).
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Proposicdo. Sejam A e A’ dois anéis e p : A — A" um morfismo. Ent3o,
©(0a) = 0.
Demonstragdo. De

047 + ¢ (0a) = ¢ (0a) = © (04 + 0a) = ¢ (0a) + ¢ (04)

concluimos, pela lei do corte, que
@ (04) =04 O

Exemplo. 39. A aplicagdo ¢ : Z x Z — Z definida por ¢((n,m)) =3n+ m+3
ndo é um morfismo de anéis pois
©(0zxz) = ¢((0,0)) =3x0+0+3=3#£0=0z.

Proposicdo. Sejam A e A’ dois anéis e ¢ : A — A’ um morfismo. Ent3o,
(VacA) w(-a)=-¢(a)
Demonstragdo. Seja a € A. Como

p(=a)+e(a)=¢(-a+a)=¢(0a) =04,

temos que
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Proposicdo. Sejam A e A’ dois anéis e p : A — A" um morfismo. Ent3o,
(Vae A)(Vk € Z) ¢(ka) = ky(a).

Demonstracao. Temos de considerar 3 casos:

e k =0. Seja a € A. Entdo,
©(0a) = ¢ (0a) =04 =00 (a);

e k €Z". Sejaa € A Entio, como ¢ (1la) = ¢ (a) = 1 (a) e, sempre que ¢ (na) = nyp (a),
temos que

o ((n+1)a) = ¢ (na+2) = ¢ (na) + ¢ (3) = np (3) + ¢ (a) = (n+ 1) 0 (a),
concluimos, por indugdo, que ¢ (ka) = k¢ (a), para todo k € N.
e k €7 .Seja a€ A Entdo,
¢ (ka) = ¢ (—(—=K)a) = —p ((—K)a) = —(=k)¢ (a) = ke (a). O
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Proposi¢do. Sejam ¢ : A — A’ um morfismo de anéis e B um subanel de A.
Ent3o, ¢ (B) é um subanel de A’. O
Demonstragdo. Seja B um subanel de A. Entéo,
(i) ¢ (B) # 0, pois 04s = » (04) e 04 € B;
(ii) dados x,y € ¢ (B), existem a, b € B tais que x = ¢ (a) e y = ¢ (b) , pelo que
x—y=¢p(@a)—p(b)=¢p(a—b) coma—beB

xy = ¢ (a)e(b) = ¢ (ab) com ab € B.
Assim, x — y, xy € ¢ (B), pelo que ¢ (B) é um subanel de A’.

Proposicio. Sejam ¢ : A — A’ um epimorfismo de anéis e / um ideal de A.
Ent3o, ¢ (/) é um ideal de A’ O

Demonstracdo. Pela proposico anterior, temos que (¢ (/),+) < (A’,+) . Por outro lado, sejam
a’ € A ex’ € p(l). Entdo, existem a € Ae i € | tais que ¢ (a) = a’ e ¢ (i) = x’, pelo que

’

a'x' =@ (a) e (i) =¢(ai) € p(I)

X'a" = p(i)e(a) = (a) e p(I).

Logo, a’x’,x"a’ € ¢ (1), pelo que ¢ (/) é um ideal de A’. O
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Proposicdo. Sejam ¢ : A — A’ um morfismo de anéis e B’ um subanel de A’.
Ent3o,
ot (B)={xeAlpo(x)eB'}

é um subanel de A.
Demonstracdo. Seja B’ um subanel de A’. Entio,

(i) o= (B") # 0 pois ¢ (0a) = 0,/ € B’, pelo que 04 € ¢~ *(B');

(i) dados x,y € ¢~ (B’) , temos que ¢(x), ¢(y) € B’ e, portanto,
e(x—y)=¢(x) —¢(y) € B', pelo que x —y € ¢~ (B');

(iii) dados x,y € ¢~ ' (B’) , temos que ¢(x), ¢(y) € B’ e, portanto,
@ (x¥) =9 (x)p(y) € B/, peloque xy € ¢! (B) .
Assim, ¢~ (B’) é um subanel de A. O

Proposi¢do. Sejam ¢ : A — A’ um morfismo de anéis e I’ um ideal de A’.
Ent3o,

9071 (//) = {X eEAlp(x)e l/}
é um ideal de A.

Demonstracdo. Seja I’ um ideal de A’. Ent3o, pela proposicdo anterior, ¢ ' (I’) é um subanel

~1(I'). Entdo, ¢(x) € I’ e, portanto,

de A. Por outro lado, sejaa € Aex € ¢
¢ (ax) = ¢ (a) @ (x) € I', pelo que ax € ¢~ (I') e, portanto, ¢! (I’) é um ideal de A. O
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nicleo e imagem de um morfismo

Definicdo. Seja ¢ : A — A’ um morfismo de anéis.

1. Chama-se Niicleo de ¢ (ou kernel de ), e representa-se por Nucyp (ou
Kergp), ao subconjunto de A definido por

Nucp ={x € A: p(x) =0a};

2. Chama-se imagem de ¢, e representa-se por Imyp ou ¢ (A), ao
subconjunto de A’ definido por

Imp = {p(x) : x € A}.

Proposicdo. Seja ¢ : A — A" um morfismo de anéis. Entdo,

1. Nucy é um ideal de A;

2. Imy é um subanel de A’.

1. Trivial, tendo em conta que Nucy = ¢ {04} e {04} é um ideal de A’.
2. Trivial, tendo em conta que Imgp = ¢(A) e que A é um subanel de A. O
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Exemplo 40. Considere-se o morfismo de anéis ¢ : Z — Zio definido por
¢(n) = [6n]10, para todo n € Z.

Por um lado, tendo em conta que Nucyp = {n € Z : ¢(n) = [0]10} e que
¢(n) = [0l < [6n]10 = [0l10

< 6n = 0(mod 10)

S n= O(mOd ﬁo(ﬁ,lo))

< n = 0(mod 5),
concluimos que Nuc ¢ = bZ.

Por outro lado,

Imp ={p(n):neZ}
= {[6n]10 : n € Z} = {[0]10, [2]10, [4]10, [6]10, [8]10} -
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teorema fundamental do homomorfismo

Proposicdo. Sejam A um anel e | um seu ideal. Ent3o, a aplicacdo

m: A— A/l definida por 7 (x) = x + | (x € A), é um epimorfismo (ao qual se
chama epimorfismo candnico).

Demonstracdo. Sejam A um anel e | um ideal de A. Entdo, em A//, temos que

x+D+W+H=Kx+y)+1

(+ 1)y +1) = sy +1.
Logo, a aplicagdo 7 é tal que
T(x)+7(y) =7 (x+Y)
()7 (y) =7 (xy),
pelo que 7 é um morfismo. Além disso, o facto de qualquer elemento de A/[ se definir a custa de

um representante de A, permite-nos concluir que 7 é uma aplicagdo sobrejetiva. O
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Teorema Fundamental do Homomorfismo. Seja ¢ : A — A’ um morfismo de

anéis. Ent3o,

A/Nucyp = ¢ (A).

Demonstragdo. Seja ¢ : A — A’ um morfismo de anéis. Entdo, Nucy é um ideal de A e,
portanto, w : A — A/Nucep é um epimorfismo. Seja 0 a relagdo que a cada classe x + Nuce de
A/Nuce faz corresponder o elemento ¢ (x) de A’. Entio,

(i) @ é uma aplicagdo injectiva, pois

(Vx 4+ Nucy € A/Nucy) xEAep(x) €A,

X + Nucy = y + Nucp

(ii) @ é um morfismo, pois

7 ((x + Nuce) + (v + Nucy))

x —y € Nucy
p(x—y)=0u
e (x)—e(y) =0y
() =wv)-

1117

7 ((x +y) + (Nuce))
e(x+y)

= ex)+ely)

= 7 (x+ Nucy) + 7 (y + Nucy)

59



7 ((x + Nucp) - (y + Nucp)) = m((x-y)+ (Nucyp))
= ¢(x-y)
= ¢(x)-¢(y)
= 7 (x+ Nucy) 7 (y + Nucy).

(iii) 0 (A/Nucy) = Imgp, porque

y € 0(A/Nucy) <= (Ixe€A) y=0(x+ Nucy)
— (Ix€eA y=p[)
<~ y € Imep.

Logo, concluimos que
A/Nucy = Imep.
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