Nota

- para
Maximo Divisor Comum p/-p
36 =2x2x3x3 qq - qualquer
920 = 2x3x3x5 tq - tal que
MDC(36,90) = 2x3x3 = 18 e -isto &

Minimo Miltiplo Comum sse - seesose ()

maltiplos de 6: @, 6, 12, 18, 24, 30, ... entdo (=)

multiplos de 4: o0, 4, 8, 12, 16, 20, 24,
MMC(6,4) = 12 (pois é o menor multiplo comum diferente de zero)

a=b(modn) - a—b = kn

Seja f uma funcdo de dominio X e contradominio Y, f:X-Y.

A fungdo f diz-se injetiva se p/ cada elemento x € X, existe um Unico yeY tq f(x)=y.
A funcdo f diz-se sobrejetiva se p/ cada elemento y €Y, existe pelo menos um x€X tq f(x)=y.
A funcdo f diz-se bijetiva se for injetiva e sobrejetiva.

Associatividade: (aeb)ec = ae(bec)
Uma operagao e é associativa quando p/ qq 3 elementos do conjunto/grupo se verifica regra acima

Comutatividade/Abeliano: aeb = bea
Uma operagao e é comutativa quando p/ qq 2 elementos do conjunto/grupo se verifica a regra acima

Seja (S,x) um grupdide.

Um elemento 0 €S diz-se um elemento zero/nulo se O0*a=0=ax*0, Va€es.

Um elemento id € S diz-se um elemento neutro/identidade se id*a=a=axid, Va€ES.

Um elemento a €S diz-se um elemento idempotente se a*a=a. Umn elemento neutro/nulo é um elemento idempotente.
Num grupdéide existe no maximo um elemento neutro - representado por 1g.

Um grupdéide diz-se semigrupo se a sua operac¢ao * for associativa.

Seja S um semigrupo, mneN e a€S, entdo:
1. a™a" = g™t [ma+na=(m+n)al;
2. (@™ =ag™ [ n(ma) = (nm)a ].

Um semigrupo que admita elemento neutro, diz-se um monéide ou semigrupo com identidade.

Seja (S,*) um mondide.
Um elemento a’' €S diz-se um elemento oposto de a se a'*xa=1g=a=x*a’.
Um elemento a €S, tem no madxmio, um elemento oposto.

Oposto:
inverso de a=a" [Linguagem Multiplicatival]
simétrico de a=—-a [Linguagem Aditiva]

1
A ndo ser que seja referido, trabalhamos com linguagem multiplicativa.

Principio da Boa Ordena¢do: todo subconjunto ndo-vazio de N possui um elemento minimo (menor elemento).

Z, ={0,..,n—1} Seje o uma operacdo comutativa, (xey)? =x2ey?.



Um Grupo é um mondide no qual todos elementos admitem um Unico elemento opostos.

G é grupo sse:
1) a operagdo binaria é associativa
2) Vadid €G: acid=a=idea
(se qualquer elemento de G admita um elemento identidade que pertenca a G)
3) Val(a ) EG: ae(a)=id=(@Yea
(se para qualquer elemento de G haja um elemento oposto pertencente a G)

Seje G um grupo:

> id! = id Existem semigrupos que n&o sdo grupos, nos quais se

> (x™)e(x™) = x™N; (x™) = x™ verifica as leis do corte — por ex.: Z\{0}, este mondide

> (a—l)—l =a; (ae b)—l = (b—l Yo ( a_l) ; (ag..a )—1 = (a —1) ( al_l) comutativo as leis do corte mas néo é um grupo (pois os
) » e Un n P

~ 9 s . Gnicos elementos que admitem inverso sdo 1 e -1).
> sao validas as leis de corte: para x,y,a€G, aex=aey = x=y

Também a igualdade (xy)" =x"y"(Vx,y€ G e n€N) s6 se verifica sse G é abeliano.

Seja G um grupo, e S o seu subconjunto ndo vazio (=subgrupo, escrevemos S<G)
SCG é S<G sse:

- S # @ vazio (pois pelo menos a id(G)eES)*
- X,YyES = Xxye€S

1 *se G é grupo e S<G entdo o elemento neutro de S (1) é o mesmo que o de
- XES = x°€S

G (1;). Pois por um lado temos que, 1g#*1g=1;; por outro lado, como 14€G,
temos que 1gx1; =1g. Logo pela lei do corte, 13*x1ls=15x1; & 15 =1,

Sejam G um grupo e S<G. Entao:
-para cada s€S, o inverso de s em S é o mesmo que o inverso de s em G
-para 54,5, <G entdo $; NS, <G

ordem do Grupo é o n2 de elementos do grupo G, e representa-se por |G|

ordem de um Elemento é o menor n.2 natural p tq um elemento a pertencente a um grupo G dé aP =1; -
representa-se por o([a],) - dito de outra forma, o(a) =k se: a) ak=15; b) peN, a’?=1;=2k<p

Seja G grupo e a€G um elemento de ordem finita f.
f

mdc(f,n) *

Entdo para qq neN: o(a™)=

Se ndo existe nenhum neN tq a" = 1; entdo diz-se que a tem ordem infinita e escrevemos o(a)=c.
Num grupo finito, a ordem de cada elemento divide a ordem do grupo.

Num grupo finito nenhum elemento tem ordem infinita.

Num grupo o elemento identidade é o uUnico com ordem 1.

Sejam G um grupo e a,beG. Entdo, p/ qq inteiro positivo k: (ab)k= 1; & (ba)k= 1;.

Sejam G um grupo e a€G, entdo: o(a 1)= o(a).

Se (x,y) € Z,-Z, entdo o((x,y)) = mmc(o(x),0(y)).

Seja S um semigrupo finito que satisfaz as leis do corte, entdo S é um grupo.

Teorema de Lagrange: Seje G grupo finito e H<G = |H| divide por |G|

Teorema de Cauchy: Seje G um grupo de ordem neN e p um primo divisor de n. Entdo, existe um elemento a€G tq o(a)=p.

Sejam G um grupo e @ # X < G.

Chama-se subgrupo de G gerado por X, e representa-se por <X>, ao menor subgrupo que contém X.
Se X = {a} , entdo escrevemos <a> para representar <X> e falamos no subgrupo de G gerado por a.
Sejam G e a€G um elemento com ordem infinita, entdo <a> tem n2 infinito de elementos.

Se G =<a> tem ordem o, entdo p/ 1<n<o-1, a"™ é gerador de G sse mdc(n,0) =1.

Se por exemplo G=<a> tem ordem vinte, entdo, a™ é gerador de G sse
mdc(n,20)=1, ou seja, sse ne€{1,37911,13,17,19}. Logo G tem 8 geradores.



Seja G um grupo abeliano, entdo H<G é subgrupo normal/invariante de G (escreve-se H < G)
Ou seja VX€ G, xH =Hx

Seja G um grupo abeliano, entao qq subgrupo H de G é normal em G.
Seja G grupo e H<G e H’ ©G. Entdo, HH’ <G. Também se H’ ©H, entdo H’ <H.
Seja G grupo e H< G, entdo, ao grupo G/H chama-se grupo quociente (que é abeliano)

Demonstracdo: Sejam x,y € G, entdo, xHyH = xyHH = xyH

22 Teorema do Isomorfismo - Sejam G grupo e H,T < G tq T<G. Entdo (HT)/r= H/wnr)-

Grupo Ciclico: Ja€eG: G=<a> , i.e, se existe a€G tq - (VX€EG)(An€Z) x=a"
Qualquer subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Grupo Quociente de um grupo ciclico é ciclico.
Grupo Quociente de um grupo que nao é ciclico pode ser ciclico.

Todo grupo ciclico é abeliano (o reciproco ndo é verdadeiro).

Dois grupos ciclicos sdo isomorfos sse tiverem a mesma ordem.
G ciclico ordem p (sendo p um n¢ primo), entdo, G= Z, (G é isomorfo a Zj).

Uma aplicacdo ¥:Gn — Gm diz-se um morfismo, ou homomorfismo, se: Vx,ye€Gn, P(xy) = YX)P(y)
Un morfismo diz-se um epimorfismo se for uma aplicacdo sobrejetiva, isto é se: vyax, Y(x) =y
Um morfismo diz-se um monomorfismo se for uma aplicac¢do injetiva, isto é sse: Va,beX = Y(a) # Y(b)

Um morfismo diz-se isomorfismo se for uma aplica¢do bijetiva (ou seja, sobrejetiva e injetiva)

Um morfismo de um grupo nele mesmo diz-se endomorfismo (automorfismo se for bijetivo)
Conjunto automorfismo é um grupo p/ a composi¢ao usual de func¢des.

Seja Y:Gn = Gm um morfismo de grupos
Chama-se nicleo (ou kernel) de Y, e representa-se por Nuc ¢ (ou ker ), ao subconjunto de Gn:
Nucy = {x€ G, | P(X) = 1gm}

Sejam G um grupo e H<G, entdo:
pi: G — G/H
X +— XxH

é um epimorfismo (ao qual se chama epimorfismo candénico) tq Nuc pi = H.

Sejam Gn e Gm dois grupos; se W¥: Gn — Gm ¢é um momorfismo, entdo: W(1lgn)=1lgm-

Sejam Gn e Gm dois grupos e ¥: Gn — Gm um momorfismo, entdo: [¥(x)]™! = ¥(x71).

Sejam Gn e Gm dois grupos, HESGn e (:Gn—Gm um morfismo, entdo: H<Gn = Y(H) <Gm.
Seja Y:Gn->Gm um morfismo de grupos. Se ¢ é um monomorfismo entdo Gn=y(Gn).

Sejam Gn e Gm dois grupos, H € Gn e :Gn—Gm um epimorfismo. Entdo, H<Gn = Y(H) <Gm.
Seja Y:Gn—Gm um morfismo de grupos. Entdo, € um monomorfismo se e sé se Nucy = {1g,]}.

Seja Y:Gn—Gm um morfismo de grupos definido por Y(x) = 1G,, (Vx € G,). Entdo ¢ é morfismo de grupos nulo.

Teorema Fundamental do Homomorfismo:
Seja 6:G—G’ um morfismo de grupos. Entdo, Im 6 =G/Nuc6.

Teorema de representacao de Cayley:
Todo o grupo é isomorfo a um grupo de permutagdes.



Seja A um conjunto ndo vazio e duas operag¢des bindrias, que representamos por + e
triplo (A,+,-) diz-se um anel se:
1) (A, +) é um grupo comutativo (também chamado médulo)
2) (A, -) é um semigrupo
3) A operagdo - é distributiva em relacdo a operac¢do +
( i.e., para todos a,b,c€eA, a:(b+c) = a:b + a:c e (b+c)-a = b:-a + c:a )

-, nele definidas. O

0 anel A diz-se comutativo se a multiplicacdo for comutativa.

Seja (A,+,+) um anel:

> Ao elemento neutro do grupo chamamos zero do anel e representamos por 0j

Quando existe, ao elemento neutro do semigrupo chamamos identidade do anel e representamos por 1,

No caso de o anel ter identidade, podem existir elementos que admitem elemento oposto p/ multiplicacdo
para todo x€A, 0,x=x0, =0,

se a+a=a e a-a=a, €& um anel comutativo com identidade, chamamos A um anel nulo

sejam x,y €A, entdo, (—x)y=x(-y)=-xy e (—x)(-y)=xy

Vv V.V Vv v

Sejam a,beA e m,n€Z, entdo:
- (m+n)a = ma+na

- n(ma) = (nm)a

- n(a+b) = na+nb

- n(ab) = (na)b = a(nb)

Propriedade Distributiva Generalizada

Sejam A um anel, neN e a, by, b,, ..., b,EA. Entdo:
1) a(by+by+...+b,) = ab; +ab, +...+ab,
2) (by+by+...+by)a = bja+bya+...+bya

Seja A um anel com identidade 1,, um elemento a€A diz-se uma unidade se admite inverso em A.
Representa-se por U, o conjunto das unidades de um anel com identidade.

Técnicamente sao

Seje A um anel, um elemento a€A diz-se simplificdvel se, para todos x,yEA: xa=ya ou ax=ay = X=y as leis do corte

Num anel A, toda a unidade é simplificavel, mas nem todo o elemento simplificdvel é uma unidade.

Seje A um anel, a€A diz-se um divisor de zero se existe beA\{0,} tq: ab=0, ou ba=0,

Por estas duas propriedades
podemos concluir que uma
Para um anel (A,+,-), n€N, os elementos [x], com mdc(x,n)=1 sdo as unidades do anel. unidade ndo pode ser um
divisor de zero.

No anel (Z,,+,:), os divisores de zero sdo os elementos [x],, onde mdc(x,n)=#1.

Seja A um anel:
1) se na=0,, VaeA=n=0, A diz-se anel de carateristica @ e escreve-se c(A)=0;
2) se (Ax € Z\{0}(Vae A)xa=0,, A diz-se anel de carateristica k onde * e escreve-se c(A)=R.

XL = mi . =
Sejam A#{0,} um anel com identidade 1, e n € N. Entdo, c(A)=n & o(1l,y)=n. k= min {n € N:na =0, va € A}

Seja A um anel e g um elemento de A: c(A)=k ; o(a)=x ; entdo VbEA - kb=0,=> x|k.
Se A tem carateristica finita, entdo a c(A) é o mmc entre as ordens de todos os seus elementos.

Seje Z, um anel, c¢(Z,)=n e c(Z,XZ,)=n. Por fim, anéis de caraterisitcas iguais sao isomorfos.

Dominio de Integridade - um anel comutativo com identidade tq 0, é o Unico divisor de zero.
Se A é um dominio de integridade, entdo, A#{0,}.

Seja A um anel comutativo com identidade. Entdo, as seguintes afirma¢des sao equivalentes:

- A é dominio de integridade;

- A\{0p}# @ e todo o elemento de A\{0,} é simplificdvel;

- A\{0p}+* @ e A\{0,} é subsemigrupo de A relativamente ao produto;

- A\{0p}+ @ e, se as equa¢bes ax=b e xa=b (a# 0,) tiverem solu¢do, entdo, a solug¢do é uUnica.



Up representa o conjunto das unidades de D - i.e., o conjunto dos elementos para os quais existe u™!'€D.
Como 1, € D, temos Up # @. Pela defini¢do de D.I., Op é o Unico divisor de zero.

Seje D um D.I., dados x,y € D diz-se que x divide y (ou que x é fator de y, ou y é divisivel por x) se, ItE€D: t=y|x.

Um elemento p diz-se irredutivel em D se: Unm elemento p diz-se primo em D se:
1) p#0p e p€lUp; 1) p#0p e p&Up;
2) p=ab=a€Up ou beUp. 2) plab = pla ou pla.

Todo o elemento primo de D é um elemento irredutivel.
De alguma forma, num corpo todos
elementos primos sdo irredutiveis

Um anel A diz-se um anel de divisdo se (A\{0p},:) é um grupo. (e vice-versa), e também ndo ha
o e~ . . elementos irredutiveis.
Um anel de divisdo comutativo diz-se um corpo.

Resulta da definicdo que qq corpo é um dominio de integridade (o reciproco ndo é verdadeiro).

Un D.I. diz-se um dominio euclidiano se for possivel definir uma aplicacdo 6:D — N, tq:
1) Va,b € D\{0p} bla=60b)<6(a);
2) se abeD e b=#0p, entdo, existem q,r€D tq a=bqg+r e §()<5().

A aplica¢do & chama-se
valorag¢ao em D.
Seje D um dominio euclidiano. Entdo, Vb € D\{0p} 6(0p) <d(b).

Anéis
Anéis com Identidade
Dominios de Integridade
() Dominio de Fatorizacsio Unica
Dominios de ideais Principais
(R, +, X) Dominios Euclidianos
(2,+, %) 7 ZJi]
7 [1+g—m]
Pl
(M2(R), +, X) (Za, +,-) <z2>
Z[/=5
(2Z,+,-) Anéis Comutativos
({[a ]:a.bé?;}.-{mx)

Sejam A um dominio de integridade e A’CA.
Entdo, A’ é subdominio de integridade de A sse:
1) 1,€A’

2) X,yEA’'= x-y€eA’

3) X,yEA’'= xy€eA’

Sejam A um anel e A’CA. Entd3o, A’ é subanel de A sse:
1) A+ 0

2) X,yEA’= x-y€eA’

3) X,yEA’= xy€eA’

Sejam A um anel de divisdo (respetivamente, corpo) e A’CA.
Ent3o, A’ é subanel de divisdo (respetivamente, subcorpo) de A sse:
1) A’#0

2) X,yeEA’'= x-y€eA’

3) X,yEA'\{0a}= xy T€A’\{04}

Seja A um anel, I é ideal de A se:
1) (I, +) < (A, +)
2) Vx€EA VieI, xi,ixel (IS A, I# Q) se apenas xi€I, entdo dizia-se ideal esquerdo; caso apenas ix€I dizia-se ideal direito.

Todo ideal de um anel A é um subanel de A.

Ideial préprio: I=A se 1, €I
- IS A mas I+#A

Seja A um anel comutativo com identidade, um ideal I diz-se ideal maximal de A se ndo existe K ideal de A
tq: TEKZA. Se existir KEA tq I €K entdo I=K.

Se I e J sdo ideais maximais distintos de um anel comutativo com identidade A, entdo A=I+J.

Seje A um anel comutativo com identidade. Um ideal I de A diz-se primo se A\I# @ e A\I é fechado p/ o produto.



Seja A um anel comutativo com identidade e I um ideal de A. — Também isto significa que A/I é um anel comutativo.

Entdo, sdo equivalentes as seguintes afirmacdes: Se A é um anel com identidade 1,, entdo A/I é um anel com
- I é maximal - I é ideal primo identidade 1,+I
- A/I é corpo - A/I é um dominio de integridade

I ideal maximal & A/I corpo = A/I dominio de integridade < I ideal primo

Se considerarmos o anel Z, um ideal é maximal sse é do tipo pZ, com p primo, pois pZ sé é corpo se p for primo.

Sejam A e A’ dois anéis.

Uma aplicacdo ¢:A—A’ diz-se um morfismo (ou homomorfismo) de anéis se satisfaz as seguintes condigdes:
1) (Va,beA) ¢(a+b) = @(a)+¢(b)

2) (Va,beA) ¢(a-b) = ¢(a)- ¢(b)

Um morfismo diz-se: monomorfismo se for injetivo; epimorfismo se sobrejetivo; isomorfismo caso bijetivo.

Um morfismo diz-se um endomorfismo se A=A’. Um endomorfismo bijetivo diz-se um automorfismo.

Seja @:A— A’ um morfismo de anéis: (ou Ker @)
1) Chama-se Nicleo de ¢ (ou kernel) - Nuc¢ - ao subconjunto de A definido por: Nuc¢ = {x € A:p(x) =04}
2) Chama-se Imagem de ¢ - Im¢@ ou ¢@(A) - ao subconunto de A’ definido por: Img = {p(x):x € A}

Também: Nuc ¢ é um ideal de A; Im¢ é subanel de A’.

Sejam A e A’ dois anéis e ¢@:A—A’ um morfismo.
Entdo: ¢@(04)=04 ; (Va€eA) ¢(-a) = -¢@(a) ; (VaeA) (Vkez) ¢(ka) = ke(a)
Também se A’ é comutativo e ¢ é monomorfismo, entdo A é comutativo.

Sejam @:A—A’ um morfismo de anéis e B um subanel de A. Entdo, @(B) é um subanel de A’.
Sejam @:A—A’ um epimorfismo de anéis e I um ideal de A. Entdo, ¢(I) é um ideal de A’.
Seja @:A—A’ um morfismo ndo nulo de anéis, se A é um corpo, entdo, @(A) é um corpo.
Seja @:A—A’ um morfismo de anéis, entdo A/Nuc @ é isomorfismo a @(A)

Seja A um anel e I um seu ideal. Entdo a aplica¢do m: A — A/l definida por m(x) =x+I1(x € A) é um
epimorfismo (ao qual se chama epimorfismo candnico).

Seje f:Z — Z;, um morfismo de anéis definido por f(x) = [kx]io (Vx € Z).
vx,y €Z, f(xy) = f(Of () & lkxylio = [k?xylyp & k = k?(mod 10) < k € {1,5}

0 Unico morfismo de anéis de uma aplica¢do f:R—Z ou fiQ —Z (entre R e Z ou Q e Z), é o morfismo nulo.
Teorema Fundamental do Homomorfismo: Seja ¢:4 — A’ um morfismo de anéis, entdo existe um ideal I de A tq: A/J = ¢(A)
12 Teorema do Isomorfismo: Seja ¢:4 — A’ um epimorfismo de anéis. Se I é ideal de A tq Nuco S, entdo: A/I=A"/p()

22 Teorema do Isomorfismo: Sejam A um anel e A; e A, seus subanéis. Se A, é um ideal de A, entdo:
(A1 +A42)/A; = A1/(A1NAz)

Permutacodes
Vocé esta visualizando a tela de Catarina Faustino JT e RO IosS
Seje A um conjunto, uma permutacdo de Ex1 4
A é uma aplica¢do bijetiva de A em A. - pLY L5 6% (122 345 6 ?
. , (a) o -[1237 L& 1635
Se A é um conjunto de n €N, sabemos s 463 15 | 2 34 S
que podemos definir n! Permutag¢des de z {
A distintas. S ~(r2 3 q)(s 63)
- (1 2 4 3 6 O 1 —————

&»ijzlx wn tos >

Ordem de o s6 pode ser ou: S (U] =1
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