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Exercicio 36 - resolugdo 2020/21

36. Seja G’ um grupo. Para cada a € G, considere a aplicagdo 0, : G — G definida por 0,(x) = axza™'. Mostre que:

(a) Paracada a € G a aplicagdo 6, é um automorfismo de G. Para cada a € G, o automorfismo 6, designa-se por

b

(b)
(c)
(d)
(e)

automorfismo interno de G;
Para cada o € Aut (G) e cada a € G, ab,a ! =0,y
{0, : a € G} é um subgrupo normal do grupo Aut (G). Este subgrupo representa-se por Inn(G);

d) A correspondéncia ¢ definida por a — 6,, com a € G, é um morfismo de G em Aut (G);
e) Nuc ¢ = Z(G).

Resolugdo

(a) Consideremos um elemento qualquer a € G e 0, a aplicacdo definida conforme o enunciado. Observemos

primeiro que 0, é um morfismo. De facto, para quaisquer x,y € G, temos
Oa(ry) = a(zy)a™ = (azx)(a"ta)(ya™") = (axa™")(aya™") = Oa(2)0a(y).

Vejamos de seguida que 0, é sobrejetiva. Seja y um elemento qualquer de G. Procuramos x € G tal que
0.(z) =y, ie., tal que axa™! =y. Por G ser grupo, sabemos que esta equacdo tem, exatamente, uma solucdo.
Calculemo-la:
ara™t =y ©a l(ava ™ )a=a"ya
< (ata)z(a™)a=atya
S lgrlg = a_lya
ST = a‘lya.
Assim, o elemento x € G tal que 0,(x) =y é x = a~'ya. Finalmente, mostremos que 0, é injetiva. Sejam
x,y € G tais que 0,(x) = 0,(y). Entdo ara™' =aya=' e
ara™! =aya™! & a "t aza")a =a"(aya")a
& (e ta)z(a ta) = (ata)y(a ta)
<~ 1(;%1@ = 1GylG ST =Y.
Portanto, 8, é um automorfismo.

Sejam o € Aut (G) e a € G. Claramente 0, e a1 sdo morfismos de G em G. Para qualquer b € G,
temos

(afaa™1)(b)

alfa[a” ()]]=a[ Ofl(b)a‘ll
a(a) a(e™! (b)) ala™)

)
(a)b(a(a)) ™" = Oaa)(b)-

Assim, aflgot = 0,(4).

Seja A = {0, : a € G}. Pela alinea (a), A estd contido no grupo Aut (G). Além disso, 61, € A e, portanto,
A # 0. Sejam 0,0, elementos arbitrarios de A. Veejamos que 0,0, é ainda um elemento de A. Como a,b € G
e G é grupo, ab € G e, portanto, o candidato natural de A a ser a aplicagdo 0,0, é 0,;,. Verifiquemos que, de
facto, 0,0, = 04,. Ambas as aplicacées tém o mesmo dominio e o mesmo conjunto de chegada, pelo que resta
ver que cada elemento de G tem a mesma imagem por ambas as aplicacées. Seja x € G. Temos:

(0465) () = 04 (6p(2)) = b, (bxb™") = a (bzb™")a™"
= (ab)a(b~'a™") = (ab)a(ab) ™" = a(@).

Portanto, 0,0, = 0., € A. Seja 0, € A. Comecamos por observar que, como a € G e G é grupo, a~ ' € G,
pelo que 0,-1 € A. Mostremos que (9a)71 =0,-1. Dado x € G, tem-se

(0abo—1) (x) = 0o (041 () = Oa(a™ za)

= a(a xa)a

= (aa™")z(aa™")

=T




e, analogamente, (0,0,-1) () = x. Portanto, 0,0, = 0,10, =id ¢, pelo que 0,-1 = (Ga)_l. Por uma das
caracterizacées de subgrupo, concluimos que A < Aut (G).
Finalmente, seja  « S Aut (G). Por  (b), alyat = Oaa) & portanto,
aAa"t C A Logo, A <Aut (G).
Por (a), para cada a € G, 6, € Aut (G). Além disso, é claro que, dados a,b € G,

a=0b= 0, =0,
uma vez que, para qualquer x € G, se tem

0o (7) = axa™ = baxb~* = Oy(x).

Assim, ¢ é uma aplicacdo de G em Aut (G). Mostremos, de seguida, que ¢ respeita as operacdes dos grupos G
e Aut (G). Sejam g1, g2 elementos quaisquer de G. Temos, por (c), que

¢(9192) =0g,g, = 04,04, = ¢(91)¢(92)-

Portanto, ¢ é um morfismo.

Por definicdo de niicleo de um morfismo, sabemos que
Nuc ¢ ={g€ G:(9) =id ¢}

Assim,
Nuc ¢ = {g €G:0,= 1Aut(G)}
={g€G:0y(x) =id ¢(z), para todo x € G}
= {g €G:grg ' =z, para todo x € G}
={g € G:gx =xg, para todo z € G}
=Z(Q).



resolucao de exercicios



exercicio 41. Seja G um grupo n3o abeliano de ordem 8.
(a) Mostre que G tem um subgrupo H tal que |H| = 4.
(b) Prove que H< G.

(a) Se |G| = 8, sabemos que o(x) | 8, para todo x € G. Assim,

Vx € G\{1lg}, o(x) =2 ou o(x) =4 ou o(x) =8.
Suponhamos que, para todo x € G\{1g}, o(x) = 2. Entdo, G é abeliano
(recordar ex. 20), o que é uma contradi¢3o.

Logo, temos que existe xg € G\{1¢} tal que o(xy) = 4 ou o(xp) = 8.

Se o(xp) = 8, como |G| = 8, temos que G é ciclico e, por isso, abeliano,
0 que também é uma contradicdo.

Estamos entdo em condi¢des de concluir que o(xp) = 4 e, por isso,
< Xp > é um subgrupo de G com ordem 4.

(b) Se |H| =4 e |G| =8, pelo Teorema de Lagrange, concluimos que
[G : H] = 2. Assim, estamos em condi¢des de concluir que H < G
(recordar exemplo 26 das tedricas - slide 56).



exercicio 42. Determine os subgrupos ciclicos de um grupo ciclico de
ordem 10.

Seja G =< a >= {1g,a,a% a% a* a% a% a’,a®, a°}. Podemos responder
a este exercicio determinando o subgrupo gerado por cada um dos

elementos de G. Como sabemos que o(a) = 10 e o(a¥) = ﬁ%klo)'

concluimos que:
o <1lg>={lg}
e <a>=G
e o(a®) =5 e, porisso, < a% >= {1g, a%, (a%)?,(a%)3, (a%)*} = {1¢, %, a*, a%, 2%}
° o(a3) =10 e, porisso, < a® >= G
e o(a*) =5 e, porisso, < a* >= {1¢,a* (a*)?,(a%)3, (a*)*} = {1¢, a*, a8, a2, 2%}

e o(a®) =2, porisso, < a® >= {1, 2%}

e 0(a®) =5 e, porisso, < a® >= {1¢, a%, (a®)?, (a%)3, (a%)*} = {1¢, %, 22, a%, 2%}
e o(a’) =10 e, porisso, < a’ >= G
e o(a®) =5 e, porisso, < a® >= {1¢, a®, (a®)?, (a®)3, (a%)*} = {1¢, &8, a5, a*, 2%}
e ofa ) 0 e, porisso, < a® >= G



Assim, os subgrupos ciclicos de G (de facto, sdo todos os subgrupos de
G) sdo:

e {lc}
O {1G7 35}
o {15,2% a% a% a8}

e G

Alternativa: Sabemos que para cada divisor k de 10, < ak > é um
subgrupo de G com ordem igual a k. Como os divisores de 10 sdo 1, 2, 5
e 10, temos que < a >= G, < a°> >= {1g,a°},

< a® >={l1g,a% a* a% a®} e < a >= G sdo subgrupos de G.

4y _ 10 _ 4 2 ;
Como o(a*) = mde@io) — 0 €a €< a >, podemos concluir que

< a*>=<a’>. De igual modo, concluimos que
< >=< P >=<a®>

Finalmente, se m.d.c.(r,10) = 1 (ou seja, se r € {3,7,9}, temos que
o(r) =10 e, por isso, < a" >= G.



exercicio 43. Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem impar tal que

=, 10 #*1lce ab # 1. Determine, justificando:

(a) a ordem de G;

(b) o niimero de subgrupos de G;

(c) todos os geradores distintos de G;
(d) o niimero de automorfismos de G.

(a) De a*" = a'” temos que a*° = 1, pelo que o(a) | 30, ou seja,
o(a) € {1,2,3,5,6,10, 15,30}.

Como |G| é impar e |G| = o(a), temos que o(a) € {1,3,5,15}.

e se o(a) = 1,a= 1 e, neste caso, a'® = 15 (contradi¢3o)

e se o(a) =3, a®> = 1 e, neste caso, a® = 15 (contradigo)

e se o(a) =5, a°> = 15 e, neste caso, a'® = 15 (contradigdo)

Logo, o(a) = 15 e, portanto, |G| = 15.



(b) Um subgrupo ciclico G de ordem finita n tem um e um sé subgrupo
de ordem k, para cada k divisor de n. Assim, como 15 tem 4 divisores
(1,3, 5 e 15), concluimos que G tem 4 subgrupos.

Observacdo. N3o é pedido, mas os 4 subgrupos sio {1¢}, < a® >,
<a’>e<a>, deordens 1, 3, 5 e 15, respetivamente.

(c) Sabemos que G =< a > e que o(a) = 15. Entdo, G =< a" > se e s6
se o(a") = 15. Como o(a") = ﬁ?rls) concluimos que G =< a" > se
e s6 se m.d.c.(r,15) = 1. Logo, os geradores de G sdo: a, a2, at, a’, a8,

all 13 ¢ g4,

Observacao. O nidmero de geradores distintos de um grupo ciclico de
ordem n é igual a imagem de n pela fungcdo phi de Euler, que nos da o
nimero de niimeros naturais menores do que n e primos com n (recordar

que se n = pi'py - - p/ é a fatorizagdo em primos de n, entdo

p(n) =n(l— )1 -2)---(1-2))
2 4
Neste caso, como 15 =3 x 5, 99(15):15><§><§:2><4:8.



(d) Sabemos que, se G e H s3o grupos ciclicos, para f : G — H ser um
isomorfismo, a imagem de um gerador de G tem de ser um gerador de H.

Assim, para f : G — G ser um automorfismo (isomorfismo onde dominio
e conjunto de chegada s3o iguais), a imagem de um gerador de G tem de
ser um gerador de G. Como temos 8 geradores distintos, vamos ter 8
automorfismos distintos, definidos por:

fila)=a, h(a)=2°  fi(a=a", fi(a)=a
fi(a) = 38, f(a) = 3117 f3(a) = 3137 f(a) = S

Observacao. Porque é que é suficiente definir a imagem do gerador?
Porque estamos a trabalhar com morfismos e a imagem da poténcia é a

poténcia da imagem. Por exemplo, de f3(a) = a*, concluimos que



