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Exercicios - Folha 2

10.

11.

12.

13.

. Considere, no conjunto dos nimeros inteiros, a operacdo binaria definida por

m+n se m é par
m*n = L
m-—n se m é impar.

Mostre que (Z, *) é um grupo n3o abeliano.

Considere o conjunto G = Q \ {%} munido da operacdo * definida por
axb=a+b—2ab, Ya,be G.

Prove que (G, x) é um grupo comutativo.

Considere o conjunto Z[v/2] = {a +bv/2 : a,b € Z}. Mostre que:

(a) Z[v/2] é um grupo para a adic3o usual dos niimeros reais induzida em Z[v/2];

(b) Z[\/2] ndo é um grupo para a multiplicacdo usual dos nimeros reais induzida em Z[v/2].

. Sejam (G, %) e (K, 0) grupos. No produto cartesiano G x K considere definida a seguinte operago

(9. k)@ (¢ k) =(9*g kok'), g9 €G, kK ek

(a) Mostre que (G x K,®) é um grupo.
Este grupo designa-se por produto direto do grupo (G, *) pelo grupo (K, o) e representa-se por G @ K.

(b) Prove que o grupo (G x K, ®) é abeliano se e s6 se os grupos (G, ) e (K, o) forem abelianos.
Sejam G um grupo e a,b € G.

(a) Mostre que:
i. ab=ba < (ab)? = a?b?; i. ab="ba < (Vn € Z) (ab)™ = a™b™.

(b) Mostre que (aba=1)" = ab™a~!, para todo n € Z.
Prove que se G é um grupo abeliano, entdo
A={zeG:(FneZ) " =1g}

é um subgrupo de G.

Sejam G um grupoe A ={n € Z: (Va € G) a™ = 1¢}. Mostre que (A, +) é subgrupo de (Z,+), onde + é a

adicdo usual de niimeros inteiros.
Sejam G um grupo, Hy e Hs subgrupos de G. Mostre que:

(a) Hy N Hy é um subgrupo de G
(b) Hy U Hs é um subgrupo de G se e s6 se Hy C Hs ou Hy C Hy;
(c) Hy1H> é subgrupo de G se e sé se Hi Hy = HoH;.

Observagdo: Dados um grupdide S e A, B C S, representa-se por AB o conjunto AB ={abe S:a€ AANbE B}.

Seja G um grupo e X, Y C G. Mostre que:

(a) X CY = (X) C (V)
(b) XCYeY C(X)= (X)=(Y);
(c)
(d)

) o reciproco de (a) nem sempre é verdadeiro;

d) (X)) = (X).
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