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Universidade do Minho

Questao 1[4 valores]

Considere uma tabela de hash implementada por open addressing e linear
probing sobre um array dinamico cujo comprimento € um numero primo NN,
utilizando-se a habitual fungdo de hash h(z) = x%N. O array é realocado
quando fica totalmente preenchido e se faz nova insercao, passando a ter como
tamanho o numero primo imediatamente superior ao dobro do tamanho actual.
Ao realocar € necessario inserir todos os elementos na nova tabela, com a funcao
de hash actualizada. Considere que se utiliza a chave especial EMPTY para

sinalizar as posicoes inicialmente vazias.

Simule a evolucao de uma tabela de comprimento inicial 3 ao longo da sequéncia
de insercao dos seguintes numeros, mostrando claramente o seu tamanho e
conteudo em cada passo:

16 17 25 27 38

Resolucao:

© | EMPTY |
1 | EMPTY |
2 | EMPTY |
® | EMPTY |
1| 10 |

N

| EMPTY |



o | 25 |
1| 10 |
2 | 17 |

(realocacao com tamanho 7 e reinsercao de 25; 10; 17 (colisao
na pos. 3))

| EMPTY |
| EMPTY |
| EMPTY |
10 |
| 25 |
| 17

o uu M W N R O

| EMPTY |

| EMPTY |
| EMPTY |
| EMPTY |
| 10 |
| 25 |
| 17

o u M W N B O

(colisao pos. 3)

o | 38 |
1 | EMPTY |
2 | EMPTY |

3| 10 |



Questao 2 [5 valores]

Considere uma nocao de arvore binaria em que os nds contém um campo
adicional weight em que se armazena o peso de cada no. O pesode um no N
define-se como o numero total de nos contidos na arvore que tem N como raiz.

Escreva uma funcdo -int checkWeight(Btree t) que verifica se os pesos de

uma arvore se encontram correctamente preenchidos (devolvendo 1 caso estejam,
e 0 caso nao estejam).
Analise depois o tempo de execucao da funcao.

Por exemplo, nas figura seguinte, os pesos estdao bem preenchidos na arvore da
esquerda, mas nao na da direita (os numero nos nos correspondem ao campo
weight, omitindo-se outra informacao.

Assuma o seguinte tipo de dados para as arvores:

struct btree {

int info;

int weight;

struct btree *left, *right;
s
typedef struct btree *Btree;



(obs: para quem estiver autorizado a codificar em Python, sugere-se a seguinte
representacao simples para as arvores binarias: None para a arvore vazia, e um
tuplo (info, wegth, esq, dir) paraum no intermédio — e.g. a arvore da
esquerda seria representada como

(10, 4, (5, 2, (3, 1, None, None), None), (22, 1, None, None)))

Resolucao:

int checkWeight(Btree t) {
int p = 1;
if (t == NULL) return 1 ;
if (t->left != NULL) p += t->left->weight ;
if (t->right != NULL) p += t->right->weight ;

return (p == t->weight && checkWeight (t->left) && checkWeig
ht (t->right)) ;

As operacdes executadas em cada chamada da funcao, excluindo-se as
chamadas recursivas, executam em tempo constante.

O melhor caso ocorre quando falha a comparacao p == t->weight envolvendo

0s pesos guardados na raiz e nos seus descendentes imediatos. Nao sao
efectuadas quaisquer chamadas recursivas.

O pior caso ocorre quando nenhuma dessas comparacoes falha, sendo a funcao
invocada para todos os nos da arvore.

Questao 3 [4 valores]

Aplique o algoritmo de Prim para calcular uma arvore geradora minima do

seguinte grafo ndo-orientado, tomando o vértice 4 como inicial, e:

1. desenhe a arvore intermédia contendo apenas os 3 primeiros vértices, e
explique o passo seguinte de expansao da arvore

2. desenhe a arvore geradora minima (final).



S e

Resolucao:

source



source

source

Questao 4 [5 valores]
Considere os seguintes tipos de dados para a representacao de grafos orientados,
sem pesos, por listas de adjacéncias:

struct edge {
int dest;
struct edge *next;
s
typedef struct edge *GraphL[MAX];



Definaem C a funcao int shortestBy (GraphL g, int s, int d, int i) que
recebe um grafo orientado sem pesos e trés vértices s, d, i, e:

e devolve -1 caso d ndo seja alcancavel a partir de s
e devolve 0 caso nenhum caminho mais curto de s até d contenha o vértice 1
e devolve 1 caso um caminho mais curto de s até d passe pelo vértice 1

Resolucao:

Se os caminho mais curto entre um par de vértices fosse Unico, esta questao
poderia ser resolvida calculando esse caminho (fazendo uma travessia em
largura), e verificando depois, caso ele existisse, se continha ou ndo 1.0

problema € que nao sendo Unico, o facto de o caminho calculado pelo algoritmo
nao conter i nao significaria que nao existisse um outro, com o0 mesmo peso, que

contivesse 1.

Existe no entdo uma solucao simples para o problema, baseada um duas
travessias: calculamos as distancias entre s e i e entre s e d (fazendo uma

travessia com origem em s), e a distancia entre i e d (fazendo uma segunda

travessia, com origem em 1).

Existe um caminho mais curto entre s e d que contém 1 se e so se
D(s,d) = D(s,i) + D(i,d),

Por exemplo recorrendo as funcdes da Ficha 4:

int shortestBy (GraphL g, int s, int d, int i) {
int v[MAX], p[MAX], 1s[MAX, 1i[MAX] ;
BF (g, s, v, p, ls) ;
BF (g, i, v, p, Lli) ;
return (ls[d] == 1s[i] + li[d]) ;

Note-se que esta ndo é a solucdo mais eficiente, uma vez que as travessias
efectuadas serao exaustivas, e poderiam ser interrompidas quando o vértice d é
alcancado. Uma solucao mais eficiente (com menor tempo de melhor caso)
passaria por implementar directamente as travessias, interrompendo-as quando
fosse alcancado o vértice relevante.



Questao 5 [2 valores]
Seja a uma constante tal que 0.5 < a < 1 e relembre o conceito de peso de um
n6 da Questao 2.

Uma arvore binaria de procura diz-se a—balanceada se em toda a sub-arvore, os
racios dos numeros dos seus nos da contidos a sua esquerda e a sua direita sdo
ambos < au.

. peso(X.esq) peso(X.dir)
Por outras palavras, para todo o nd X, peso(X) <ae peso(X) < a. O valor

o = 0.5 corresponde ao balanceamento ideal.

Demonstra-se que o tempo de execucdo de uma operacao de procura numa
arvore a—balanceada é logaritmico no tamanho da arvore.

1. Quando, na sequéncia de uma operacao de insercao ordenada seguindo o
algoritmo habitual, uma sub-arvore de tamanho M deixa de ser
a—balanceada, é possivel reajusta-la, por forma a torna-la 0.5—balanceada,
em tempo © (M) (desde que se possa utilizar espago auxiliar também de
tamanho ©(M)).

Mostre (por palavras ou utilizando pseudo-cédigo) como pode ser
implementado este reajuste (baseie-se na estrutura definida na Questao 2).

Resolucao:

Basta fazer uma travessia inorder da arvore que deixou de estar balanceada,
escrevendo o resultado num array (dai o requisito de se dispor de espaco de
tamanho linear). Este array esta necessariamente ordenado. Pode agora criar-
se um no a partir da posicao central do array, e recursivamente repetir este
processo construindo a sub-arvore da esquerda (resp. direita) a partir do sub-
array a esquerda (resp. direita) da posicao central (a recorréncia que descreve
o tempo de execucao deste algoritmo tem solucao linear). O facto de metade
dos elementos serem colocados a esquerda (e metade a direita) garante que
se trata de uma arvore 0.5—balanceada.

2. O tempo amortizado deste reajuste é no entanto O(1), o que significa que o



tempo amortizado da operacao de insercdo numa arvore a—balanceada de
tamanho NN é de facto O(lg V) (uma vez que os reajustes necessarios sao
todos feitos em nds de um caminho desde a raiz até ao né mais profundo em
gue o balanceamento foi infringido, e este caminho tem comprimento
logaritmico).

Considere a seguinte funcao de potencial sobre arvores:

O(t) = c. Dxer AX)

com
A(X) = | peso(X.esq) — peso(X.dir) |
se | peso(X.esq) — peso(X.dir) | > 2
e
A(X) = 0 se | peso(X.esq) — peso(X.dir) | < 2

Determine um valor apropriado para a constante ¢ em funcao do valor de «.
Mostre que a funcao ® satisfaz os requisitos de uma funcao de potencial e
mostre que o custo amortizado resultante para a operacao de reajuste é
efectivamente constante.

Pistas de Resolucgao:
Uma insercao que provoque um reajuste de uma sub-arvore de tamanho M
sera executada em tempo M.

A Unica parcela que se altera no somatorio da funcao de potencial é a que diz

respeito ao nd X que é “rebalanceado”, e esta parcela:

o vale c. | peso(X.esq) — peso(X.dir) | antes da insergéo;

o passa a valer O depois da inser¢do, uma vez que A(X) = 0 por defini¢do
para nos X que sejam 0.5—balanceados.

Relembre-se que o custo amortizado sera dado porc; = t; — ®;_1 + P;
Temos entao:
c; = M — c. | peso(X.esq) — peso(X.dir) |

Se a arvore da esquerda tiver maior peso, note-se que
peso(X .dir) = peso(X) — 1 — peso(X.esq) = M — 1 — peso(X .esq),
logo



| peso(X.esq) — peso(X.dir) | = 2.peso(X .esq) — M + 1
sabe-se que peso(X .esq) < a.M, logo
| peso(X .esq) — peso(X.dir) | < 2.a.M — M +1

(...)



