T3. Analise do Tempo de Execucao
de Algoritmos Recursivos

Algoritmos com uma chamada recursiva

Exemplo: contagem de ocorréncias num array

Relembremos a funcao conta de +T1. Tempo de Execucao de Algoritmos Iterativos:

int conta (int k, 1int v[], int N) {
int 1 = 0, r = 03
while (i<N) {
if (v[i] == k) r++;
i++
¥

return r;

E imediato escrever uma versao recursiva desta funcao:

int conta (int k, int v[], int N) {
int r;
if (N ==0) r = 0;
else {
r = conta(k, v+1, N-1);
if (v[0] == k) r++;
¥

return r;


https://paper.dropbox.com/doc/HHaeS8BGF2Z7wGozDuGux

Note-se que a invocacao conta(k, v+1, N-1) chama recursivamente a funcao,
passando-lhe o array de comprimento N-1 com inicio na posicdo 1do array v (i.e., a
“cauda” de v).

Ao analisarmos o tempo de execucao desta funcao deparamo-nos com uma
dificuldade: a propria funcao que caracteriza o tempo de execucao tera que ter uma
definicao recursiva, uma vez que T'(N) dependera necessariamente de T'(N — 1).

A analise de algoritmos recursivos requer pois a utilizacdo de um instrumento que
permita exprimir o tempo de execucao sobre um input de tamanho N em funcao do
tempo de execucao sobre inputs de tamanhos inferiores. Esse instrumento sao as
equacoes de recorréncia, estudadas pela primeira vez por Fibonacci, no inicio do
século XIII.

A recorréncia que caracteriza o tempo de execucao do algoritmo acima, contando o
numero de comparacodes v[0] == k executadas, é a seguinte:

T(N)=0,seN =0
T(Ny=T(N—-1)+1,seN>0

A primeira clausula corresponde ao caso de paragem da funcao, quando N=0, em
gue apenas sdo executadas operacoes de tempo constante. No caso recursivo, é
feita uma invocacao da funcao sobre um input de tamanho N-1, e ainda uma
comparacao,

if (v[i] == k) r++.

Como resolver a recorréncia acima? Podemos simplesmente expandir a definicao:
T(N)=T(N—-1)+1

=T(N-2)+1+1
=TO)+1+...+1
=0+N %1

=N

Como seria de esperar, o tempo de execucao da versao recursiva do algoritmo de
contagem de ocorréncias € igual ao da versao iterativa.



Nota
Poderiamos igualmente escrever uma recorréncia para o tempo assimptético:

T(N)=0(), seN =0
T(N)=T(N—-1)+0(1), se N>0

que teria naturalmente solugdo 7(N) = O(N).

EXERCICIO: Apresente uma versdo alternativa da funcdo conta, ainda recursiva,
mas utilizando um acumulador. Sera que o tempo de execucao da funcao que
escreveu pode ser descrito pela mesma recorréncia da anterior?

EXERCICIO: Relembre a funcdo de identificagio de duplicados num array de +T1.
Tempo de Execucao de Algoritmos Iterativos. Escreva uma versao recursiva desta
funcado e uma recorréncia que caracterize o seu tempo de execucao. Resolva essa
recorréncia, expandindo-a como no exemplo acima.

void dup_rec (int v[], int a, int b) {
if (a>=b) return;
for (t=a+l; t<=b ; t++)
if (v[al==v[t]) printf("%d digual a %d\n", v, t);

dup_rec (v, a+l, b);

}

T(N) = 0, se N<=1

T(N) = N-1 + T(N-1), se N>1

T(N) = N-1 + N-2 + N-3 + .... 1 + T(1)

1 +2+ 3+ ... + N-2 + N-1


https://paper.dropbox.com/doc/HHaeS8BGF2Z7wGozDuGux

T(N) =Xt k= O = o)

void aux (int v[], int i, int j, int x) {
for (t=1; t<=j ; t++)
if (v[x]==v[t]) printf("%d digual a %d\n", x, t);

Taux (N) = N

void dup_rec_2 (int v[], int a, int b) {
if (a<b) {
aux(v, a+l, b, a);

dup_rec_2 (v, a+l, b);

}
}
T(N) = 0, se N<=1
T(N) = Taux(N-1) + T(N-1), se N>1

N-1 + T(N-1), se N>1

void aux_rec (int v[], int i, int j, int x) {
if (i>j) return;
if (vIx]==v[i]) printf("%d digual a %d\n", i, t);

aux_rec(v, i+l, j, x);

Taux_rec(N) 0, se N=0

Taux_rec(N) 1 + Taux_rec(N-1), se N>0



Taux_rec(N) = 1+1+...+1 = N

void dup_rec_3 (int v[], int a, int b) {
if (a<b) {
aux_rec(v, a+l, b, a);

dup_rec_3 (v, a+l, b);

}
}
T(N) = 0, se N<=1
T(N) = Taux_rec(N-1) + T(N-1), se N>1

N-1 + T(N-1), se N>1

O exemplo anterior caracteriza-se por ter o mesmo comportamento no melhor e no
pior caso. Vejamos agora como analisar algoritmos recursivos com diferentes casos
no que diz respeito ao tempo de execucao.

Exemplo: procura linear num array

Relembremos o algoritmo de procura linear estudado em +T2. Analise de Pior Caso,
Melhor Caso, e Caso Médio:

int procura(int v[], int a, int b, int k) {
int i = a;
while ((i<=b) && (v[i]!=k))
it++;
if (i>b)
return -1;

else return 1ij;


https://paper.dropbox.com/doc/onmGj88O0Fkg5vOFmzkZX

Uma versao recursiva pode ser escrita como se segue, fazendo avancar o indice
inferior a ao longo do array.

int procura(int v[], int a, int b, int k) {
if (a > b) return -1;
if (v[al==k) return a;

return procura(v, a+l, b, k);

Antes de mais note-se que este algoritmo recursivo tem dois casos de paragem:

e Ocaso (a > b), que corresponde ao array vazio, e que sera executado caso k
nao seja encontrado entre os indices a e b;

e Ocaso (v[a]l==k), que sera executado quando k € encontrado na posicao a do
array.

Nao é possivel definir uma recorréncia que entre em linha de conta com este
segundo caso de paragem, uma vez que ele ndo depende do valor de N, mas sim do
conteudo do array. E no entanto possivel escrever recorréncias especificas para a
analise do tempo de execugdo no pior e no melhor caso.

Contemos o numero de comparacdes (v[a]==k) avaliadas. O pior caso de
execucao acontece quando k ndo ocorre no array, e é caracterizado pela seguinte
recorréncia(o caso de paragem € o primeiro que identificamos acima):

T,(N)=1,seN=0
I,(N)=T,(N—-1)+1,seN>0

Emque N = b —a + 1. Note-se que no caso recursivo é executada uma
comparacao (que falha) e é feita depois uma invocacao da funcao sobre um input de
tamanho N-1. Esta recorréncia, que ¢ igual a do primeiro exemplo que vimos, tem
solucao

T,(N)=N.

Quanto ao melhor caso, ele ocorre quando k se encontra na posicao a do array, e
neste caso a recorréncia “degenera” na seguinte definicdo ndo-recorrente, uma vez



gue um caso de paragem é imediatamente executado (a comparacao executada
tem sucesso):

T,(N)=1

A analise da versao recursiva revela que o algoritmo executa em tempo constante no
melhor caso e linear no pior, tal como a versao iterativa.

Algoritmos de Divisao e Conquista

Os exemplos que vimos anteriormente sao algoritmos muito simples que admitem
versoes iterativas e recursivas. No entanto, a recursividade € um instrumento
fundamental na definicao de algoritmos baseados numa estratégia algoritmica
especifica: os algoritmos de divisdao e conquista. Trata-se aqui de algoritmos cuja
definicdo sem a utilizacao de recursividade nao é de todo trivial.

Um algoritmo recursivo de divisdo e conquista tem a seguinte estrutura tipica:

1. Divisao do problema em n sub-problemas

2. Resolucao recursiva dos n sub-problemas (passo de Conquista)

3. Combinacao das solucdes dos sub-problemas para obter a solucado do problema
inicial

O caso de paragem ocorre normalmente no caso de inputs muito pequenos.

Em geral, o tempo de execucao de um algoritmo de divisao e conquista sera
caracterizado por uma recorréncia com a seguinte forma:

T(N)=0(1), seN <k
T(N)=D(N)+aT(N/a)+ C(N), seN >k

Em que cada divisdo gera a sub-problemas, sendo o tamanho de cada sub-
problema uma fraccéo 1/a do original (ou proximo disso); k é o tamanho dos
problemas com solucao trivial; e D e C sdo funcdes que caracterizam o tempo das
operacoes de divisdo e combinacgao, respectivamente.



Exemplo: algoritmo Merge Sort
Neste algoritmo de ordenacao bem conhecido a estrutura de divisdo e conquista é
instanciada da seguinte forma:

1. Divisao do array em duas partes de tamanho igual (a menos de uma unidade, no
caso de o comprimento ser impar)

2. Conquista: ordenacao recursiva dos dois vectores

3. Combinacao: fusdo dos dois vectores ordenados.

Este ultimo passo sera implementado por uma funcao auxiliar merge. A definicao
seguinte assume que sdo declarados globalmente dois arrays auxiliares L e R com
tamanho suficiente para armazenar temporariamente os elementos das duas partes
ordenadas de A que se pretende fundir. Sera colocada uma sentinela (o valor do
maior inteiro representavel) no final dos arrays L e R, o que simplificara o algoritmo.

A primeira parte ordenada de A esta contida entre os indices p e q; a segunda esta
contida entre os indices g+l er.

void merge(int A[], int p, int q, int r) {
int nl = g-ptl, n2 = r—-q;

for (i=0 ; 1di<nl ; +i++) L[]

is

Alp+il; // LLJ, R[] globa

for (§j=0 ; j<n2 ; j++) R[j] = A[q+j+1];

L[n1] = INT_MAX; R[n2] = INT_MAX;

=053 =0;
for (k=p ; k<=r ; k++)
if (L[i] <= R[j]) {

ALk] = L[i]; i++;
} else {
ALkl = R[J1; J++;



O passo basico do algoritmo compara dois valores contidos nas primeiras posicoes
de ambos os arrays, colocando o menor dos valores no array resultado. Este passo é
executado em tempo constante, e sdo sempre executados N passos basicos, com
N =r—p+ 1. O algoritmo executa entdo em tempo C(N) = O(N).

Depois de definida a funcao de fusdo ordenada, o algoritmo de ordenacao é
facilmente implementado através de uma funcao recursiva como a seguinte, que
ordena o array entre os indices p er.

void merge_sort(int A[], int p, int r) {
if (p < r) {
q = (p+r)/2;
merge_sort(A, p, q);
merge_sort(A, q+1, r);

merge(A, p, q, r);

Sendo a invocacao inicial para ordenar um array de comprimento N
merge_sort(A,0,N-1).

O tempo de execucao pode ser caracterizado pela seguinte recorréncia. Note-se a
utilizacdo dos operadores de arredondamento para captar o efeito da divisao inteira

g = (p+r)/2.

T(N)=0(), seN =1
T(N)=T[NR2]1+T|N2]+OW), se N > 1

em que o termo ®(N) corresponde ao tempo de execucao da funcdo de fusao
ordenada.

Mais uma vez resolveremos a recorréncia comecando por expandi-la. Mas vamos
para isso considerar uma simplificacao que permitira simplificar a sua analise:
admitiremos que N € uma poténcia de 2, o que significa que todos os valores
tomados por esta variavel na expansao da recorréncia serdo pares, e por essa razao



os operadores de arredondamento podem ser dispensados. Além disso,
escreveremos sem perda de generalidade o termo de tempo linear comocN e o
termo constante como c.

T(N)=c, se N =1
T(N)=2T(N/2)+cN, se N > 1

Efectuemos entao a expansao:

T(N)=2T(N/2)+cN
= AT(N/4)+ 2¢(N/2) + cN = 4T (N/4)+ 2cN
= 8T(N/8) + 3cN

=NT(1)+ (log N)cN
= Nc+ (log N)cN
=cNlog N +cN
=O(N logN)

Visualmente podemos comprender a execucao do algoritmo através de uma arvore

de recursividade em que todos os niveis contribuem para o tempo de execucdo com
o mesmo custo c¢N, tendo a arvore log N + 1 niveis (o ultimo dos quais corresponde
a execucao dos casos de paragem, sobre os arrays singulares).

/ \
cn/2 cn /2 cn
enf4 - enf4 - en/d4d enf4-— cn

Em conclusao, o algoritmo merge sort executa em tempo 7'(N) = O(N log N), sem
distingdo de casos.



Métodos de resolucao de recorréncias

Nao existe um método universal para resolucao de recorréncias. No entanto, muitas
das recorréncias que caracterizam o tempo de execucao de algoritmos de divisdo e
conquista podem ser resolvidas pelo chamado Master theorem, que nao
estudaremos aqui.

https://en.wikipedia.org/wiki/Master theorem

Adicionalmente, é possivel provar indutivamente que uma determinada pseudo-
solucao (por exemplo calculada informalmente por expansao da recorréncia, como
nos exemplos anteriores) é de facto uma verdadeira solucao de uma recorréncia. O
meétodo de prova que se utiliza para isto designa-se por método de substituicao, e
veremos um exemplo da sua aplicacdo em +T4. Topicos sobre Algoritmos de
Ordenacao (?).

Exercicios Adicionais

1. Para cada uma das seguintes recorréncias, apresente um exemplo de um
algoritmo cujo tempo de execucéo seja caracterizado por ela, e resolva-a. k € uma
constante; assuma também que 7'(1) é constante (caso de paragem).

T(N)=k+T(N—-1)
T(N)=N+T(N-1)
T(N)=k+T(NR2)
T(N)=k+2 % T(N/2)
T(N)=N +2 % T(N/2)
T(N)=N + T(N/2)

- ® 20 T o

int procuraBin (int v[], int a, int b, int k) {
if (a>b) result = -1;
else {

m=a + (b-a) / 2;


https://en.wikipedia.org/wiki/Master_theorem
https://paper.dropbox.com/doc/S6FSYe93bRl56fcMfH9Jk

if (vector[m] < k) result = procuraBin (v, m+l, b, k);
else if (vector[m] > k) result = procuraBin(v, a, m-1, k);
else result = m;

}

return result;

T(6) =k +T(8) =2k + T(4) =3k + T(2) =4k + T(1) = 4k
T(N) =YY k= f(log N)

2. Considere o seguinte algoritmo para o problema conhecido por Torres de Handr:

void Hanoi(int nDiscos, int esquerda, int direita, int meio)

{
if (nDiscos > 0) {
Hanoi(nDiscos-1, esquerda, meio, direita);
printf("mover disco de %d para %d\n", esquerda, direita);

Hanoi(nDiscos-1, meio, direita, esquerda);

a. Escreva uma relacao de recorréncia que exprima a complexidade deste
algoritmo (por exemplo, em funcao do niumero de linhas impressas).

b. Desenhe a arvore de recursao do algoritmo e obtenha a partir dessa arvore um
resultado sobre a sua complexidade assimptética.

3. Considere a seguinte versao recursiva do algoritmo insertion sort.

void isort (int v[], int N) {

int i3 int t;



if (N>1) {
isort (v+1, N-1);

i = 0;

t = v[o];
while (i<N-1 && v[i]<t) {
v[i] = v[i+1];
Tarah
}
if (i>0) v[i] = t;

a. ldentifique o melhor e pior casos de execucao desta funcao.
b. Para esses casos, apresente uma relacao de recorréncia que traduza o numero
de comparacgbes entre elementos do vector em funcéo do tamanho do vector.

TheN)=1+T(N-1)=N—1

E&NT;N—1+TUV—Q:(MQN

4. Considere o seguinte algoritmo para o calculo dos numeros de Fibonacci.
Assuma que as operagdes aritméticas elementares se efectuam em tempo O(1).

int fib (int n)
{
if (n==0 || n==1) return 1;

else return fib(n-1) + fib(n-2);

a. Escreva uma recorréncia que descreva o comportamento temporal do
algoritmo. Desenhe a respectiva arvore de recursao paran = 5.
b. Efectue uma analise assimptotica do tempo de execucao deste algoritmo.



c. Apesar de traduzir exactamente a definicdo da sequéncia de numeros de
Fibonacci, este algoritmo € muito ineficiente, como devera ter concluido na
alinea anterior. Escreva em C um algoritmo alternativo eficiente e analise o seu

tempo de execucao.



