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A Exercicios de exames 76

1 Introducao

Grafos sao estruturas matematicas usadas nas ciéncias de computagao (e noutras) para
modelar relagoes entre elementos de um determinado conjunto.
Um grafo G = (V, E) é composto por duas partes.

e Um conjunto V finito de vértices (ou nodos) que corresponde aos elementos que
queremos relacionar.

e Um conjunto E C V2 de arestas (ou arcos) que traduzem o relacionamento entre
os vérios elementos. Cada uma destas arestas relaciona dois vértices (chamados
as extremidades da aresta).

Quando a ordem das extremidades das arestas nao é relevante dizemos que se trata de
um grafo nao orientado (e corresponde a uma relagao simétrica); por outro lado, se
tal ndo acontecer o grafo diz-se orientado e as extremidades de uma aresta chamam-se
a origem e o destino dessa aresta.

Nalguns casos ¢é ainda usado, para cada aresta, um atributo adicional — o seu peso ou
custo. Nesse caso dizemos que se trata de um grafo pesado.

Alguns exemplos de aplicagao de grafos em informética sao:

sistemas de navegagao (mapas)

redes de distribuicao

hipertexto

e redes sociais

Na representacao grafica de grafos é costume usar

circulos para representar os vértices e linhas (ou 0
setas) para representar as arestas.

A direita apresenta-se um grafo orientado (e

nao pesado) cujos vértices sao o conjunto

{0,1,2,3,4,5}. Este grafo tem 10 arestas que rela- e e e

cionam alguns dos vértices do grafo.

1.1 Implementacoes

Na implementacao de grafos é costume separar-se a representacao do conjunto dos
vértices e do conjunto das arestas.
A representacao do conjunto de arestas deve permitir, de uma forma eficiente:

e determinar se uma aresta existe (e no caso dos grafos pesados, qual o seu peso)

e percorrer o conjunto dos vértices adjacentes a um dado vértice (i.e., percorrer as
arestas com uma dada origem)



Como veremos mais adiante, ha alguns algoritmos que precisam de percorrer de uma
forma eficiente a lista dos antecessores de um dado vértice.

A forma mais eficiente de aceder a informacao associada a um item é usando um array.
Mas os arrays, na generalidade das linguagens de programacao, usam como indices
numeros inteiros (nao negativos). Por essa razao é costume guardar a informagao das
arestas de um grafo como se os vértices desse grafo fossem indices de um array.

Na representacao do conjunto de vértices, e se de facto esses vértices nao forem os indices
referidos atras, deve ser armazenada a correspondéncia entre esses e os indices que lhe
estao associados na representacao das arestas.

Exemplo 1 Suponhamos que queremos usar um grafo para representar a relacdo de dependéncias
de ficheiros presente na seguinte makefile:

main: main.c ml.o m2.o0

gcc —o main main.c ml.o m2.0 @ @

ml.o: ml.h ml.c
gcc —c ml.c

m2.0: m2.h m2.c @ @

gcc —c m2.c

O conjunto dos vértices de tal grafo é V =
"main", "main.c", "ml.o", "m2.0",
"ml1.h", "ml.c", "m2.h", "m2.c"}
As dependéncias entre os vdrios ficheiros sdo @
dadas pelo grafo ao lado.
0 1 2 3 4 5 6 7

|main main.c | mi.c mi.h mi.o m2.c m2.h m2.0

Uma forma alternativa de representar os
dados deste problema passa entdo por
estabelecer uma relagdo entre os vértices
do grafo e um conjunto de indices (por
exemplo usando um array em que cada @\»
posicdo contém o nome de um ficheiro)

e um grafo cujos nodos sdo os indices

desse array.

Tal como evidenciado por este exemplo, o problema da representacao das arestas de
um grafo com N vértices pode ser resolvido assumindo que os vértices sao os numeros
{0...N — 1}. As representacoes que se apresentam a seguir assumem por iSSo esse
conjunto fixo de vértices.

1.1.1 Matrizes de Adjacéncia

A forma mais imediata de representar as arestas de um grafo consiste em usar uma
matriz em que na posicao (i,7) se encontra a informagao sobre a aresta com origem i e
destino j.

Num grafo nao pesado precisamos apenas de saber se essa aresta existe ou nao.
Trata-se por isso de uma matriz de booleanos.



Num grafo pesado precisamos de saber qual o peso da aresta, caso ela exista. Na
maioria dos casos que vamos analizar os custos das arestas nunca sao nulos, pelo
que podemos usar 0 para assinalar que uma dada aresta nao existe.

Esta representacao é conhecida como matrizes de adjacéncia.

Quando o grafo é nao orientado, a aresta com origem 7 e destino j é indistinguivel da
aresta com origem j e destino ¢. Por isso, se usarmos esta representacao teremos uma
matriz simétrica.

Uma possivel definigdo de tipos para esta representagao sera:

#define NV ... // numero de wvertices
#define NE 0 // peso da aresta que nao existe

typedef int GraphMat [NV][NV];

Exemplo 2 O grafo apresentado a direita poderia ser implementado em matrizes com as definicdes
que se apresentam a esquerda.

#define NV 6

GraphMat gl

= {{NE, 2, 7, NE, NE, NE},
{NE, NE, NE, 1, NE, NE},
{NE, NE, NE, NE, NE, 1},
{ 5, NE, NE, NE, 8, NE},
{ 3, NE, NE, NE, NE, NE},
{ 4, NE, NE, 3, 2, NE},
b

Exemplo 3 O grafo ndo pesado da pagina 2 (e reproduzido abaixo) tem a seguinte representac¢do
em matrizes (seguindo a tradi¢do do C, usamos O para representar Falso).

GraphMat g2 0 e

={{ 0, , 0, 0, 0},
{0, , 1, 0, 0}, 0

, 0, 0, 1},

0 1, 0},
0 0
1 1

, 0, 0, 0, 0, O},
IR O OO

o L L L)

Exemplo 4 O grafo n3o orientado apresentado a direita poderia ser implmentado em matrizes
com as definicdes que se apresentam a esquerda.



GraphMat g3

= {{NE, 2, 7, 5, 3, 4},
{ 2, NE, NE, 1, NE, NE},
{ 7, NE, NE, NE, NE, 1},
{5, 1, NE, NE, 8, 3},
{ 3, NE, NE, 8, NE, 2},
{

4, NE, 1, 3, 2, NE},
}

3

O custo (em termos de memoria) da representacao em matriz de um grafo com V' vértices
e I arestas é proporcional a V2, e por isso independente do ntimero de arestas do grafo.

Na maioria das aplicagoes de grafos o nimero de arestas é muito inferior ao limite
superior. Isto acontece porque a maioria dos vértices estd relacionada (i.e., existe uma
aresta) com uma percentagem muito pequena dos vértices.

e No caso de um mapa, os vértices correpondem aos cruzamentos e as arestas as
estradas.

e No caso das redes sociais, cada vértice corresponde a um utilizador e as arestas a
relagdes (directas) entre eles.

Nesses casos torna-se pouco ajuizado (e muitas vezes proibitivo) usar como representagao
do grafo uma matriz — a maioria dos elementos dessa matriz é nula. Por isso é costume
usar técnicas conhecidas de armazenamento de matrizes esparsas.

1.1.2 Listas de Adjacéncia

Uma forma de armazenar uma matriz esparsa passa por armazenar apenas os elementos
nao nulos, agrupados por linhas (por exemplo numa lista ligada). Esta representagao é
normalmente referida por listas de adjacéncia.

Uma, possivel definicao de tipos para esta representagao sera:

#define NV ... // numero de wvertices

typedef struct edge {
int dest; // destino da aresta
int cost; // peso da aresta
struct edge =xnext;

} *xEList;

typedef EList Graph [NV];

Para cada linha da matriz, i.e., para cada vértice do grafo, armazenamos apenas os ele-
mentos nao nulos da matriz (i.e., as arestas que tém esse vértice como origem), indicando
a coluna (i.e., o destino da aresta) e o seu valor (i.e., o peso da aresta).

No caso dos grafos nao pesados, a definicao poderda ser simplificada, nao incluindo o
campo cost em cada aresta.



Mais uma vez, no caso dos grafos nao orientados, é costume armazenar duas arestas
(direccionadas) por cada aresta do grafo.

Exemplo 5 O grafo ndo orientado do exemplo 4 (apresentado a direita) poderia ser implementado
em listas de adjacéncia como se mostra abaixo.

1 2
0| &T—» Y o—Ha
—_— ?: -—
1| @&1T—» p o—H
e ?:
2| o—p——( o=
=1 —
1] 4
3| &—» S —> 3 o—H
— T: ~—
4| o+—» 3 o—H
— —
0 3
5| &1—» 2 - 3 o—> > o—H

Vejamos entao como construir um grafo em listas de adjacéncia a partir de uma matriz
de adjacéncias.

Para isso devemos percorrer toda a matriz e, para cada aresta encontrada, acrescenta-
la a lista correspondente. Uma forma de garantir que, usando insercao a cabeca nas
listas, estas ficam ordenadas por ordem crescente do destino (o que é pouco relevante
na generalidade dos casos), podemos percorrer cada linha por ordem inversa.

void matTolist (GraphMat go, Graph gd){
int i, j;
EList tmp;
for (i=0;i<NV;i++){
// preencher a linha 1
gd [ 1]=NULL;
for (j=NV-1;j>=0;j—)
if (goi][j] '= NB) {
// acrescentar aresta i,j
tmp = malloc (sizeof(struct edge));
tmp—>dest = j;
tmp—>cost = go[i][j];
tmp—>next = gd[1i];
gd[i] = tmp;

Exercicio 1 Defina a fungdo void listTomat (Graph go, GraphMat gd) de conversdo
de listas de adjacéncia para matrizes de adjacéncia (inversa da anterior).



De seguida, e para exemplificar como um grafo representado em listas de adjagéncia
pode ser consultado, vamos apresentar a definicdo de uma fungéo que conta o nimero
de arestas de um grafo nesta representacao.

int nArestas (Graph g){
int r = 0; int i;
EList it; // para percorrer as listas

for (i=0; i<NV; i++)
// percorrer os adjacentes a i
for (it = g[i]; it!=NULL; it=it-—>next)
// existe aresta de i para it—>dest
4+

return r;
}

A anélise da complexidade desta funcao deve ser feita em funcdo do tamanho da repre-
sentacao do grafo. E costume desdobrar este tamanho em dois itens: V — o nimero de
vértices do grafo e F — o ntimero de arestas do grafo.

O ciclo mais exterior faz V iteracbes. As vérias instancias do ciclo interior ndo tém um
namero fixo de iteragoes: cada instancia corresponde as arestas que saem de um dado
vértice. No entanto, o somatorio do ntimero de iteragoes dessas instancias corresponde
ao numero de arestas do grafo.

Desta forma podemos concluir que

TnArestas(Va E) = G(V + E)

Note-se que esta fungdo, para a representacao de grafos em matrizes de adjacéncia,
tem uma complexidade ©(V?2) uma vez que todos os elementos da matriz terdo de ser
consultados.

1.1.3 Vector de Adjacéncia

Como vimos acima, a grande motivacao para usar listas de adjacéncia em vez de matrizes
de adjacéncia prende-se com a meméria necessaria.

Uma outra representacao, menos comum, e que resulta da compactac¢do da representacao
anterior consiste em guardar todas as arestas do grafo num tunico vector, mantendo
contiguas as arestas que tém a origem em comum.

Desta forma, e para ter acesso aos vértices adjacentes a um dado vértice precisamos
apenas de guardar os indices onde se encontram o primeiro e o ultimo.

De facto precisamos apenas de guardar o indice onde se encontra o primeiro sucessor:
o indice onde se encontra o iltimo pode ser obtido a partir do indice onde comegam os
sucessores do vértice seguinte.

Uma possivel definicdo de tipos para esta representagao sera:

#define NV ... // numero de wvertices
#define NEd ... // numero de arestas



typedef struct edgeV {
int dest; // destino da aresta
int cost; // peso da aresta
} Edge;
typedef struct {
int vertices [NV+41];
EdgeV edges [NEd];
} GraphVect;
A defini¢ao do primeiro array com mais uma componente, como veremos adiante, per-

mite uma maior simplicidade nas defini¢oes das varias fungoes de acesso aos vértices
adjacentes a um vértice.

Exemplo 6 O grafo n3o orientado do exemplo 5 poderia ser implementado em vectores de ad-
jacéncia da seguinte forma.

0 1 2 3 4 5 6
vertices | 0 [2 |3 |4 |6 |7 [10

edges

Vamos terminar esta seccao apresentando fungoes de conversao entre estas duas repre-

sentacoes.

void listToVect (Graph go, GraphVect xgd){
int i, k;
EList it :

for (i=k=0;i<NV;i++) {
gd—>vertices [i] = k;
for (it=go[i]; it!=NULL; it = it—>next){
gd—>edges [k].dest = it—>dest;
gd—>edges [k].cost = it—> cost;
k4++;
}
}
gd—>vertices [i] = k;

}

void vectToList (GraphVect xgo, Graph gd){
int i, k;
EList tmp;

for (i=0; i<NV; i++){



gd [i] = NULL;
for (k=go—>vertices|[i+1]—1;k>=go—>vertices[i];k——){
tmp = malloc (sizeof(struct edge));
tmp—>dest = go—>edges[k]. dest;
tmp—>cost = go—>edges[k]. cost;
tmp—>next = gd[1i];
gd[i]=tmp;

2 Consultas

De forma a comparar as formas de aceder a informacao de um grafo nas varias imple-
mentacoes vistas vamos apresentar algumas fungoes de consulta dessa informagao.

2.1 Peso de uma aresta

Pretende-se, dado um grafo e dois vértices, determinar, caso exista, o peso da aresta
que os liga. A fungao devera retornar verdadeiro ou falso e, em caso afirmativo, colocar
num dado enderego o peso da aresta.

No caso das matrizes de adjacéncia esta funcao executard em tempo constante pois
temos acesso directo a correspondente posicao da matriz.

int edgeWMat (GraphMat g, int o, int d, int xw){
ww = glo][d];
return (xw != NE);

}

No caso das listas de adjacéncia, a aresta deve ser procurada na lista dos vértices adja-
centes ao primeiro.

int edgeW (Graph g, int o, int d, int *w){
EList it;
int found=0;
for (it=g[o]; (it != NULL) && !found; it=it—>next)
found = (it—>dest = d);
if (found) *w = it—>cost;
return found;

}

No pior caso esta fungao percorre todos os adjacentes da lista (que podem ser no maximo
V) e por isso o seu tempo de execugao é O (V). No melhor caso o vértice o nao tem
adjacentes e a funcao executa em tempo constante.

No caso dos vectores de adjacéncia a unica diferenca reside na forma como os vértices
adjacentes sdo percorridos. A complexidade da funcdo é por isso igual a esta ultima.



int edgeWVect (GraphVect *g, int o, int d, int *w){
int k;
int found=0;
for (k=g—>vertices[o]; (k<g—>vertices[o+1]) && !found; k++)
found = (g—>edges[k].dest = d);
if (found) xw = g—>edges[k]. cost;
return found;

2.2 Grau de entrada e saida

Dado um grafo e um vértice desse grafo, o grau de entrada desse vértice define-se como o
nimero de arestas que tém esse vértice como destino. Da mesma forma, o grau de saida
de um vértice corresponde ao nimero de arestas que tém esse vértice como origem.

No caso da implementacao em matrizes de adjacéncia, estes dois problemas tém uma
resulocao idéntica uma vez que o acesso aos antecessores de um vértice se faz de forma
andloga ao acesso aos sucessores.

int indegreeMat (GraphMat g, int v){

int i, r;

for (i=r=0; i<NV; i++)
if (g[i][v] != NB) r++;

return r;

}

int outdegreeMat (GraphMat g, int v){

int i, r;

for (i=r=0; i<NV; i++)
if (g[v][i] != NE) r++;

return r;

}

Ambas as funcoes percorrem uma linha ou coluna da matriz que representa o grafo e
tém por isso uma complexidade linear no nimero de vértices do grafo (O(V)).

Nas outras representacoes apresentadas, o acesso aos sucessores de um vértice é subs-
tancialmente mais eficiente do que o acesso aos seus antecessores. Dessa foram o calculo
do grau de entrada sera bastante menos eficiente.
Vejamos em primeiro lugar as defini¢bes para grafos implementados em listas de ad-
jacéncia.
O célculo do grau de saida resume-se ao calculo do comprimento de uma lista ligada.
int outdegree (Graph g, int v){

int r=0; EList it;

for (it=g[v]; it!=NULL; it=it—>next)

r++;
return r;
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}

Uma vez que as listas de adjagéncia tém no maximo V elementos, a complexidade desta
funcao é limitada superiormente por esse valor — O(V) — o que normalmente é um
comportamento melhor do que o apresentado para a definicdo baseada em matrizes.

No caso do célculo do grau de entrada nesta representacao, e como nao temos as arestas
com um destino comum organizadas de qualquer forma, teremos que percorrer todas as
arestas e por isso o funcdo terd complexidade linear no tamanho do grafo (©(V + E)).

int indegree (Graph g, int v){
int r, i; EList it;

for (i=r=0; i<NV; i++)
for (it=g[i]; it!=NULL; it=it—>next)
if (it—>dest = v) r++;
return r;

}

No caso dos vectores de adjacéncia o cdlculo do grau de saida é particularmente eficiente.

int outdegreeVect (GraphVect g, int v){
return (g—>vertices [v+1] — g—>vertices[v]);
}

No caso do célculo do grau de entrada a complexidade é muito préxima do que se
apresentou para listas de adjacéncia.

int indegreeVect (GraphVect xg, int v){
int r, i; EList it;

for (i=r=0; i<NE; i++)
if (g—>edges[i].dest = v) r4+;
return r;

}

Estes exemplos de consulta da informacao de um grafo poe em evidéncia que a principal
diferenca na implementagao dos varios algoritmos reside na forma como os vértices ad-
jacente a um dado vértice sao percorridos. Dai que nos problemas que vamos apresentar
apenas nos foquemos na represenatacao mais comum, i.e., usando listas de adjagéncia.

Exercicio 2 Num grafo orientado e pesado, a capacidade de um vértice v define-se como
a soma dos pesos das arestas que tém v como destino (entradas em v) subtraida da soma
dos pesos das arestas que tém v como origem (saidas de v).

1. Defina uma fun¢do int capacidade (Graph g, int v) que calcula a capacidade
de um dado vértice.
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2. Defina uma fun¢do int maxCap (Graph g) que, dado um grafo determina o vértice
com capacidade maxima. Garanta que a func3o executa em tempo linear do tamanho
do grafo (e por isso que n3o se baseia na chamada repetida da fung¢do da alinea
anterior).

Exercicio 3 Dado um grafo g = (V, E'), um subconjunto C' C V diz-se uma cobertura de
g se e sO se para todas as arestas (0,d) € E se tem que (0 € C)V (d € C), i.e., o conjunto
c contem pelo menos uma das extremidades de todas as arestas do grafo.

Considere que se representam sub-conjuntos de vértices usando um array de flags. Defina
uma fun¢do int vCoverage (Graph g, int c[]) que, dado um grafo g e um conjunto
c, testa se esse conjunto é um cobertura do grafo.

Exercicio 4 Um problema muito conhecido sobre grafos consiste em determinar se é
possivel atribuir cores aos vértices do grafo de tal forma que dois vértices ligados por uma
aresta tenham cores diferentes.

Defina uma fun¢do int colorOK (Graph g, int cor[]) que, dado um grafo g e uma
coloragdo ¢ (c[x] representa a cor do vértice x), testa se essa coloragdo é vilida, i.e., se
para cada aresta (o, d) do grafo, c[o] e c[d] sdo diferentes.

Exercicio 5 Dado um grafo orientado e aciclico g = (V, E), uma sequéncia s = (v1,v3... v,
dos vértices do grafo diz-se uma ordenacao topoldgica de g se e s6 se, para cada aresta
(0,d) o vértice o aparece na sequéncia antes do vértice d.

Defina uma fun¢do int testTop (Graph g, int v[]) que testa se uma dada sequéncia
de vértices v é uma ordenacdo topoldgica de g.

Assuma que o array v contém todos os (NV) vértices do grafo sem repeticdes. Garanta que
a sua solugdo executa em tempo linear no tamanho do grafo (O(V + E)).

3 Procura e Travessias
Dado um grafo G = (V, E), um caminho em G é uma sequéncia de vértices

<1)1,’02, . ,’Un>

em que existe uma aresta entre cada par de vértices consecutivos, i.e., (v;,vi11) € E.
Os vértices vy e v, chamam-se a origem e o destino do caminho.

Uma classe importante de problemas sobre grafos consiste em determinar se dados dois
vértices o e d existe um caminho com origem o e destino d. Nesse caso dizemos que o
vértice d é alcangavel a partir de o

Este problema pode ser visto como um caso particular de determinar os vértices que sao
alcancaveis a partir de um dado vértice. Este problema é normalmente conhecido como
uma travessia do grafo (a partir de um destino).

3.1 Depth first

A definicao de caminho entre dois vértices dada acima tem uma formulacao recursiva
que facilmente se traduz num processo de determinacao de caminhos:

12



Uma sequéncia de vértices (vy,vs,...,v,) é um caminho no grafo g =
(V,E) sse

1. n =1, i.e., é uma sequéncia singular e por isso trata-se de um caminho
vazio (sem arestas);

2. (v1,v2) € E e além disso (va,...,v,) é um caminho no grafo g (de vz a

Up)-
Vejamos entao como esta definicao recursiva pode ser usada para determinar se hd um
caminho no grafo g entre dois vértices especificos.

int procura (Graph g, int o, int d){
int found = O0;

EList it :
if (o=d) found = 1;
else

for (it = g[o]; it != NULL && !found; it = it—>next)
found = procura (g,it—>dest ,d);
return found;

}

Esta definicao tem no entanto um problema: num grafo ciclico é possivel que esta funcao
nao termine. Isto porque nao temos nenhuma forma de determinar se um determinado
vértice ja foi incluido no caminho, i.e., se 0 caminho que estamos a construir nao se
trata de um caminho ciclico.

Uma forma de contornar este problema passa por adicionar aos argumentos da fungao
a informagao sobre os vértices que ja foram incluidos no caminho e evitar dessa forma
a procura usando caminhos ciclicos.

Vamos entao usar um vector adicional, passado como argumento, que marca todos os
vértices ja incluidos na procura. Esse array tera de ser inicializado (uma tnica vez) e
por isso devemos definir a fungao em dois passos: um (recursivo) que faz a procura ao
longo do grafo e um outro, anterior que comega por inicializar o referido array.

int procura (Graph g, int o, int d){
int visitados [NV]; int i;
for (i=0;i<NV;i++)
visitados[i] = 0;
return (procuraRec (g,o,d,visitados));

}

int procuraRec (Graph g, int o, int d, int v[]){
int found = 0;

EList it ;

vio] = 1;

if (o=d) found = 1;
else

for (it = g[o]; it != NULL && !found; it = it—>next)
if (! v[it—>dest])
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found = procuraRec (g,it—>dest ,d,v);
return found;

}

Exemplo 7 Para melhor entender o funcionamento desta funcio, vamos simular o seu compor-
tamento para um caso em concreto: determinar se o vértice 3 é alcancavel a partir do vértice 0 no
grafo que se apresenta abaixo (apresenta-se ainda a representagdo do grafo em listas de adjacéncia).

(0) > ][o} =

0

—

(3)
OROR0

A invocagdo da fun¢do procura comega por inicializar o array visitados com

N

o ﬂuéj sTeTe]

()]

6

vostaton— [0 ToToToTo o o]

De seguida invoca a fun¢do procuraRec com 0=0, d=3 e v=visitados. Vejamos agora a sequéncia
de invocagdes desta fungdo e o valor dos argumentos.

0 1 2 3 4 5 6
v=10]ololo]o o]0/ o0 a3
os sucessores de 0 s3do 1,2 e 3

e (para it->dest=1)

0 1 3 4 5 6
v=’1|0|0|0|0|0|0‘,o=1,d=3
o Unico sucessor de 1 é 4

— (para it->dest=4)

0 1 2 3 4 5 6
v=11]1]ofofo]o]o0] oms a3
o tnico sucessor de 4 é 1 e v[1]!=0

e (para it->dest=2)
12 3 4 5

0
v=l1]1]olol1]o]o0] o=2a=
0s sucessores de 2 sdo 4 e 5. Mas v[4]!=0

— (para it->dest=5)

0 1 2 3 4 5 6
v=l1]1]1]o]1]o]o0] o5 a=3
o Unico sucessor de 5 é 6
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* (para it->dest=6)

0 1 2 3 4 5 6
v=l1]1f1fof1]1]0] o= a3
o0 Unico sucessor de 6 é 3

- (para it->dest=3)

0 1 2 3 4 5 6
v=|1]1]1]o]1]1]1] o=3 a=s

atingimos o caso de base, i.e., 0 ramo n3o recursivo da fungdo. Vai ser retornado
o valor 1.

O array v tem como valor final ’ 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 ‘,que mostra que tivemos que

percorrer todos os vértices para concluir que 3 é alcangdvel a partir de 0.

Este exemplo poe em evidéncia uma particularidade da passagem de arrays como ar-
gumentos em C: as alteragoes feitas a um array passado como argumento sao efectivas
mesmo apos o fim da evocagao.

Dai que no final o array visitados tenha a informacao sobre quais os vértices que foram
visitados.

No exemplo em andlise foram percorridos todos os vértices do grafo. Mas tal nao era
de todo obrigatério (basta ver o que aconteceria se a fungao fosse invocada com 0=0 e
d=1).

No entanto o exemplo mostra que é relativamente ficil adaptar a definicdo acima de
forma a visitar todos os vértices alcancaveis a partir de um dado vértice.

Vejamos entao como fazer tal modificagao, definindo uma funcao que, dado um grafo e
um nodo desse grafo, determina quantos vértices sao alcangaveis a partir desse vértice.
Este problema é, tal como referido acima, conhecido como uma travessia do grafo a
partir de um vértice. A estratégia que vamos usar (idéntica & da fungdo de procura
anterior) é conhecida como travessia depth-first (da mesma forma que a fungao de
procura apresentada é conhecida como procura depth-first).

int travessiaDF (Graph g, int o){
int visitados [NV]; int i;
for (i=0;i<NV;i++)
visitados [i] = 0;
return (DFRec (g,o,visitados));

}

int DFRec (Graph g, int o, int v[]){

int count = 1;

EList it :

vio] = 1;

for (it = g[o]; it != NULL; it = it—>next)

if (! v[it—>dest])
count += DFRec (g,it—>dest ,v);
return count;

15



A principal diferenca entre as fungoes de procura e de travessia apresentadas consiste no
teste de paragem: enquanto que na procura, a funcdo termina mal encontre o destino
pretendido, na travessia sao esgotados todos os destinos possiveis e, por isso sao visitados
todos os nodos alcancgéveis a partir do vértice inicial.

Exemplo 8 Um grafo n3o orientado diz-se ligado sse existe pelo menos caminho entre qualquer
par de vértices.

Uma componente ligada de um grafo n3o orientado G n3o é mais do que um sub-grafo ligado de
G.

A funcdo DFRec acima pode ser usada para determinar o tamanho (ndmero de vértices) da maior
componente ligada de um grafo n3o orientado.

int maiorCL (Graph g) {
int visitados [NV]; int i;
int max=0, c;
for (i=0;i<NV;i++)
visitados[i] = 0;

for (i=0; i<NV; i++4)
if (visitados [i] = 0){
¢ = DFRec (g,i,visitados);
if (c>max) max=c;

return (max);

}

Mais uma vez estamos a tirar partido do mecanismo de passagem de arrays como argumentos do C,
em que as alteracdes feitas a tais arrays persistem apds a invocagdo da fungio.

Exercicio 6 Um grafo ndo orientado diz-se bi-partido sse é possivel particionar o conjunto
de vértices V' em dois conjuntos disjuntos Vy e V) tais que todas as arestas do grafo tém
uma das extremidades num dos conjuntos e a outra no outro.

Defina uma fungdo int biPartite (Graph g) que testa se um grafo ndo orientado é
bi-partido.

A funcao de travessia apresentada da como resultado o niimero de vértices alcancaveis.
H& ainda outro resultado que é fécil retornar: o conjunto dos vértices visitados. Essa
informacao estd presente no array (local) visitados apds a invocagdo de DFRec: o0s
vértices alcangdveis sao exactamente aqueles para os quais o array visitados tem o
valor 1.

Para que essa informagao seja visivel do exterior serd necessario que o dito array deixe
de ser local e passe a ser passado como argumento & funcao de travessia.

Uma informacao adicional que pode ser obtida com uma pequena alteracdo da funcao
de travessia diz respeito as arestas usadas nessa travessia. A cada vértice visitado estd
associado o caminho que foi usado para 14 chegar a partir da origem. Todos esses
caminhos, com uma origem em comum formam uma arvore.

Exemplo 9 Se no grafo do exemplo anterior fizermos uma travessia depth-first a partir do vértice
0, as arestas usadas sdo as que se mostram a bold. Do lado direito podemos ver essas arestas como
uma 4rvore cuja raiz é o vértice 0.
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Uma forma usual de representar estas arvores baseia-se numa propriedade simples das
arvores: cada nodo da &rvore (com excepcao para a raiz) tem exactamente um an-
tecessor. Dessa forma, a informacao pode ser representada com um array em que na
posicao i se encontra o antecessor do vértice 3.

(AL

Exemplo 9 (continuagao) A 3rvore apresentada no exemplo anterior pode ser representada
pelo seguinte array de antecessores:

0 1 2 3 4 5 6

-1] 0061 ]2]3

O valor -1 como antecessor do vértice O assinala que a raiz da arvore é o vértice 0.

A funcéo seguinte de travessia depth-first incorpora a construcao desta drvore na de-
finicdo apresentada atras.

int travessiaDF2 (Graph g, int o, int p[]){
int visitados [NV]; int i;
for (i=0;i<NV;i++){

visitados[i] = 0;
p[i] = -2

}

plo] = —1;

return (DFRec2 (g,o,visitados ,p));

}

int DFRec2 (Graph g, int o, int v[], int p[]){

int count = 1;
EList it ;
vio] = 1;

for (it = gf[o]; it != NULL; it = it—next)
if (! v[it—>dest]) {

17



plit—>dest] = o;
count += DFRec2 (g,it—>dest ,v,p);

}

return count;

O uso do array visitados nao é estritamente necessario. Pode-se verificar que v[i] ==
0 sse pli] == -2. Desta forma a definicao acima pode ser reescrita.

int travessiaDF2 (Graph g, int o, int p[]){

int i;

for (i=0;i<NV;i++)
pli] = =2

plo] = —1;

return (DFRec2 (g,o,p));
¥

int DFRec2 (Graph g, int o, int p[]){

int count = 1;
EList it ;
for (it = gf[o]; it != NULL; it = it—next)
if (p[it—>dest] = —2) {
plit—dest] = o;

count += DFRec2 (g,it—>dest ,p);

}

return count;

3.2 Breadth First

A estratégia de travessia apresentada acima usa a recursividade como mecanismo de
navegagao sobre o grafo. Uma outra forma de fazer uma travessia passa pela manutencao
explicita da informagao sobre quais os vértices que devem ainda ser visitados.

Uma forma de armazenar tal informacao é usando uma fila (queue) onde os varios
vértices candidatos a serem visitados vao sendo adicionados. O processo termina quando
ja nao houver vértices nessa fila.

Esta estratégia é conhecida como breadth-first.

int travessiaBF (Graph g, int o){
int visitados [NV];
Queue q;
int count=0;
EList it :

q = emptyQueue ();
enqueue (q,0);
visitados[o] = 1;
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while (! empty (q)) {
o = dequeue (q);
count—++;
for (it=glo]; it
if (!
enqueue (q,it—>dest)

|= NULL;

}

return count;

}

it=it —>next)
visitados [it —dest|)

A queue usada nesta funcao tem algumas caracteristicas que nos permitem uma im-
plementagao muito simples: (1) nunca tem mais do que NV elementos e (2) nunca um

vértice pode entrar na queue mais do que uma vez.

Assim sendo podemos implementar esta queue com um array de (NV) inteiros (vértices)

juntamente com dois indices inicio e fim que marcam as extremidades da queue.

int travessiaBF (Graph g, int o){

int visitados [NV];

int q[NV];

int count=0;
EList it;

inicio = fim = 0;
q[fim++] = o;
visitados[o] = 1;

while (inicio < fim) {
o = q[inicio++];

int inicio, fim; //Queue q;

//d = emptyQueue ();
//enqueue (q,0);

//! empty (q)
//o = dequeue (q);

it=it —>next)

count-+4+;
for (it=glo]; it != NULL;
if (! visitados[it—>dest])

q[fim++] = it —>dest;

}

return count;

}

//enqueue (q,it—>dest)

Tal como fizemos com a travessia em profundidade, podemos construir a drvore associada
a travessia usando um array de antecessores que é passado como argumento (e que servird
ainda para desempenhar o papel do array visitados).

int travessiaBFTree (Graph g, int o, int ant[]){

int q[NV]; int inicio, fim,
int count=0;
EList it;
for (i=0; i<NV; i++)
ant [1] = —2;
inicio = fim = 0;

q[fim++] = o;

1
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ant[o] = —1;
while (inicio < fim) {
o = q[inicio++];

count-++;
for (it=glo]; it != NULL; it=it—>next)
if (ant[it—>dest] = —2){
ant [it —>dest]| = o;

q[fim++4] = it —>dest;
1
}

return count;

Exemplo 10 Vamos exemplificar o funcionamento da funcio de travessia em largura usando para
isso o grafo apresentado no exemplo 7 a partir do vértice 0. Para isso vamos apresentar os estados
do array ant e da queue q para cada itera¢do do ciclo while.

(0) > ][o}—=

0

—_

o ﬂug sTeTe]

5 CE®) [
6 _'@E—'
W=D LD ) e BTl

O vértice que serd removido da queue serd 0 = q[inicio]. Serdo acrescentados a queue os
seus sucessores n3o visitados (1, 2 e 3).

2. inicio = 1; fim = 4; count = 1;
2 3

0 4 6 0 1 2 3 4 5 6
a=10l1l2]s][2]7]2]iam=[a]0o]ofo]2]2]2]
glinicio]. Serd acrescentado a queue o seu

O vértice que serd removido da queue serd 1
sucessor ngo visitado (4).

3. inicio = 2; fim = 5; count = 2;

0 6 0 1 2 3 4 5 6
a=lo]1]2]s]al2]2)iane=]1]0]o]o]1][2]=2]
O vértice que serd removido da queue serd 2 = q[inicio]. Serad acrescentado a queue o seu
sucessor ndo visitado (5).
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4. inicio = 3; fim = 6; count = 3;

0 6 0 2 3 4 5 6
a=|ol1l2]s]als]2]iant=]1]o]o]o]1]2]=2]
O vértice que sera removido da queue serd 3 = qlinicio]. N3o serd acrescentado a queue
nenhum vértice (o sucessor de 3 é apenas 5 que ja foi acrescentado a queue.

5. inicio = 4; fim = 6; count = 4;

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
a=lo]1]2]3]a]ls][7)iane=]a]o]ofo]1]2]2]
O vértice que sera removido da queue serd 4 = q[inicio]. N3o serd acrescentado a queue
nenhum vértice.

6. inicio = 5; fim = 6; count = 5;

) 12 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
a=0]1]2[3]a]ls]2]iam=]1]o0]ofo]1]2]=2]
O vértice que serd removido da queue serd 5 = q[inicio]. Serd acrescentado a queue o seu
sucessor n3o visitado (6).

7. inicio = 6; fim = 7; count = 6;
1 2 3

4 6 0 1 2 3 4 5 6
a=|ol1]2]s]a]s]6]ian=]1]0]ofo]1]2]5]
O vértice que sera removido da queue serd 6 = q[inicio]. N3o serd acrescentado a queue
nenhum vértice.

8. inicio = 7; fim = 7; count = 7;
1 2 3 4

6 0 4 6
q=0]1]2[3]a]s]6)iam=1]0]ofo]1]2]5]
A queue estd vazia e por isso o ciclo termina.

1 2

As arestas usadas s3o as que a seguir se apresentam a bold. Do lado direito podemos ver essas
arestas como uma 4rvore cuja raiz é o vértice O e que se encontra armazenada no array ant.

@
ONOTCRC
®)

Esta estratégia de percorrer todos os vértices alcancaveis a partir de um dado vértice
pode ser generalizada permitindo resolver outros problemas de grafos.

Assim, o processo resume-se a manter o conjunto de vértices do grafo particionado em
trés conjuntos disjuntos:

e visitados Vj

e cm visita V3
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e nao visitados V5
Com a seguinte propriedade (invariante):

os vértices em V) sao todos os vértices que nao pertencem a Vj mas que tém
uma aresta que os liga a um elemento de Vj.

O conjunto V; é muitas vezes referido como a orla (ou fronteira).
Os algoritmos baseados neste conceito de orla evoluem entao da seguinte forma:

enquanto o conjunto Vi ndo for vazio

e escolher um vértice v de Vj

e adicionar v a V| removendo-o de V)

e para todos os vértices z adjacentes a v que estejam em V5
— adicionar = a Vi removendo-o de V5

No caso da travessia breadth-first o conjunto V; (orla) é representado pela queue q e o
conjunto V5 corresponde aos vértices i para os quais ant[i] == -2.

Exemplo 10 (continuagao) Abaixo apresenta-se a evolugdo do algoritmo de travessia breadth-
first em termos do estado da orla.

goy
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A estratégia abstrata apresentada garante-nos algumas propriedades importantes:

e Terminacao Uma vez que o conjunto de vértices é finito e cada iteracao do ciclo
faz com que o numero de vertices visitados (Vj) aumente sempre (cada iteragao
acrescenta a Vp um vértice que 14 ndo estava).

e Exaustivo, i.e., todos os vértices alcancdveis sao visitados.

No caso da travessia breadth-first a orla (V4) é implementada como uma queue: a
operacao de escolha de um vértice da orla é implementada com uma operacao de dequeue.
Isto significa que os vértices sao retirados por ordem cronoldgica (first-in-first-out). Este
facto garante duas outras propriedades adicionais.

e Os vértices sao visitados por ordem crescente da sua distancia (nimero de arestas
do caminho) a origem.

e Os caminhos encontrados (do vértice inicial a todos os outros vértices alcangaveis)
sao os mais curtos (em termos do nimero de vértices do caminho).

Exercicio 7 Defina uma fun¢do int adist (Graph g, int o, int k) que calcula quan-
tos vértices do grafo ndo pesado g estdo a distancia k do vértice o.

Exercicio 8 Considere que se usa um grafo pesado e orientado para representar uma rede
de distribuicao de dgua. Os vértices correspondem as bifurcacdo enquanto que os pesos das
arestas representam a sec¢do do tubo que liga as bifurcacgdes.

Defina uma fun¢do int haligacao (Graph g, int o, int d, int sec) que determina
se hda uma ligagdo do vértice o até d usando apenas tubos com sec¢do superior a sec.
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Exercicio 9 Considere um grafo com 101 vértices (0 a 100) onde existe uma aresta do
vértice a para o vértice b sse b é um miltiplo de a (i.e., a é um divisor de b). Por exemplo,
os sucessores do vértice 15 sdo 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90. Apresente a arvore produzida
pelas travessias breadth-first e depth-first quando invocadas neste grafo a partir do vértice
10.

Exercicio 10 Defina uma fun¢do int caminhoValido (Graph g, int o, char p[])
que, dado um grafo pesado g cujos pesos sdo caracteres, um vértice o e uma string p,
determina se existe no grafo g um caminho a partir do vértice o cujos pesos correspondam
a string p.

3.3 Ordenacgao topoldgica

Dado um grafo orientado e aciclico g = (V| E), uma sequéncia s = (v1,vs...v, dos
vértices do grafo diz-se uma ordenacgao topoldgica de g se e s6 se, para cada aresta
(0,d) o vértice o aparece na sequéncia antes do vértice d.

O célculo de uma ordenacao topoldgica pode ser feito baseado numa das travessias
apresentadas atras.

3.3.1 Algoritmo de Kahn

A estratégia usada por este algoritmo baseia-se em construir a sequéncia usando em
cada momento a informacao sobre quantos antecessores de cada vértice é que ainda nao
apareceram na dita sequéncia.

O primeiro passo do algoritmo inicializa essa informacao, contando, para cada vértice,
o nimero de antessores (indegree).

Este passo permite-nos determinar quais o(s) vértices que podem iniciar a ordenagao
topoldgica — aqueles que nao tém antecessores.

O algoritmo prossegue escolhendo um vértice que possa aparecer na sequéncia e mar-
cando todos os seus sucessores como tendo menos um antecessor por visitar.

Para optimizar o processo de escolha de um vértice que possa aparecer na sequéncia, os
vértices candidatos sao armazenados, tipicamente numa queue.

Exemplo 11 Considere-se o seguinte grafo orientado

24



0. A inicializacdo calcula o grau de entrada de cada vértice. Daqui resulta que foi encontrado
um vértice sem antecessores.

1. A inclusdo do vértice 5 vai decrementar o niimero de antecessores n3o visitados de 1, 2 e 7.
Este ultimo passa a ter 0 como nimero de antecessores a visitar e por isso serd o préximo a
ser incuido na ordenacdo.

2. Ainclus3o do vértice 7 vai decrementar o nimero de antecessores nao visitados de 6 e 3. Este
Ultimo passa a ter 0 como nlimero de antecessores a visitar e por isso serd o préoximo a ser
incuido na ordenac3o.

3. A inclusdo do vértice 3 vai decrementar o nimero de antecessores n3o visitados de 0, 4 e 6.
Estes dois tltimos passam a ter 0 como niimero de antecessores a visitar e por isso podem ser
incuidos na ordenacgdo.
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4. A inclusdo do vértice 4 vai decrementar o niimero de antecessores n3o visitados de O e 1. Este
ultimo passa a ter 0 como nimero de antecessores a visitar e por isso pode ser incuido na
ordenacdo.

1 0 1

1 0 1

6. A inclusdo do vértice 1 vai decrementar o nimero de antecessores n3o visitados de 0 e 2, que
passam a ter O como nimero de antecessores a visitar.
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9. O algoritmo termina pois ja ndo hd vértices disponiveis para acrescentar a sequéncia.

Vejamos entao a codificacao das varias partes deste algoritmo.

e O passo inicial corresponde a calcularmos o grau de entrada de cada vértice.
for (v=0; v<NV; v++) nant [v]=0;
for (v=0; v<NV; v++)
for (it=g[v]; it!=NULL; it=it-—>next)
nant [ it —>dest]++;

27



e depois de calculado o grau de entrada, podemos inicializar a queue com todos os
vértices sem antecessores.

inicio=fim=0; // queue wvazia
for (v=0; va\V; v++)
if (nant[v]==0)
qlfim++|=v; // enqueue (v)

e 0 algoritmo prossegue retirando por cada passo um elemento da queue e actuali-
zando os numeros de antecessores de cada vértice afectado.

i=0;
while (inicio<fim) { // queue nao vazia
v = q[inicio++]; //dequeue
seq[i++] = v;
for (it=g[v]; it!=NULL; it=it-—>next){
nant [ it —>dest]——;
if (nant[it—>dest] = 0)
q[fim++] = it—>dest; // enqueue

}

Uma optimizacao que é costume fazer baseia-se na observacao de que nesta tltima
fase as varidveis inicio e i tém o mesmo valor, pelo o array seq pode ser usado
para guardar a queue.

int khanTS (Graph g, int seq]]){
EList it
int v;
int inicio, fim; // queue
int nant[NV]; // numero de antecessores
// calculo do grau de entrada
for (v=0; v<aNV; v++) nant [v]=0;
for (v=0; vaA\V; v++)
for (it=g[v]; it!=NULL; it=it—>next)
nant [it —>dest]|++;
// inicializacao da queue
inicio=fim=0; // queue wvazia
for (v=0; v<NV; v++)
if (nant[v]==0)
seq [fim++]=v; // enqueue (v)
// construcao da ordenacao
while (inicio<fim) { // queue nao vazia
v = seq[inicio++]; //dequeue
for (it=g[v]; it!=NULL; it=it-—>next){
nant [ it —>dest]——;
if (nant[it—>dest] = 0)
seq [fim++] = it—>dest; // enqueue
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}
}
return inicio;

}

Esta fungéo retorna o valor da variavel inicio que, como ji dissemos, corresponde ao
nimero de elementos colocados na sequéncia. Em caso de sucesso, i.e., se for possivel
obter uma ordenacao topolédgica do grafo este valor sera igual ao niimero de vértices do
grafo.

Mas nem sempre € possivel obter tal ordenacao. E isso acontece exactamente quando o
grafo tiver pelo menos um ciclo. Nesse caso, os vértices que compoe os ciclos e todos os
seus alcangaveis nao aparecerao na sequéncia (o nimero de antecessores nunca chega a
ser 0).

Esta observacdo é no entanto 1til para outro propdsito: uma forma de determinar se
um grafo é ou nao ciclico consiste em calcular o tamanho da sequéncia retornada por
esta funcdo e determinar se esse nimero correponde ao nimero de vértices do grafo.

3.3.2 Algoritmo de Tarjan

O algoritmo apresentado atras tem algumas semelhancas com uma travessia breadth-
first: é controlado por uma queue com os vértices candidatos a serem incluidos na
sequéncia.

Uma forma alternativa de fazer uma ordenacao topolégica é baseada na travessia depth-
first. Ha no entanto alguns problemas que tém que ser tratados para que tal estratégia
possa produzir o efeito desejado.

Em primeiro lugar deve ser possivel determinar se a ordenacao é possivel, i.e., se o grafo
tem ou nao ciclos. Em segundo lugar devemos ter em atencao que a partida nao sabemos
se um dado vértice pode ou nao aparecer no inicio da sequéncia.

O segundo problema é relativamente facil de resolver se comecarmos por calcular a
sequéncia por ordem inversa: a inclusao de um vértice em tal sequéncia (invertida) far-
se-4 depois de incluidos todos os vértices alcangaveis a partir dele. Além disso, uma
travessia a partir de um tunico vértice pode nao ser suficiente para percorrer todo o
grafo, pelo que devem ser iniciadas travessias suficientes para garantir que todo o grafo
é visitado.

A forma de resolver o primeiro problema consiste em incluir no processo a informacao
sobre os vértices que estao a ser visitados.

O algoritmo de travessia depth-first apresentado atras usa um array visitado em que
cada posicao determina se ja foi ou nao iniciada uma travessia a partir desse vértice. A
primeira acc¢ao que a fungao faz é colocar 1 (true) na posicao correspondente ao vértice
a ser visitado.

Em vez disso vamos usar um array estado em que cada posi¢ao i pode estar um de trés
valores possiveis:

e 0 se nunca foi iniciada uma travessia a partir do vértice i. Dizemos que o vértice
i estd nao visitado.

e 1 se ja foi iniciada uma travessia a partir do vértice i mas ainda nao terminou.
Dizemos que o vértice i esta em visita.
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e 2 se ja terminou uma travessia iniciada no vértice i. Dizemos que o vértice i
estd visitado.

Esta alteracéo pode ser feita facilmente: a actualizacao do estado de cada vértice deve
ser feita (1) no inicio de cada travessia (a primeira instrugao) o vértice deve ser marcado
como em visita e (2) no final (dltima instrugao) o vértice deve ser marcado como
visitado e adicionado ao final da sequéncia.

Por uma questao visual é ainda costume caracterizar estes estados dos vértices usando
o seguinte cddigo de cores:

e Branco para os vértices nao visitados,
e Preto para os vértices visitados,

e Cinzento para os vértices em visita.

Antes de prosseguirmos na codificagao desta solucdo convém atentar numa propriedade
(invariante) importante sobre esta transformacao:

FEm cada estado do processo existe um caminho que liga todos os vértices
marcados como em visita.

Esta observagao é crucial para a deterinagdo da existéncia de ciclos (e consequente
insucesso da ordenagao topoldgica): se nos depararmos com um sucessor do vértice em
analise para um outro cujo estado seja em visita foi detectado um ciclo.

int tarjanTS (Graph g, int seq]]){
int color [NV];
int v,j,t,r;
for (v=0;v\V;v++)
color [v] = 0; // WHITE

r=1; t=0;
for (v=0; va\V; v++)
if (color[v] = 0)

t+=dfirst TopSort (g,v,color ,&r,seq+t);
//inverter sequencia
for (v=0, j=t; v<j; v++,j—)

swap (seq,v,j);
return r;

}

O primeiro passo desta fungao consiste em inicializar o estado de cada vértice (array
colors) como nao visitado (0).

De seguida vai-se invocando a funcao de travessia (dfirstTopSort) até que todos os
vértices passem a visitados. A fungdo dfirstTopSort retorna o nuimero de vértices que
foram colocados em seq. Dai que, de uma invocagao para a outra tenha que lhe ser
passado como argumento uma seccao do array diferente (os primeiros t elementos ja
estao preenchidos).

Finalmente a funcao tarjanTS inverte a ordem da sequéncia produzida.

O valor de retorno da funcao (valor da varidvel r) é inicializado a 1 e eventualmente
mofificado pela funcao dfirstTopSort caso seja detectado um ciclo.
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int dfirstTopSort (Graph g, int o, int color|[],
int xsuccess, int seq[]) {

int t;

EList it;
color[o]=1; // GREY
t=0;

for (it=g[o]; it!=NULL; it=it—>next)
if (color[it—>dest] = 0) // WHITE
t+=dfirst TopSort (g,it —>dest ,color ,success ,seq+t );
else if (color|[it—>dest]==1) //GREY

xsuccess=0;

seq [ t++]=0;
color [0]=2; //BLACK
return t;

Exemplo 12 Vejamos ent3o a evolucio deste algoritmo para o grafo usado no exemplo anterior.

Vamos analisar os estados dos varios vértices bem como do array seq. Para facilitar a leitura vamos
representar o estado dos vértices usando um circulo sombreado para representar os vértices em visita
e um quadrado para representar os vértices ja visitados. Os vértices ndo visitados serdo representados
por um circulo ndo sombreado.
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1: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 0. | 2¢ Como o vertice 0 nao tem sucessores termina
Este é marcado como em visita a visita: o vértice é marcado como visitado e
adicionado a sequéncia.

3: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 1. 4: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 2.
Este é marcado como em visita. Este é marcado como em visita.

0
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5: Como o vértice 2 n3o tem sucessores termina
a visita: o vértice é marcado como visitado e
adicionado a sequéncia.

7: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 3.
Este é marcado como em visita.
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6: Como o vértice 1 n3o tem mais sucessores
termina a visita: o vértice é marcado como visi-
tado e adicionado a sequéncia.

8: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 4.
Este é marcado como em visita.




9: Como o vértice 4 n3o tem sucessores nio
visitados termina a visita: o vértice € marcado
como visitado e adicionado a sequéncia.

11: Como o vértice 6 ndo tem sucessores ter-
mina a visita: o vértice é marcado como visitado
e adicionado a sequéncia.
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10: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 6.
Este é marcado como em visita.

12: Como o vértice 3 n3o tem mais sucessores
termina a visita: o vértice é marcado como visi-
tado e adicionado a sequéncia.
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13: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 5.

Este é marcado como em visita.

0 |e— 1

0(2)|1]|14(6]3

15: Como o vértice 7 nd3o tem sucessores ndo
visitados termina a visita: o vértice é marcado
como visitado e adicionado a sequéncia.

021|146 ]|3]|7

14: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 7.

Este é marcado como em visita.

0 |&— 1

4] |6

: (.

0]2]1

4 (6|3

16: Como o vértice 5 ndo tem sucessores n3o
visitados termina a visita: o vértice é marcado
como visitado e adicionado a sequéncia.

0|l2|1(4|6|3|7]|5

Uma diferenga funcional importante entre este algoritmo e o algoritmo de Kahn é que
neste casoé produzida uma sequéncia com todos os vértices do grafo, mesmo quando o
grafo é ciclico. A informagao sobre a validade de tal sequéncia como uma ordenagao
topoldgica pode ser obtida a partir do valor (16gico) que a fungao retorna.

Exercicio 11 Considere o grafo g ao lado tal como apresentado no exemplo 10.
Diga qual o contelido do array seq apds a invocacdo de tarjanTS (g,seq)
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ONOR0O

3.4 Componentes fortemente ligadas

Um grafo orientado G = (V, E) diz-se fortemente ligado sse para qualquer par de vértices
(a,b) € V? existe um caminho em G de a para b.

Uma componente fortemente ligada de um grafo é um subgrafo fortemente ligado.

O problema que vamos resolver nesta seccao é a determinacao das componentes forte-
mente ligadas de um grafo orientado.

O algoritmo que vamos estudar, da autoria de Tarjan, é uma adaptacao da travessia
depth-first apresentada atras e baseia-se na seguinte propriedade:

Dois vértices u e v estao na mesma componente ligada se e s6 se adj(u) =
adj(v).

O célculo de uma ordenacao topoldgica a partir de uma travessia depth-first foi possivel
gracas a aumentarmos a informacao disponivel sobre cada vértice ao longo do processo.
No algoritmo original apenas precisamos de saber se um dado vértice estava ou nao
visitado. No calculo da ordenacao topoldgica passamos a incluir a informacao sobre o
inicio e o fim da visita de cada vértice.

A primeira ideia chave para conseguir identificar as componentes fortemente ligadas de
um grafo consiste em atribuir a cada nodo um niimero sequencial que marca o inicio da
visita de cada nodo. Além disso, calcula-se para cada vértice, o menor dos nimeros de
entrada de todos os seus alcancaveis. Uma vez que todos os vértices de uma componente
fortemente ligada tém o mesmo conjunto de vértices alcancdveis, este valor minimo vai
ser comum.

A segunda ideia chave deste algoritmo sera usada para determinar de uma forma eficiente
os vértices que tém essa componente em comum.

A primeira versao que vamos apresentar apenas explora a primeira ideia e por isso
calcula apenas quantas componentes fortemente ligadas existem num dado grafo.

Tal como acontecia com a travessia depth-first, vai ter que existir um primeiro passo
(n&o recursivo) de inicializacdo das varias varidveis de estado: color (estado de cada
vértice) e tStamp (ndmero de ordem do inicio das travessias).

Além disso, e de forma a percorrer todos os vértices do grafo, esta fungéo deverd fazer
tantas invocagoes a funcao recoursiva quantas sejam necessarias.

int tarjanSCC (Graph g){
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int color [NV], tIn[NV], mtln[NV];
int i; int tStamp = 0;
int r=0;

for (i=0; i<NV; i++)
color [i] = 0; // WHITE

for (i=0;i<NV;i++)
if (color[i|==0) // WHITE
r+=sccRec (g, &tStamp, i, color, tIn, mtln);
return r;

¥
int sccRec (Graph g, int xtStamp, int v,
int color[], int t[], int M[]){
EList it;
int r=0;
color [v]= 1; //GREY
M[v]= t[v]= *tStamp-++;
for (it=g[v]; it!=NULL; it=it—>next)
if (color[it—>dest] != 2) { // not BLACK
if (color|[it—>dest = 0]) // WHITE
r+=sccRec (g,tStamp, it —>dest ,color ,t ,M);
if (M[it—>dest] < M[v])
M[v]=M]it —>dest |;
}
if M[vl==t[v]) r++;
color [v]=2; //BLACK
return r;
¥

Exemplo 13 Vejamos entdo a evolucdo deste algoritmo para o seguinte grafo.

GA
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Vamos analisar os estados dos varios vértices. Vamos representar o estado dos vértices usando um
circulo sombreado para representar os vértices em visita e um quadrado para representar os vértices
ja visitados. Os vértices ndo visitados serdo representados por um circulo ndo sombreado.

1: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 0
no instante 0. Este é marcado como em visita.

2: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 2
no instante 1. Este é marcado como em visita.

3: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 5
no instante 2. Este é marcado como em visita.

5: Como o vértice 3 ndo tem mais sucessores ndo
visitados n3o se iniciam quaisquer travessias. O
valor de M[3] ¢ actualizado para 0 (M[0]).

4: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 3
no instante 3. Este é marcado como em visita.

6: Como o vértice 5 n3o tem mais sucessores
ndo visitados n3o se iniciam outras travessias. O
valor de M[5] ¢ actualizado para 0 (M[3]).
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7: Como o vértice 2 n3o tem mais sucessores
nao visitados n3o se iniciam outras travessias. O
valor de M[2] é actualizado para 0 (M[5]).

8: Como o vértice 0 n3o tem mais sucessores
ndo visitados ndo se iniciam outras travessias.
O valor de M[0] é actualizado para 0 (M[3]).
Como M[0]==t[0] foi descoberta uma compo-
nente fortemente ligada.

9: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 1
no instante 4. Este é marcado como em visita.

11: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 6
no instante 6. Este é marcado como em visita.

39

10: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 4
no instante 5. Este é marcado como em visita.

12: Inicia-se uma travessia a partir do vértice 7
no instante 7. Este é marcado como em visita.




13: Como o Vértice 7 n3o tem mais sucessores
nao visitados n3o se iniciam outras travessias. O
valor de M[7] é actualizado para 6 (M[61).

15: Como o Vvértice 4 n3o tem mais sucessores
n3o visitados n3o se iniciam outras travessias.
Como M[4]==t[4] foi descoberta uma compo-

14: Como o vértice 6 n3o tem mais sucessores
ndo visitados ndo se iniciam outras travessias.
Como M[6]==t[6] foi descoberta uma compo-
nente fortemente ligada.

16: Como o vértice 1 n3o tem mais sucessores
n3o visitados n3o se iniciam outras travessias.
Como M[1]==t[1] foi descoberta uma compo-

nente fortemente ligada. nente fortemente ligada.

t=0 t=4 t=0 t34
0 M=0 1 M=4 0 M:O 1 M+4
t¥3 tx3
t=1 tES t=1 tES
veg] |2 ]3_ M0 lll veol | 2 3 | Mo 41
t=2 tH6 t= t=2 156 t=
M=0 5 M6 6 7 M= M=0 o M#6 6 7 M=

A funcao apresentada apenas calcula o nimero de componentes fortemente ligadas de
um grafo. O exemplo acima ilustra como no final da fungao hé informacao suficiente para
determinar para cada par de vértices se eles se encontram ou nao na mesma componente
ligada. De facto dois vértices u e v estarao na mesma componente ligada sse M[u]==M[v].
A segunda ideia chave do algoritmo de Tarjan resolve o problema de determinar quais os
vértices que pertencem a uma mesma componente com muito pouco esforco adicional.
Para isso usa-se uma stack onde os vértices vao sendo adicionados a medida que as
travessias se iniciam. Mal uma componente fortemente ligada é descoberta, os vértices
que a compde sao os que se encontram no topo da dita stack, limitados pelo vértice onde
a componente foi descoberta.

Exercicio 12 Considere que no cdlculo das componentes fortemente ligadas de um grafo
se pretende que se pretende obter como resultado, para além do nimero de componentes
existentes, os vértices que compdem essas componentes. Essa informacgdo serd retornada em
dois arrays (passados como argumento):
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e seq onde os vértices das varias componentes s3o listados
e comp onde se indica a posicdo no array seq onde termina cada componente.

Relativamente ao exemplo analisado, a fungdo deverd retornar 4 e os arrays deveriam ser
preenchidos com:

vooq 3 s 2o 7 s a1

conp_ [ 6] 7] 5]

3.5 Fecho transitivo

Dado um grafo nao pesado G = (V, E) o seu fecho transitivo Gt = (V, E™) em que
existe uma aresta de o para d em ET sse existe em G um caminho com origem o e
destino d.

O grafo G ¢é muitas vezes referido como o grafo dos caminhos ou da conectividade.

O célculo do fecho transitivo de um grafo pode ser feito por repetidas travessias, uma a
partir de cada vértice) do grafo original.

A definicao seguinte usa a fungdo DFRec apresentada atras e calcula o resultado sob a
forma de uma matriz de adjacéncia.

void tclosure (Graph g, GraphMat gp){
int v,i;
for (v=0;v<NV;v++){
// inicializa¢do da linha v
for (i=0; i<NV; i++)
gp[v][i] = 0;
DFRec (g,v.gp[v]);

}

Uma vez que a fungao DFRec é linear no tamanho do grafo, i.e., Tpprec(V, F) = O(V+E)
e esta definicdo implica a invocacdo dessa func@o tantas vezes quantos os vértices do
grafo, o esfor¢o computacional envolvido é dado por

thlosure(V7 E) = @(V * (V + E))

No caso de grafos pouco densos, i.e., em que E = O(V), esta definigao é bastante eficiente
(©(V?)). Mas para o caso de grafos densos, i.e., em que E = ©(V?) a complexidade
desta funcio passa a O(V3).

Exercicio 13 Defina a fun¢do void tclosure (Graph g, Praph GP) como uma adap-
tacdo da funcdo tclosure apresentada acima de forma a calcular o resultado sob a forma
de listas de adjacéncia.

41



3.5.1 Algoritmo de Warshall

O algoritmo de Warshall para o cédlculo do grafo da conectividade de um grafo nao
orientado é um exemplo classico de programacao dinamica e baseia-se em iterar sobre
todos os vértices do grafo:

I={}

Gt — ...

while (I #V)
let xeV -1
O+ — ...
I=TU{x}

Preservando o seguinte invariante:

Em cada iteracao do ciclo o grafo GT contem a informacao sobre os ca-
minhos em G que usam como nodos intermédios os vértices pertencentes
al.

Este invariante, aliado a condicao do ciclo garante que no final o grafo G4 contem a
informacao pretendida. De facto quando o ciclo termina, i.e., (I = V) o invariante
coincide com a definicao de G.

As partes por completar nesta definicao devem garantir o resto da correcgao do ciclo,
ie.,

1. que o invariante é valido antes da primeira iteragao e
2. que a sua validade é preservada de uma iteracao para a seguinte.

De forma a garantirmos que o invariante comeca por ser verdadeiro temos que iniciar
G* com um grafo que tem uma aresta de u para v sse existe um caminho em G sem
vértices intermédios (I é vazio inicialmente). Ora isto quer dizer que existird uma
aresta em G sse existir uma aresta em G.

Quanto ao segundo ponto, devemos garantir que para o vértice x escolhido incluimos
todos os caminhos em que esse vértice surge como vértice intermédio. Para tal basta
acrescentar uma aresta (u,v) sempre que ja tenha sido descoberto um caminho de u
para x e outra de x para v.

void warshall (Graph g, GraphMat gp){
EList it;
int u, v, x;
// inicializa¢do de gp
for (u=0; u<NV; ut++) {
for (v=0; vA\V; v++)
gplu][v] = NE;
for (it=g[u]; it!=NULL; it=it—>next)
gp[v][it—>dest] = 1;
¥
//adi¢cao de arestas
for (x=0; x<NV; x++)
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for (u=0; u<NV; u++)
for (v=0; va\V; v++)
gplul[v] = gp[u][v] [
\ (gp[u][x] && gp[x][v]);

O ciclo de adigao de arestas pode ser optimizado, evitando algumas iteracoes do ciclo
mais interior.

for (x=0; xNV; x++)
for (u=0; u\V; u++)
if (gp[u][x])
for (v=0; v<NV; v++)
if (gp[x][v])
gp[u][v] = 1;
¥
Os trés ciclos (aninhados) no final da fungao fazem com que a sua complexidade seja
O(V3), comparével & alternativa anterior para grafos densos. No caso de grafos com
(relativamente) poucas arestas, a primeira alternativa tem um comportamento melhor.

Exercicio 14 Apresente a matriz resultante de executar o algoritmo de Warshall quando
o grafo de entrada é o apresentado no exemplo 10.

4 Arvore geradora de custo minimo

Dado um grafo nao orientado e ligado, uma arvore geradora do grafo é um sub-grafo
ligado e aciclico do grafo.
De uma forma geral, dado um grafo ligado existem varias arvores geradoras.

Exemplo 14 Uma travessia de um grafo é uma forma de determinar uma 3rvore geradora desse

grafo. As drvores apresentadas abaixo correspondem as drvores geradoras resultantes de se fazer uma
travessia breadth-first e depth-first a partir do vértice 0 no grafo que se apresenta mais a esquerda.
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Um problema com muitas aplicagoes practicas é o de, num grafo nao orientado, ligado
e pesado determinar uma arvore geradora que tenha custo minimo, i.e., que minimize a
soma dos pesos das arestas envovidas.

Exemplo 14 (continuagao) Se os pesos das arestas do grafo anterior forem como se apresenta
abaixo, o custo das arvores geradoras resultantes das travessias breadth-first e depth-first a partir do
vértice 0 serdo respectivamente 25 e 22. Nenhuma delas é de custo minimo (12).

4.1 Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim para o cédlculo de uma &arvore geradora de custo minimo tem
algumas semelhangas com a travessia breadth-first apresentada atras.

Também aqui vamos particionar o conjunto dos vértices do grafo em trés conjuntos
(identificados por uma cor):

e Visitados (BLACK)
e Nao visitados (WHITE)

e Orla (GREY)

Vamos manter como invariante que se um vértice esta na orla entdo existe uma aresta
que o liga a um vértice visitado.

Tal como na travessia breadth-first, o algoritmo evolui retirando um elemento da orla
para ser incluido no conjunto dos vértices visitados, mantendo vélidas as propriedades
da orla.

A grande diferenca face a travessia é o critério com que os vértices sao escolhidos para
sairem da orla. Na travessia a orla era implementada como uma queue e por isso o
vértice a ser retirado seria aquele que ha mais tempo estava na orla.

No caso do algoritmo de Prim vamos associar a cada vértice que esteja na orla o menor
peso entre as arestas que o ligam a parte visitada do grafo. O vértice escolhido serd
entao aquele que tiver o menor destes pesos.
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Exemplo 15 Para exemplificar a evolucio deste algoritmo vamos usar o grafo do exemplo anterior
com a orla inicializada com o vértice 0. Neste caso o peso associado ao vértice 0 serd 0 pois
corresponde ao custo de adicionar esse vértice ao resultado.

1: A orla é inicializada com um vértice qualquer
(neste caso o 0). O peso associado a escolher
este vértice é 0. O vértice escolhido é por isso o
vértice 0.

3: Os vértices adjacentes a 4 ou ja estdo marca-
dos como visitados (1) ou j& estdo na orla. No
caso do vértice 2, o peso da aresta que o liga a
4 ¢ inferior ao peso desse vértice, pelo que esse
peso é actualizado. O vértice da orla com o me-
nor peso é o vértice 3.

2: S3o acrescentados a orla os sucessores de 0.
Como todos estavam n3o visitados, o peso que
Ihes estd associado é o peso da aresta que os liga
a 0. Destes o que tem o menor peso é o vértice
4 que serd o escolhido para sair da orla.

0
3 2
9
1 Yws 2 Yw=9 ( 3 w2
8 1
5 3
4 Y= 5 > 6

4: Os vértices adjacentes a 3 n3o visitados (5 e
6) sdo acrescentados a orla com pesos iguais ao
ceso da aresta que os liga a texttt3. O vértice
da orla com menor peso é o vértice 5.

W=3




5: O peso das arestas que ligam o vértice 5 a
2 e a 6 é menor do que os pesos desses vértices,
pelo que estes sdo actualizados. O vértice da
orla com menor peso é o vértice 6.

0
3 2
9
]
T Jw=s 2 Yw=s\| 3
8 1
5 3 3
4 5 pm=r{ 6 Jw=2

7: O vértice 2 n3o tem qualquer adjacente ndo
visitado.

6: O vértice 6 n3o tem qualquer adjacente n3o
visitado. Ambos os vértices da orla tém peso 3,
pelo que pode ser escolhido qualquer um para
sair da orla.

8: O vértice 1 n3o tem qualquer adjacente n3o
visitado. O processo termina pois a orla estd
vazia.

A codificagao deste algoritmo vai depender da forma como os nodos da orla (fringe)
sao guardados. Vamos por isso assumir a existéncia de um tipo de dados Fringe para
representar a orla, bem como algumas funcoes de manipulacao dessa estrutura de dados.
Mais a frente veremos algumas alternativas para a implementacao desse tipo.

As funcles que iremos precisar sao

e inicializacao da orla (initFringe)

e adigao de um novo vértice a orla (addEdgeFringe)

e modificagao do peso associado a um vértice que pertence a orla (updateFringe)

e remogao do vértice de menor peso da orla (getEdge)

Os tipos destas funcoes sao os seguintes.
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typedef struct fringe xFringe;

int initFringe (Fringe f);

int addEdgeFringe (Fringe f, int v, int cost[]);
int updateFringe (Fringe f, int v, int cost[]);
int getEdge (Fringe f, int cost[]);

Para além do uso de um array para marcar o estado de cada vértice (color como
acontecia na travessia breadth-first, a funcao vai usar a tal estrutura para guardar a
orla.
A fase de inicializacdo deve colocar todos os vértices como nao visitados (WHITE) e
inicializar a orla com um vértice.

for (v=0;v<NV;color [v++] = 0)

initFringe (f); fringesize=0;

v=0;

color [v]=1; cost[v]=0;

addEdgeFringe (f,v,cost); fringesize-++;

De seguida, e tal como acontecia na travessia breadth-first, o processo baseia-se em esco-
lher um vértice da orla para ser visitado, mantendo véalidas as propriedades (invariante)
enunciadas.

while (fringesize >0) {

v = getEdge (f,cost); fringesize ——;
color [v]=2;//BLACK

}

Para cada vértice que é retirado da orla devemos analisar todas as arestas que o tém
como origem de forma a preservar as propriedades enunciadas. Dependendo do estado
(cor) do destino da aresta devemos fazer uma das seguintes acgoes:

e Se o vértice ainda ndo tiver sido analizado (WHITE) entao deve ser acrescentado a
orla.

e Se esse vértice ja estiver na orla (GREY) e o peso desta aresta for menor do que o
custo associado ao vértice, devemos actualizar esse custo bem como sinalizar qual
¢é a aresta que o liga aos vértices visitados.

e Os vértices ja visitados (BLACK) nao sao processados.

int PrimMST (Graph g, int cost[], int ant[]){
int res=0; int v;
EList it;

int color [NV];
struct fringe ff, xf;
int fringesize;

f = &ff;
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for (v=0;v<NV;color [v++] = 0)

initFringe (f); fringesize=0;
v=0;
color [v]=1; cost[v]=0;
addEdgeFringe (f,v,cost); fringesize-++;
while (fringesize >0) {
v = getEdge (f,cost); fringesize ——;
res+=cost [v];
color [v]=2;//BLACK
for (it=g[v]; it; it=it—>next)
if ((color|it—>dest] = 0) || // WHITE
(color [it—>dest] = 1 && // GREY
cost [it—>dest]| > it—>cost)) {
ant [it —dest]|=v;
cost [it—>dest]=it —>cost;

if (color[it—>dest] = 0) {
addEdgeFringe (f, it —>dest , cost );
fringesize++;

} else updateFringe(f,it—>dest,cost);

}
}
return res;

}

Antes de apresentarmos alternativas para a implementacao da orla vamos fazer uma
anélise informal da complexidade deste algoritmo.

e A parte de inicializagao inclui a inicializacao do array color (V) e a inicializagao
da orla (initFringe).

e A funcgao getEdge é executada uma vez por cada iteragao do ciclo while. Este é
executado V vezes (assumindo que o grafo é ligado, todos os vértices sao incluidos
na arvore).

e O ciclo for é usado para percorrer todas as arestas do grafo e por isso o nimero to-
tal de execugoes é E': destas, V correspondem a chamadas a funcao addEdgeFringe
e as restantes correspondem a chamadas a funcao updateFringe.

Se usarmos as letras i, g, a e u para representar o custo das fungbes initFringe,
getEdge, addEdgeFringe e updateFringe, respectivamente, a complexidade desta fungao

e:
TprlmMST(V,E):O(V+Z+V*g+v*a+(E_V)*u)

Uma alternativa para armazenar a orla consiste em usar um vector sem qualquer ordem.
A insercao far-se-4 no final do array e a escolha do vértice de menor peso terd de percorrer
todos os elementos da orla.
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struct fringe {
int size;
int edges[NV];
}s

A operacao de inicializacdo da orla é feita em tempo constante.

int initFringe (Fringe f){
f—>size=0;
return 0;

}

O mesmo acontecendo com a operagao de adicao de um novo vértice a orla.

int addEdgeFringe (Fringe f, int v, int cost[]) {
f—>edges [f—>size++|=v;
return 0;

}

A operacao de actualizagao do peso de um vértice da orla nao precisa de fazer nenhuma
accao uma vez que nao existe qualquer ordem na forma como os vértices estao armaze-
nados.

int updateFringe (Fringe f, int v, int cost[]){
return O0;
}

A tnica operagao que nao é feita em tempo constante é a operacao de seleccao (e
remocao) do vértice da orla com menor custo.

int getEdge (Fringe f, int cost[]){
int i, minind, r;

minind =0;
for (i=1; i<f-—>size; i++)
if (cost [f—>edges[i]] < cost[f—>edges[minind]])
minind=i ;
r=f—>edges [minind | ;
f—>size ——;
f—>edges [minind]=f—>edges [f—>size |;
return r;

}

Esta funcao executa em tempo linear ao tamanho da orla. E esse valor estd limitado
pelo nimero de vértices do grafo.

Com esta implementacao da orla, as complexidades referidas sdo por issoi =1, g =V,
a=1ewu=1ea complexidade da funcao de calculo da arvore geradora vem entao.
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Torimust(V, E) =0V +i+Vsxg+Vsa+ (E—V)x*u)
=0V+14+V«V4+Vx14+(E-V)x1)
=0OV+4+14+V2+V+E-V)
=0V +V?*+E)
=0(V?)

Uma outra alternativa seria manter os vértices da orla ordenados (por ordem decrescente
do seu peso).

A operacao de inicializacao da orla nao sofre qualquer alteragao.

A operacao de adigdo de um novo vértice terd de o fazer ordenadamente. Tem por isso
complexidade linear no tamanho da orla.

int addEdgeFringe (Fringe f, int v, int cost[]) {
int i;
for (i=f->size++; i>0 && cost[f—>edges[i]] < cost[v]; i—)
f—>edges[i]|=f—>edges[i—1];
f—>edges[i]=v;
return 0;

}

A operacao de actualizacao do peso de um vértice da orla pode ter que alterar a posicao
desse vértice na orla, purando-o para a frente uma vez que sé6 é feita a actualizacao se
o custo for menor). A sua complexidade é por isso linear no tamanho da orla (no pior
caso).

int updateFringe (Fringe f, int v, int cost[]){
int i;
for (i=0;f—>edges[i]|!=v; i++)
for (;i<f-—>size && cost[f—>edges|[i]]<cost[f—>edges[i+1]];i++)
swap (f—>edges, i, i+1);
return O0;

}

Esta operacao poderia ser tornada mais eficiente se guarddssemos para cada vértice a
posicao onde ele se encontra na orla. Isso evitaria o primeiro ciclo que procura um dado
vértice na orla. No entanto essa informagcao deverd ser mantida actualizada, implicando
um maior esforco tanto no segundo ciclo como na operacao de insercao de um novo
elemento: alguns elementos da orla vao passar a estar em posicoes diferentes.

A operacao de seleccao (e remogao) do vértice da orla com menor custo é feita em tempo
constante (trata-se do dltimo vértice da orla).

int getEdge (Fringe f, int cost[]){
f—>size ——;
return (f—>edges[f—>size]);

}
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Com esta implementagao da orla, as complexidades referidas sao por isso i = 1, g = 1,
a=V eu=1V eacomplexidade da fungao de cilculo da arvore geradora vem entao.

Torimst(V,E) =0V 4+i+Vxg+Vska+ (E—-V)*u)
=0V+1+V*x14+ VsV H(E-V)xV)
=0V +V+V24+ExV -V?)
=0(V+ExV)

Comparando as complexidades obtidas, e uma vez que o nimero de arestas de um grafo
varia entre V' (grafo esparso) e V2 (grafo denso) temos que

e para grafos densos (E = ©(V?)) a primeira solucio é¢ melhor
e para grafos esparsos (E = O(V')) as solugoes sdo equivalentes.

Uma terceira alternativa para armazenamento da orla consiste em organizar o array
numa heap, ordenada por ordem crescente dos custos. A remocao, insercao e actua-
lizagao da orla fazem-se todas em tempo logoritmico no tamanho da orla.

Nesse caso as complexidades referidas sdo i = 1, g = log(V), a =log(V) e u = log(V) e
a complexidade da funcao de calculo da arvore geradora vem entao.

TPrimMST(‘/aE) :(’)(V—i-z—i-V*g—l—V*a—i-(E—V)*u)
=0V +1+Vxlog(V)+Vxlog(V)+ (E—V)xlog(V))
=0V +E)«log(V))

Esta solucao é mais eficiente do que as duas anteriores. No entanto a solucao mais
eficiente é um melhoramento desta em que se usam vérias heaps, ligadas entre si e que
permite melhorar o tempo de actualizacao do custo de um vértice para constante (mais
precisamente, permite obter uma definicdo que tem custo amortizado constante) sem
comprometer a eficiéncia da operagao de remogao do menor elemento (que permanece
logaritmica).

Com essa implementacao, conhecida como Fibonacci heap, a complexidade da fungao
PrimMST vem

Torimst(V,E) =0V +i+Vxg+Vsxa+ (E—-V)x*u)
=0V +1+Vxlog(V)+Vxlog(V)+ (E—-V)x*1)
=0O(V xlog(V)+ E)

Exercicio 15 De forma a que a implementacdo usando heaps tenha uma complexidade
logaritmica é necessario evitar procurar um vértice na heap. Para isso podemos usar um
array index que indica, para cada vértice, em que posicao da heap ele se encontra.

struct fringe {
int size;
int index [NV];
int edges|[NV];
b
Apresente definigSes das operagdes sobre a orla referidas (initFringe, getEdge, addEdgeFringe
e updateFringe) para esta implementagdo.
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4.2 Algoritmo de Kruskal

O algoritmo de Kruskall para o calculo de uma arvore geradora de custo minimo baseia-se
na seguinte propriedade.

Uma arvore geradora de um grafo (ligado e nao orientado) com V vértices é
um sub-grafo nao orientado aciclico com V' — 1 arestas.

Para obter uma arvore geradora de custo minimo o algoritmo selecciona as V' — 1 arestas
de menor peso que nao formam qualquer ciclo.

De forma a determinar se a adicdo de uma determinada aresta forma ou nao um ciclo
com as arestas ja adicionadas, vamos agrupar os vértices em conjuntos de tal forma que
dois vértices estao no mesmo conjunto sse ja foram adicionadas arestas que os ligam.
Desta forma evitaremos adicionar arestas que ligam vértices ja ligados (provocado um
ciclo).

Exemplo 16 Vejamos o comportamento deste algoritmo para o seguinte grafo:
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1: Inicialmente todos os vértices se encontram
num conjunto diferente.

3: A aresta de menor peso (que liga 2 a 5) n3o
gera nenhum ciclo e por isso é adicionada. Os
conjuntos que contém 2 e 5 s3o reunidos num
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2: A aresta de menor peso (que liga 2 a 3) ndo
gera nenhum ciclo e por isso é adicionada. Os
vértices 2 e 3 passam a estar dentro do mesmo
conjunto.

4: A aresta de menor peso (que liga 5 a 6) n3o
gera nenhum ciclo e por isso é adicionada. Os
conjuntos que contém 5 e 6 s3o reunidos num




5: A aresta de menor peso (que liga 5 a 3) gera
um ciclo (5 e 3 estdo no mesmo conjunto) e por
isso é descartada.

7: A aresta de menor peso (que liga 0 a 2) n3o
gera nenhum ciclo e por isso é adicionada. Os
conjuntos que contém 0 e 2 s3o reunidos num
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6: A aresta de menor peso (que liga 0 a 1) n3o
gera nenhum ciclo e por isso é adicionada. Os
vértices 0 e 1 passam a estar dentro do mesmo
conjunto.

8: A aresta de menor peso (que liga 6 a 7) n3o
gera nenhum ciclo e por isso é adicionada. Os
conjuntos que contém 6 e 7 sdo reunidos num




_ 10: A aresta de menor peso (que liga 6 a 4) n3o
9: A aresta de menor peso (que liga 1 a 3) gera | gera nenhum ciclo e por isso é adicionada. Os
um ciclo e por isso é descartada. conjuntos que contém 6 e 4 s3o reunidos num
sO.

Na implementacao deste algoritmo temos que dar particular atencao a dois aspectos
essenciais.

e como escolher as arestas por ordem crescente do peso

e como determinar se a adigdo de uma nova aresta gera um ciclo com as arestas ja
existentes

Para resolver o primeiro destes a funcao devera comecar por percorrer todo o grafo,
armazenando numa estrutura intermédia a informacado de todas as arestas de forma a
ser facil determinar qual a préxima aresta a ser incluida.

Isto pode ser feito usando um array (ordenado pelo peso) das arestas (ver exercicio 16)
ou usando uma min-heap também ordenada pelo peso (ver exercicio 17).

Qualquer uma destas alternativas pode ser feita em tempo O(Elog(FE)). Uma vez que
E = O(V?), temos que log(E) = O(log(V)) e por isso esta fase pode ser feita em tempo
O(Elog(V)).

Exercicio 16 Considere o seguinte tipo para representar arestas de um grafo.

Defina uma fung¢do void sortedEdges (Graph g, typedef struct sedge {

Edge e[], int N) que, dado um grafo com N ares- int o, d;
tas, preenche o array e com a informac3o das N arestas int cost;
do grafo ordenadas por ordem crescente do peso. } Edge;

Garanta que a fungdo definida executa em tempo O(N log(N)).

Exercicio 17 Considere o seguinte tipo para representar arestas de um grafo.
Defina uma funcdo void minHEdges (Graph g,

Edge e[], int N) que, dado um grafo com N ares- typedef struct sedge {

. ~ int o, d;
tas, preenche o array e com a informac3o das N arestas )
. . int cost;
do grafo organizado como uma min-heap (ordenada por } Edge:

peso).
Garanta que a func¢do definida executa em tempo O(N log(N)).
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4.2.1 Find & Union

Vamos agora apresentar algumas solucoes para resolver a segunda questao identificada
no algoritmo de Kruskal, mas que tem aplicagoes na resolucao doutros problemas.
Aquilo que pretendemos é gerir uma particdo do conjunto dos vértices de um grafo, isto
é, organizar os vértices de um grafo em sub-conjuntos disjuntos de forma a ser possivel
determinar de forma eficiente se dois vértices pertencem ou nao ao mesmo sub-conjunto.
As operacoes fundamentais para este tipo abstracto de dados sao:

e find — que determina o identificador do sub-conjunto a que um vértice pertence.

e union — que, dados os identificadores de dois sub-conjuntos faz a unido dos cor-
respondentes sub-conjuntos num sé.

Por essa razao é costume chamar a este tipo de dados find and union.

A forma mais imediata de implementar este tipo abstracto de dados é usar um array, cu-
jos indices sao os vértices, onde, para cada vértice, se guarda o identificador do conjunto
a que esse vértice pertence.

Exemplo 17 Para um conjunto de 7 vértices (NV==7) o array c com o seguinte valor
0 1 2 3 4 5 6
c=l3l2f2]s]afs]3]
indica que os vértices 0, 3 e 6 estdo num mesmo sub-conjunto (cujo identificador é 3), assim como

os vértices 1 e 2 também pertencem ao mesmo sub-conjunto (cujo identificador é 2). Os restantes
vértices estdo em sub-conjuntos singulares. Representa por isso a parti¢ido

{{0,3,6},{1,2}, {4}, {5}}

A operacao de inicializacdo, que coloca cada vértice num sub-conjunto singular tem a
seguinte defini¢ao.

void initFAU (int c¢[]){

int i;
for (i=0;i<NV;i++)
cli]=1;

}

A operacao de calculo do identificador associado a um vértice consiste apenas na consulta
do array de identificadores, e tem por isso uma complexidade constante (T¢inarau(V) =
e(1)).
int findFAU (int c[], int v){

return (c[v]);

}

A operagao de uniao de dois subconjuntos vai precisar de percorrer todo o array para
alterar ocorréncias de um dos identificadores para o outro e tem por isso uma comple-
xidade linear (Tynionrau(N) = O(N)).
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int unionFAU (int c[], int idl, int id2){
int i;
for (i=0;i<NV;i++)
if (c[i] = i1d2) c[i]=id1l;
return idl;

}

Uma solucao alternativa consiste em usar um array para implementar uma floresta de
vértices (tal como fizemos nas fungdes de travessia). Dois vértices estdo no mesmo
subconjuto sse pertencerem & mesma arvore. O identificador de cada sub-conjunto sera
entao o vértice raiz da arvore a que esse vértice pertencer.

Como o que guardamos em cada posi¢ao do array é o antecessor de cada vértice, um
vértice é uma raiz se na correpondente posicao estiver armazenado um valor negativo
(por exemplo -1).

Exemplo 18 Para um conjunto de 7 vértices (NV==7) o array c com o seguinte valor

CilalaTola o)

o §

{{0,3,6},{1,2,4},{5}}

C

representa a floresta.

Representa por isso a particido

Vejamos entao as defini¢coes das funcoes de manipulacao da estrutura ndesta defini¢ao

alternativa.
A operagao de inicializagao, que coloca cada vértice num sub-conjunto singular tem que
produzir uma floresta com uma arvore por vértice.

void initFAU (int c[]){

int i;
for (i=0;i<NV;i++)
cli]=-1;

}

A operagao de cédlculo do identificador associado a um vértice tem de determinar qual o
vértice raiz da arvore a que o vértice argumento pertence. Para isso deverd subir pela
arvore até atingir a raiz.
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int findFAU (int c[], int v){
while (c[v] >= 0)
v =c|v]
return v;

}

O numero de iteracoes do ciclo depende da altura a que o vértice em questao esteja na
respectiva arvore. No pior caso a arvore encontra-se totalmente desbalanceada, todos

os vértices estao nessa arvore e o vértice em questao é a folha dessa arvore. Neste caso
extremo o ciclo faz V iteracoes, e por i8s0 (Ttinarau(IN) = O(N)).

A operagcao de uniao de dois subconjuntos pode ser feita em tempo constante (Tynionray(V) =
©(1)). Basta fazer com que uma das drvores passe a ser sub-arvore da outra.

int unionFAU (int c[], int idl, int id2){
c[id2]=id1;
return idl;

}

Exemplo 19 Vejamos o que acontece quando, partindo do estado inicial (tal como produzido pela
funcdo initFAU), num universo com 7 vértices (de O a 6), se processam as arestas (1,0), (0,3),
(6,5), (1,6), (1,4) e (1,2) por essa ordem.

Note-se que o processamento de uma aresta (a,b) corresponde a: (1) determinar os identificadores
correspondentes a aeb e (2) juntar os conjuntos correspondentes.

I

2: O processamento da aresta (1,0) junta a
arvore que contém 1 a que contém 0.

il ol a1

gCﬂD@®@

1: O estado inicial corresponde a ter uma arvore
por cada vértice.

e [alalala[a]a]a]

0]0]0J0]0J00

3: O processamento da aresta (0,3) junta a
drvore que contém 3 a que contém 0 (cuja raiz
é1).

4: O processamento da aresta (6,5) junta a
arvore que contém 6 3 que contém 5.

R R R e EE F

® 0 O &
@@@@ o
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5: O processamento da aresta (1,6) junta a
arvore que contém 1 (cuja raiz é 3) a que contém
6 (cuja raiz é 5).

T

ONNO

STl 5]
(5)
OBRO
(M
(0)

7: O processamento da aresta (1,2) junta a
drvore que contém 1 (cuja raiz é 5) a que contém
2.

1]

e i3 al s 2] 2 5]
(2)
(6)

6: O processamento da aresta (2,4) junta a
arvore que contém 2 3 que contém 4.

sTal s 21l 5]

o _[1]

Este exemplo evidencia como as arvores produzidas podem ter apenas um elemento por
nivel, piorando a performance da fungéo find.

Exercicio 18 Tal como no exemplo anterior, considere que se parte do estado inicial (pro-
duzido pela fun¢do initFAU), num universo com 7 vértices (de 0 a 6). Determine uma
sequéncia de arestas cujo processamento produz uma arvore completamente desbalanceada

(com peso 7).

A andlise deste exemplo dé ainda algumas pistas em como evitar que tais configuragoes

sejam atingidas.

Uma forma de atingir tal objectivo consiste em modificar a funcao de juncao de duas
arvores de forma a, sempre que possivel ndo aumentar a altura da maior das arvores.
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Para isso devemos ter informacao, para cada arvore da sua altura. Ou, alternativamente,

do nimero de elementos dessa arvore.

Como no array que representa a floresta apenas temos que marcar a raiz das arvores
com um numero negativo, podemos para cada arvore com N elementos guardar -N.
A nova definicdo da funcdo de unido de duas arvores sera entao.

int unionFAU (int c[], int idl, int id2){

int p, f;

if (c[idl] < c[id2]) {
// idl tem mais elementos
p=idl; f=id2;

} else {
// 1d2 tem mais elementos
p=id2; f=idl;

clp] 4= c[f];
c[f] = p;
return p;

}

Exemplo 19 (continuagao) Vejamos ent3o o que acontece se repetirmos o processamento da
mesma sequéncia de arestas com esta nova definicdo da funcdo findFAU.

1: O estado inicial corresponde a ter uma arvore
por cada vértice. Todos os conjuntos tém 1 ele-
mento.

eo[alalalalalal1]

#=1 #=1 #=1 #=1 #=1 #=1 #=1

0]10]0J0]0J00

3: O processamento da aresta (0,3) junta a
arvore que contém O a que contém 3. A raiz
resultante (1) passa a ter 3 elementos.

FIEIEIRIFIEIEY

Jzé

C

#=1 #=1 #=1

OE
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2: O processamento da aresta (1,0) junta a
drvore que contém 1 a que contém 0. A raiz
resultante (1) passa a ter 2 elementos.

e Talalalalalalt]

1

2@@@@@

4: O processamento da aresta (6,5) junta a
drvore que contém 6 a que contém 5. A raiz
resultante (6) passa a ter 2 elementos.

il il s]2]

1]




5: O processamento da aresta (1,6) junta a
arvore que contém 1 a que contém 6. A raiz
resultante (1) passa a ter 5 elementos.

[Tl 1 Tal 6] 1]

® @

#=

7: O processamento da aresta (1,2) junta a
arvore que contém 1 a que contém 2. A raiz
resultante (1) passa a ter 7 elementos.

e Tl 2 el 1]

#=7

6: O processamento da aresta (2,4) junta a
arvore que contém 2 a que contém 4. A raiz
resultante (2) passa a ter 2 elementos.

sTa 1] 2] 6] 1]

c[1]s]2]

=5 #=2

Exercicio 19 Determine o estado final de processsar a sequéncia de arestas calculada no
exercicio 18 com esta nova definicdo da funcdo unionFAU.

O exemplo apresentado mostra que esta definicao da fungdo de unidao mantém as arvores

com uma altura inferior & da defini¢ao anterior.

Nao é dificil mostrar que a altura destas arvores (e consequentemente a complexidade
da fungao f£indFAU) estd limitada pelo logaritmo do nimero de elementos, i.e., que para
qualquer arvore a da floresta se h, e n, forem respectivamente a altura e o ntimero de

elementos da arvore, verifica-se que

he < 1+logy(n,) ou, equivalentemente, n, > Qfa—1

Suponhamos que pretendemos juntar duas arvores a e b cujo ntimero de
elementos é n, e ny e cujas alturas sao h, e hy respectivamente. Sem perda

de generalidade seja n, > ny.
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Exercicio 20 Uma estratégia alternativa consiste em guardar para cada uma das arvores

A operagao de uniao das duas arvores vai construir uma nova arvore ¢ (com
ne = ng+np elementos) que resulta de acrescentar a arvore b como sub-drvore
de a.

Vamos assumir que as arvores a e b satisfazem a dita propriedade, i.e.,
he <1+1logy(ng) e  hy <1+ logy(np)
O que ¢ equivalente a
Ng > 2ha=1 ¢ ny > 2w =1

e vamos tentar mostrar que a nova arvore ¢ também satisfaz essa propriedade.

Como n, > ny sabemos que essa relacao também se verifica quanto as alturas
das arvores, i.e., hy > hp.

Temos dois casos:

Caso em que h, > hy
Neste caso a altura da arvore ¢, h., é a mesma da da arvore a e entao

he = hg <1+ 1logy(ng) < 1+1logy(ng +np) =1+ logy(ne)

pelo que h, < 14 logy(ne)

Caso em que h, = hy
Neste caso a altura da arvore ¢, h, = 1 + hg, ou seja, hg, = he — 1. Por
hipétese, ny > 2M~1 = 2ha=1_ Por isso,

Ne = na+nb Z 2ha71 _’_2hb71 — 2ha71+2ha71 — 2*2/1@71 — 2ha _ 2hcfl

pelo que n, > 21

a sua altura em vez do nimero de elementos da arvore.

1.
2.

Uma

Redefina a fun¢do unionFAU segundo essa estratégia.

Mostre que a fungdo que esta estratégia também assegura que a altura de cada uma

das arvores da floresta estd limitada pelo logaritmo do nimero de elementos.

findFAU para ir diminuindo a altura das arvores.

A definigao da fungao £indFAU apresentada acima percorre um trogo da arvore, desde o
vértice em questao até ao vértice que se encontra na raiz. Com uma defini¢do recursiva
da funcao podemos aproveitar esse processo para colocar todos os vértices desse troco

como descendentes directos da raiz.

int

findFAU (int c[], int v){
int r;
if (¢c[v] < 0) r =v;
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Exercicio 21 Repita a simulagdo feita no exemplo 19 assumindo esta nova definicdo da
funcdo findFAU.

5 Caminhos mais curtos

Um problema comum em grafos pesados (em que a cada aresta estd associado uma
distancia) consiste em determinar, para um dado par de vértices qual o caminho mais
curto (menor distancia) que liga esses vértices.

Um problema relacionado, e normalmente com o mesmo custo consiste em determi-
nar, para um dado vértice, os caminhos mais curtos entre esse vértice e todos os seus
alcancaveis.

Um terceiro problema consiste em determinar os caminhos mais curtos entre cada par
de vértices.

Este terceiro problema pode ser solucionado por sucessivas invocagoes de uma funcao
que resolva o segundo. Ha no entanto formas alternativas e por vezes mais eficientes de
o fazer.

5.1 Algoritmo de Bellman-Ford

O algoritmo de Bellman-Ford para o cédlculo do caminho mais curto entre um vértice v
e todos os seus alcancaveis é um exemplo de programacao dinamica.
Baseia-se no facto de que se o caminho

(V0, V1, -y Up—1, Up)

é o caminho mais curto que liga vg a v, entao

é o caminho mais curto que liga vg a v,_1.

Para além disso, e a menos que existam ciclos com custo negativo o caminho mais curto
entre dois vértices nunca tem mais do que NV-1 arestas.

Se existirem ciclos com peso negativo, o caminho mais curto entre dois vértices pode ser
um caminho infinito, pelo que o resultado deste algoritmo pode nao ser significativo.

O algoritmo itera sobre o nimero de arestas que compde os caminhos mais curtos (i €
[0...N]), mantendo actualizado um array w de forma a preservar a seguinte propriedade
(invariante):

wlv] = x sse o caminho mais curto que liga o vértice inicial a v usando no
maximo ¢ arestas tem peso .
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Para manter valida esta propriedade, cada iteracao deve percorrer todas as arestas e
testar se elas podem ser usadas para terminar um caminho.

Para uma aresta (u,v) com peso w isto vai acontecer quando ja tiver sido descoberto
um caminho até u com peso w, e além disso w,, +w for menor do que o peso do caminho
associado a v.

void bellmanfordSP (Graph g, int o, int w[], int ant[]){
int i; int newcost;
EList it :

for (i=0; i<NV; i++){
wli] = NE;
ant [1] = —1;
}
w[o] = 0;
for (i=0; i<NV-1; i++)
for (v=0; vaA\V; v++)
if (w[v] != NE)
for (it=g[v]; it; it=it—>next) {
newcost = w[v] + it—>cost;
if (w[it—>dest]== N
newcost < w[it—>dest])){
w[it—>dest] = newcost;
ant [it—>dest] = v;

Exemplo 20 Vejamos o comportamento deste algoritmo quando executado sobre o grafo abaixo
a partir do vértice 3.

0. Os arrays w e ant s3o inicializados com os seguintes valores.
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0 1 2 3 4 5 6 7
w=|NE|[NE[NE] o [NE[NE|NE|NE]
0 1 2 3 4 5 6 7

ant =| 1| ]a|a]afa]a]a]

. As dnicas arestas consideradas sdo as que tém origem no vértice 3: (3,0) com custo 6, (3,4)
com custo 6 e (3,6) com custo 1. Isto vai alterar os arrays nas posi¢des 0, 4 e 6.

el 1 e

[-1]

. As arestas consideradas sdo as que tém origem nos vértices 0 ((0,1)), 3 ((1,2)), 4 ((4,1) e
(4,5)) e 6 ((6,7)). Isto vai alterar os arrays nas posi¢des 1, 2, 5 e 7.

0 1 2 3
w=|6 |NE[NE] 0]
0 1 2 3

W | |&
W |[oof—= |

ant =| 3 |-1]-1]1] |1

e=LoTrTwlols 7115
ant=|3]of1[a[3]a]3]6]

. Todas as arestas s3o consideradas uma vez que ja foi encontrado pelo menos um caminho para
todos os vértices.

0 1 2 3 4 5 6 17
w=|6]7]10]ofl3]a]1]3]
0 1 2 3 4 5 6 7
ant=|3|o|1]a][2]a]3]6]

. Mais uma vez todas as arestas sdo consideradas.
0 1 2 3 4 5 6 7
w=l6]7]10]o]l3]a]1]3]
0 1 2 3 4 5 67
ant=|3]of1]1[2]a]3]6]

Apesar de todas as arestas terem sido consideradas ndo houve qualquer alteragdo nos arrays
w e ant. Pelo que serd este o resultado final

Este exemplo evidencia uma optimizacao que é costume ser feita no algoritmo de Bellman-
Ford. Se uma iteracao do ciclo mais exterior nao produz quaisquer alteragoes, a fungao
pode terminar.

Em termos de complexidade, podemos ver que para um grafo com V vértices o ciclo
mais exterior faz no maximo V — 1 iteragoes. Cada iteracao consiste em percorrer todo
o grafo. Pelo que, a complexidade desta funcao é

TbellmanfordSP(‘/, E) = O((V - 1)(V + E)) = O(V2 + V x E)

Exercicio 22 Tal como foi referido, o resultado deste algoritmo sé é significativo se ndo
houver no grafo nenhum ciclo com custo negativo.

Nos casos em que existe um ciclo com peso negativo a inclusdo desse ciclo num caminho
diminui o custo do caminho. Dessa forma n3o podemos garantir que o caminho mais curto
tem no maximo NV-1 arestas.

Altere a definicdo acima de forma a que a fungdo retorne um cédigo de sucesso (0 em caso
de n3o haver ciclos com custo negativo).
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5.2 Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra para cdlculo do caminho mais curto entre dois vértices é uma
variante do algoritmo de Prim apresentado atras para cdlculo de uma arvore geradora
de custo minimo.

Trata-se de um algoritmo greedy que s6 funciona para grafos com pesos nao negativos.
Uma consequéncia de nao existirem pesos negativos é que ao adicionarmos novas arestas
a um caminho o seu custo total nunca diminui.

Tal como no algoritmo de Prim, o algoritmo de Dijkstra particiona o conjunto dos
vértices em trés zonas:

e Os vértices ja processados (BLACK) e para os quais ja se conhece o peso do caminho
mais curto que os une ao vértice de partida.

e Os vértices ainda nao analizados (WHITE)

e A orla (GREY), composta pelos vértices nao processados que tém pelo menos uma
aresta a ligd-los aos ja processados.

Para cada elemento da orla vamos guardar o custo do melhor caminho conhecido até a
altura. Para calcular esse custo, e como cada elemento da orla estd ligado a pelo menos
um dos vértices ja processados, teremos que ter o minimo entre a soma das referidas
arestas e dos custos das origens dessas arestas.

Tal como acontecia no algoritmo de Prim, o vértice da orla que serd seleccionado para
ser processado serd aquele que tem o menor custo.

O algoritmo termina quando a orla nao tiver quaisquer vértices (e nesse caso nao ha
caminho para o destino pretendido) ou quando o vértice destino for seleccionado para
sair da orla.

Uma variante deste problema consiste em determinar o caminho mais curto desde um
vértice até todos os alcancaveis. Neste caso o algoritmo termina apenas quando se
esgotam os elementos da orla.

Antes de apresentarmos o cédigo deste algoritmo vejamos a sua evolugdo num pequeno
exemplo.

Exemplo 21

Vejamos ent3do a evolugdo do algoritmo de Dijkstra quando invocado sobre o grafo apresentado abaixo
a partir do vértice 3, i.e., queremos determinar os pesos dos caminhos mais curtos com origem no
vértice 3.
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1: A orla é inicializada com o vértice origem. O
seu peso é 0 pois é o peso do caminho conhecido.
O dnico vértice da orla é o que serd escolhido
para ser processado.

3: O vértice 7 é o Gnico adjacente a 6 eé adicio-
nado a orla. O seu peso calcula-se como o peso
de 6 mais o da aresta que liga 6 a 7. O préximo
vértice a sair da orla serd o vértice 7.
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2: Os vértices adjacentes a 3 s3o adicinados a
orla. O peso de cada um obtem-se somando ao
peso de 3 (0) ao peso das arestas que os ligam a
3. O préximo vértice a sair da orla serd o vértice

4: Dos vértices adjacentes a 7, o vértice 5 ainda
nao pertence a orla e por isso é adicionado com
peso 3; o vértice 4 ja pertence a orla mas o seu
peso tem que ser actualizado uma vez que o
caminho por que inclui o vértice 7 é de menor
custo. O préximo vértice a sair da orla serd o
vértice 5.




5: O lnico adjacente ao vértice 5 é o vértice
4 que ja estd na orla. No entanto o seu peso
terd de ser actualizado. O préximo vértice a sair
da orla serd o vértice 4.

7: O dnico adjacente ao vértice 0 é o vértice
4 que ja esta na orla. No entanto o seu peso
terd de ser actualizado. O préximo vértice a sair
da orla serd o (nico vértice da orla.

6: O Uunico adjacente ao vértice 4 é o vértice
4 que é acrescentado a orla. O préximo vértice
a sair da orla serd o vértice 0.

8: O unico adjacente ao vértice 1 é o vértice
2 que é acrescentado a orla. O préximo vértice
a sair da orla serd o tnico vértice da orla.

9: O vértice 2 n3o tem adjacentes por processar.
A orla fica vazia pelo que o algoritmo termina.

W=12

A grande diferenga que existe entre este algoritmo e o de Prim é a forma como os pesos
dos vértices da orla sao calculados. Enquanto que no algoritmo de Prim este peso era o
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peso de uma aresta, no algoritmo de Dijkstra o peso é o custo de um caminho desde a
origem em causa.

int dijkstraSP (Graph g, int v, int cost[], int ant[]){
int res=0;
int newcost;
EList it;
int color [NV];
struct fringe ff, xf;
int fringesize;
f = &ff;
for (v=0;v<NV;color [v++] = 0)

initFringe (f); fringesize=0;
color [v]=1; cost[v]=0;
addEdgeFringe (f,v,cost); fringesize-++;
while (fringesize >0) {
v = getEdge (f,cost); fringesize ——;

res—++;
color [v]=2;//BLACK
for (it=g[v]; it; it=it—>next){
newcost = cost[v] 4+ it—>cost;
if ((color[it—>dest] = 0) // WHITE

|| ((color[it—>dest] = 1) && // GREY
cost [it—>dest] > newcost)) {

ant [it —>dest]=v;

cost [it —dest]=newcost ;

if (color[it—>dest] = 0) { // WHITE
addEdgeFringe (f, it —>dest , cost );
fringesize—++;

} else updateFringe(f,it—>dest,cost);
}
}
}

return res;

Exemplo 21 (continuagao) Vejamos ent3o a evolugdo dos arrays color, cost e ant no exemplo
apresentado.

1 2 4 5 7

color_1§|g|g|§|3|g|§|g\
cost=| 2|22 o]2]2]2]7]

wo<[a[alalalalala]a)
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cotor=| 1 [0]o]2]1][o]1]0]

sl fofef2]n]]

cost

2.

s fafafals]als]a]

ant =

color:!1|o|o|g|1|o|2|1\

lef2f2folelz]s]2]

cost

3.

s fafafals]als]e]

ant =

cotor=| 1] 0]of2|1]1[2]2]

(af2f2fofels]s]2]

cost

4.

s fafafalslz]s]e]

ant

cotor=| 1| 0fof2]1][2]2]2]

5.

ef2f2fols]s]s]2]

cost

s fafafals]z]s]e]

ant

6 7

cotor=| 1 [1]o]2]2][2]2]2]

sfulz2]of[s]s]1]2]

cost

6.

ant =3[ 4a]a|a]s5]7[3]6]

cotor=|2|1]o]2]2[2]2]2]

7.

cost=|8|o]7]ofs]s]1]2]

sfofafals]7]s]e]

ant =

coror=| 2| 2|1 ]2]2]2[2]2]

8lofuisols[sf1]2

cost

8.

sfofafals]7]s]e]

ant =
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color:@l%lglglglglg@\
cost=!§|?|123|§|i|§|1|3\
ant=|3]o]|1|a]ls]7]3]6]

As implementagoes que referimos para a orla na apresentacao do algoritmo de Prim sédo
as mesmas que se usam para este algoritmo.

Também em termos de complexidade os dois algoritmos sao similares. Mesmo com a pior
das implementagoes da orla (array ordenado) este algoritmo tem um comportamento no
pior caso melhor do que o de Bellman-Ford. A principal limitacdo deste algoritmo, tal
como referimos no inicio é nao poder ser aplicado a grafos com pesos negativos.

Exercicio 23 Apresente a evolugdo do algoritmo de Dijkstra quando aplicado sobre um
grafo com pesos negativos. Use como exemplo o grafo do exemplo 20. Note que o resultado
obtido é diferente (e errado) do do obtido nessa altura.

5.3 Algoritmo de Floyd-Warshal

O problema de determinar o caminho mais curto entre todos os pares de vértices pode
ser resolvido por sucessivas invocacoes do problema abordado atrds. Cada uma dessas
invocagoes determina os caminhos mais curtos com origem num dos vértices do grafo.

e Se o grafo nao tiver custos negativos pode-se usar o algoritmo de Dijkstra, que na
sua versao mais eficiente tem uma complexidade no pior caso de O(V *log(V)+E).
O custo desta alternativa sera entao de

OV % (V xlog(V) + E)) = O(VZxlog(V) + V x E)

e No caso de existirem arestas com pesos negativos pode-se usar o algoritmo de
Bellman-Ford cuja complexidade no pior caso ¢ O(V2 + V x E). O custo desta
alternativa serd entao de

OV (V>4 V*E)=0V3+V?«E)

Uma terceira alternativa consiste em usar uma variante do algoritmo de Warshal apre-
sentado atrds (pag. 42) agora para grafos pesados.

O principio deste algoritmo ¢é similar ao apresentado na altura. Também aqui se trata de
um exemplo de programacao dinamica em que ao longo das varias iteracoes se preserva
a validade da seguinte propriedade (invariante):

Em cada iteracao do ciclo estao calculados os caminhos mais curtos em G
que usam como nodos intermédios apenas os vértices ja processados.

O processamento de um vértice x consiste em analisar todos os caminhos em que = é
um vértice intermédio.
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Se existirem (ja calculados) um caminho de u até x com peso p, e um
caminho de x até v com peso p,, existe um caminho de u até v (passando
por x) com peso p, + p, que deve ser registado se ainda nao tiver sido
descoberto nenhum caminho de u até v ou se este custo for menor.

Tal como acontecia com o algoritmo de Warshall, o grafo dos caminhos devera ser
inicializado com o grafo original (caminhos sem vértices intermédios).

void floydwarshall (Graph g, GraphMat gp){
EList it; int cost;
int u, v, x;
// inicializa¢ao de gp
for (u=0; u\V; u++) {
for (v=0; v<NV; v++)
gp[u][v] = NE;
for (it=g[u]; it!=NULL; it=it—>next)
gp[v][it—>dest] = it—>cost;
}
//adi¢do de arestas
for (x=0; xNV; x++)
for (u=0; u<NV; u++)
for (v=0; vANV; v++)

if (gplu][x] !'= NE && gp[x][v] != NE){
cost = gplu][x] + gp[x][v];
if (gplu][v] = NE [| gp[u][v] > cost)
[u][v] = cost;

}

O ciclo de adigao de arestas pode ser optimizado, evitando algumas iteracoes do ciclo
mais interior.

for (x=0; x<NV; x++)
for (u=0; uN\NV; u++)
if (gp[u][x]!=NE)
for (v=0; va\V; v++)

if (gp[x][v]!=NE){
cost = gplu][x] + gp[x][v];
if (gp [[?E[T] — NE [[ gplu][v] > cost)
ul|v cost ;

}

A funcéo apresentada acima apenas calcula os custos dos caminhos mais curtos entre
cada par de vértices. Um cdlculo extra que pode ser incorporado sem aumentar a
complexidade desta funcao diz respeito aos caminhos (sequéncia de vértices). Para isso
usa-se uma matriz em que na posigao (u,v) se guarda um de dois valores possiveis:

e Uma marca (tipicamente -1 ou qualquer outro nimero negativo) que significa que
o caminho mais curto entre u e v é composto por uma unica aresta (nao tem
qualquer vértice intermédio)
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e Um numero z significando que o caminho mais curto entre u e v é a concatenagao
do caminho mais curto de entre u e x e entre x e v.

A defini¢ao abaixo resulta de acrescentarmos este cédlculo na defini¢cao anterior.

void floydwarshall (Graph g, GraphMat gp, int path [NV][NV]){
EList it; int cost;
int u, v, x;
// inicializa¢do de gp e path
for (u=0; u<\V; u++) {
for (v=0; vA\V; V++)
] =
l; t'—NULL it=it —>next){
t —>dest] = it—>cost;

gp[u]
for (1t:g

gp[v][i

ath[v] = —1;

[v
[u
[
p A\

}

//adi¢do de arestas
for (x=0; xNV; x++)
for (u=0; u<\NV; u++)
for (v=0; vaA\V; v++)

if (gplu][x] !'= NE && gp([x][v] != NE){
cost = gp[u][x] + gp[x]|[v];
if (gplu][v] = NE [| gp[u][v] > cost){
gp[u][v] = cost;
path[u][v]=x;

}

A complexidade desta funcao é fixada pelos trés ciclos for e é por isso
Tﬂoydwarshall(‘/v E) = O(Vs)

Comparando com as outras alternativas para resolver este problema podemos constatar
que este algoritmo é melhor do que a repetida chamada ao algoritmo de Bellman-Ford.
Para grafos densos é ainda uma melhor opgao a repetida invocacao do algoritmo de
Dijkstra. Para grafos esparsos esta solugao é mais demorada do que o uso do algoritmo
de Dijkstra. Nao tem no entanto a limitacao de s6 poder ser usada para grafos sem
pesos negativos.

6 Caminho mais longo

A determinacao do caminho néo ciclico mais longo de um grafo é, em geral um problema
dificil (NP-hard).

No entanto tem uma solugao linear se o grafo for orientado e aciclico (Directed Acyclic
Graph).

Vejamos um exemplo. Seja G o seguinte grafo
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A restrigao de o grafo ser aciclico permite-nos obter uma ordenacao topoldgica dos
vértices do grafo.
No grafo acima, uma possivel ordenacao topoldgica dos vértices é:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Esta ordenacao pode ser usada para escalonar a ordem pela qual vamos analisar o grafo.
Assim, e seguindo esta sequéncia, vamos calcular o caminho mais longo que contem
apenas os vértices ja visitados.

Para isso, e sempre que visitamos um nodo v, testamos se, para cada um dos seus
sucessores x (e que, como o grafo é aciclico, ainda nao foram visitados) o caminho
correspondente ao maior caminho até v seguido de z é um caminho maior do que o
descoberto até a altura.

Precisamos entao de guardar, para cada nodo z o custo do maior caminho (até a altura)
terminado em x; vamos denotar esse valor por e,.

No final deste processo os custos calculados para cada vértice sao:

A ENON
AL N N
LR R

pOSHEL CANGe

Assumindo a existéncia de uma funcao que calcula uma ordenagao topologica de um
grafo, esta funcao pode ser definida como:

int longestPath (Graph g){
int OT[N], e[N], i, r;
EList it ;
ordTop (g,0T);
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for (i=0;i<N;e[i++]=0);
for (i=0;i<N;i++){
v = OT[i];
for (it=g[v]; it!=NULL; it=it—>next)
if (e[v]+it—>cost > e[it—>dest])
e[it—>dest]=e[v]+it —cost;
}
r=0;
for (i=0;i<N;i++)
if (e[i] >r) r =-e[i];
return r;

Exercicio 24 A fungdo longestPath calcula o custo do caminho mais longo num grafo
(orientado e aciclico). Adapte-a de forma a calcular qual é o caminho (sequéncia de vértices)
mais longo.

Sugestao: Use um vector de antecessores para poder reconstruir o caminho.

Exercicio 25 A funcdo longestPath calcula, para cada vértice o custo do caminho mais
longo de um dos vértices iniciais (sem antecessores) a esse vértice.

Adapte esta fun¢do para, nas mesmas condi¢des (i.e., num grafo orientado e aciclico) deter-
minar o peso do caminho mais curto entre dois vértices em tempo linear.
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Exercicios de exames

. (Exame de recurso, 2004/2005)

Pretende-se representar a informacao referente a uma rede de metropolitano de
uma cidade. As estagoes serao identificadas por um nome e as vérias linhas associ-
adas a cores. Note que duas estagoes podem ser ligadas por mais do que uma linha,
0 que revela que a estrutura a considerar devera ser um multigrafo ndo orientado.

(a) Defina as estruturas de dados adequadas para armazenar a informagao re-
ferente ao multigrafo descrito. Considere para o efeito que as cores sao o
vermelho; amarelo; azul e verde.

(b) Defina fungoes simples de manipulagao das estruturas definidas, como sejam:
e Inicializacao da estrutura;
e Adicionar uma estacao;
e Adicionar uma ligacdo entre duas estagoes por uma dada linha;
(¢) Defina uma fungao que determine quais as linhas que passam por uma dada
estacao.

(d) Defina uma fungao que, dadas duas estagoes e uma cor, verifique se existe
ligacao entre as estagoes pela linha associada a cor dada.

. (Teste, 2005/2006)
Uma forma de determinar se um grafo orientado é ciclico é tentar calcular uma
ordenacao topoldgica desse grafo. Se tal for possivel o grafo é aciclico.

(a) Escreva uma definigao em C de uma fungao (representado em listas de ad-
jacéncia) que testa se um grafo é ou nao ciclico.

(b) Descreva o tempo de execucao da fungao apresentada em fungao do nimero
de vértices e arestas do grafo.

(c) Descreva ainda o tempo de execucao desse mesmo algoritmo assumindo que
o grafo estava representado em matrizes de adjacéncia.

. (Teste, 2005/2006)
Considere o seguinte grafo (ligado, pesado e nao orientado).
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(a) Mostre qual o comportamento do algoritmo de Dijkstra de célculo do caminho
mais curto de um vértice a todos os outros quando aplicado a este grafo a
partir do vértice A. Nomeadamente, diga em cada iteragao, qual o valor da
fronteira e da arvore geradora construida até a altura.

(b) Mostre, usando por exemplo a arvore obtida na alinea anterior, que a arvore
geradora construida pelo algoritmo de Dijkstra nao é necessariamente uma
arvore geradora de custo minimo.

(c) Relembre que um dos resultados do algoritmo de Dijkstra é a arvore gera-
dora dos caminhos mais curtos, representada por um vector de ascendentes.
Defina uma funcao que, dado um destes vectores de ascendentes e um vértice
imprima, caso exista, o caminho até esse vértice.

4. (Ezame de recurso, 2005/2006)
Dado um grafo orientado, o algoritmo de Tarjan calcula as componentes fortemente
ligadas do grafo em tempo linear no nimero de arestas e de vértices (O(E + V)).
A versao apresentada constrdi essa informacdo num vector com uma componente
por vértice cujo valor é o nimero de ordem da componente a que pertence esse
vértice.

(a) Defina uma funcdo void graphComp (Graph g, graph r) que, dado um
grafo orientado g , calcula um novo grafo r , com um vértice por cada compo-
nente ligada do grafo original e com uma aresta a ligar dois vértices sempre
que exista um caminho no grafo original dos vértices de uma das componentes
para a outra.

(b) Descreva o tempo de execucao desse algoritmo em fun¢ao do nimero de ares-
tas e vértices do grafo original.

5. (Exame de recurso, 2005/2006)
Considere o problema de determinar se um dado grafo orientado é ou nao simétrico.

(a) Defina em C uma fungao para resolver este problema. Apresente duas solugoes,
uma para cada uma das representacoes estudadas (matrizes e listas de ad-
jacéncia).

(b) Para cada uma das fungoes apresentadas atréds, descreva o tempo de execucao

T(N, E) e a memoria extra usada M (N, E) em fungado do nimero de vértices
(N) e de arestas (E).

6. (Ezame de recurso, 2005/2006)
Dado um grafo nao orientado, nao pesado e ligado, o diAmetro do grafo define-se
como o mais longo dos caminhos mais curtos do grafo (relembre que o comprimento
de um caminho é o nimero de arcos desse caminho).

(a) Usando os algoritmos estudados, apresente uma algoritmo para calcular o
didmetro de um grafo.

(b) Baseado ainda nas anélises de complexidade das varias componentes usadas
na solugao apresentada na alinea anterior, caracterize a complexidade dessa
solucao.
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10.

11.

(Epoca especial, 2005/2006)

Sejam G1 = (Vi,E1) e G = (Va, Ey) grafos. Uma fungao f : V4 — V5 é um
homomorfismo de grafos quando preserva adjacéncias (i.e. para quaisquer z,y €
V1, temos que (z,y) € E1 = (f(z), f(y)) € E2). Se f possuir uma inversa que seja
um homorfismo de grafos, entao dizemos que f é um isomorfismo de grafos.

Defina uma funcao polinomial que, dados dois grafos e um homomorfismo de grafos,
determine se esse homomorfismo é um isomorfismo de grafos.

(Epoca especial, 2005/2006)

O didmetro de um grafo define-se como a maior distdncia entre dois quaisquer
vértices. Por sua vez, a distancia entre dois vértices define-se como o numero
minimo de arestas dos caminhos entre esses vértices.

(a) Apresente um algoritmo para resolver este problema.

(b) Assumindo que cada vértice estd ligado a no maximo outros 3, qual a com-
plexidade maxima do algoritmo que apresentou na alinea anterior (em funcao
do nimero de vértices do grafo).

. (Epoca especial, 2005/2006)

Um grafo G nao pesado diz-se transitivo sse G o G C G.

(a) Defina uma fungao de composigao de grafos.

(b) Use (ou adapte) a fungao referida na alinea anterior para definir uma fungéo
que testa se um dado grafo é transitivo.

(Teste, 2006/2007)

Assuma que a funcao void dijkstraSP (Graph g, int v, int paill, int dist[])

faz o calculo dos caminhos mais curtos com origem num dado vértice, segundo o
algoritmo de Dijkstra, num grafo pesado.

Note que, dados o grafo g e o vértice de origem v, esta fungao guarda a arvore dos
caminhos mais curtos em pai, e as respectivas distancias em dist.

Usando a funcao dijkstraSP, defina a fungdo int camMaisCurto (Graph g, int
v, int d) que dado o grafo g, o vértice origem v e o vértice destino d, imprime no
stdout a sequéncia de vértices do caminho mais curto (da origem para o destino),
um vértice por linha. Esta fun¢ao devolve 1 se ndao houver caminho, e 0 se existir.

(Exame de recurso, 2006/2007)
Considere o seguinte grafo:
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12.

13.

Relembre o algoritmo de Prim para o calculo da Arvore Geradora de Custo Minimo.
Tlustre as diversas etapas de execucao deste algoritmo, sobre o grafo da figura.
Identifique os conjuntos dos nés da arvore, dos nés da orla e dos arcos candidatos,
ao longo da execucao do algoritmo. Considere que o né A é o primeiro né a ser
incluido na arvore.

(Exame de recurso, 2006/2007)

Relembre o algoritmo de Dijkstra para calculo do caminho mais curto de um dado
vértice para todos os outros, num grafo pesado e orientado (assuma que os pesos
sa0 nimeros inteiros positivos). Assuma que a fungao dijkstraSP, definida como

dijkstraSP (Graph g, int v, int st[], int pesos([]);

devolve nos vectores st e pesos a arvore construida pelo algoritmo e o peso do
caminho mais curto para cada um dos vértices. Assuma ainda que o ntmero de
vértices é dado pela constante NV.

(a) Considere que apds se invocar a funcao dijkstraSP, se pretende determinar
qual a aresta de maior peso usada. Escreva uma funcao que determine qual
0 peso dessa aresta.

(b) Usando a fungao dijkstraSP escreva uma fun¢ao que preencha uma matriz
quadrada (NVXNV) com os pesos dos caminhos mais curtos entre todos os
vértices (assuma que um peso de -1 corresponde a nao existir caminho). Por
outras palavras, defina a fungao de calculo do fecho transitivo de um grafo
pesado usando a funcdo de caminho mais curto.

(c) Assumindo que a funcdo dijkstraSP executa em tempo O(NV log(NV)), de-
termine um limite superior para o tempo de execucao da funcao referida na
alinea anterior.

(Epoca especial, 2006/2007)
Considere o seguinte grafo nao pesado:

Desenhe uma arvore de antecessores passivel de ser produzida pelo algoritmo de
travessia em largura (breadth-first). Indique também a ordem porque os vértices
sao alcancados. Considere que o vértice E é utilizado como ponto de partida da
travessia.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

(Epoca especial, 2006/2007)

Assuma que tem definida uma fungdo void travDF (Graph g, int pai [NV])
que implementa o algoritmo da questao anterior (onde NV é o ntimero de vértices
do grafo).

O array preenchido por esta fungao pode ser usado para determinar o compri-
mento do caminho mais curto (i.e., com menos arestas) entre dois vértices do
grafo. Defina a funcao int distancia (Graph g, int origem, int destino)
que calcula esse comprimento, devolvendo -1 caso nao exista caminho.

(Epoca especial, 2006/2007)

Suponha definidos o tipo VERTICE e uma funcao Vert2Int injectiva de con-
versao deste tipo de dados num numero inteiro (sendo injectiva, quando aplicada
a vértices diferentes dd resultados diferentes).

Pretende-se armazenar um grafo pesado com N destes vértices usando tabelas de
hash (open addressing) para armazenar os vértices e listas de adjacéncia para
representar as arestas.

(a) Defina os tipos de dados necessarios, bem como a funcao de hash que, dado
um vértice retorna o indice que lhe corresponde, usando a funcédo Vert2Int
como auxiliar. Note que esta funcao pode dar resultado fora da gama de
definicao da tabela. Note ainda que como nao temos disponivel qualquer
funcao de igualdade entre vértices, esse teste tem de ser feito também usando
a funcao Vert2Int.

(b) Apresente defini¢oes de fungoes que permitam:
i. Calcular o peso de uma aresta (se existir).
ii. Calcular o niimero de antecessores de um vértice.
iii. Calcular o nimero de vértices que nao sao acessiveis de um dado vértice.

(Exame de recurso, 2006/2007)
Defina a fun¢do int minPeso (Graph g) que devolve o peso do arco de menor
peso de um grafo.

(Teste, 2007/2008)
Defina a fun¢do int haCaminho(Graph g, int o, int d) que determina se hé
caminho entre dois vértices.

(Teste, 2007/2008)

Defina uma func¢ao (o mais eficiente possivel) que receba a arvore resultado de uma
travessia de um grafo (vector dos pais) e faca uma travessia pre-order dessa arvore
(imprimindo os indices correspondente). Considere que o grafo tem N vértices e
que a raiz da arvore tem pai -1.

(Exame de recurso, 2007/2008)
Num grafo nao orientado, um click é um subconjunto de vértices em que quaisquer
dois elementos estao ligados por uma aresta.

Defina uma fungao que dado um grafo e um conjunto de vértices determina se esse
conjunto é um click.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(Ezame de recurso 2008/2009)

Defina uma funcao int maisLongo(Graph g, int o) que, dado um grafo orien-
tado e aciclico (representado em matriz de adjacéncias) e um vértice, calcula o
comprimento do caminho mais longo que tem como origem esse vértice.

(Exame de recurso, 2008/2009)

Dados dois grafos R e S com o mesmo conjunto de vértices V', a composicao dos
grafos R e S, denota-se por Ro S e tem uma aresta de a para b sse existe um
vértice c tal que a aresta a — c existe em S e a aresta ¢ — b existe em R. Defina a
funcao void compoe (GraphMat r, GraphMat s, GraphMat ros) que coloca no
terceiro argumento o resultado da composicao dos 2 primeiros grafos. Assuma que
os grafos estao representados em matrizes de adjacéncia.

(Exame de recurso, 2009/2010)

Defina uma funcao int valid_path(Graph g, int path[], int n) que deter-
mina se o array path de dimensao n contém ou nao uma sequéncia de nds cor-
respondente a um caminho existente no grafo. Analise o tempo de execucao da
funcao que definiu.

(Teste, 2010/2011)
Defina uma fungdo que calcula o inverso de um grafo (um grafo que tem uma
aresta 1->j se e s6 se existe uma aresta j->i no grafo original).

(Teste, 2010/2011)

Faca a andlise da complexidade da funcdo que apresentou na alinea anterior e
justifique porque nao é possivel obter uma definicdo com uma complexidade as-
simptética inferior a®(V + E) (em que V e E sao respectivamente o nimero de
vértices e de arestas do grafo).

(Exame de recurso, 2010/2011)
Considere a seguinte representacao de um grafo por listas de adjacéncia:

A ->B, F (a) Classifique o grafo de acordo com os seguin-
B->A, C, G tes critérios: orientado/nao-orientado, pesa-
C->B, G, D do/nao pesado, ciclico/aciclico, ligado/nao li-
D->¢C, E gado. Justifique todas as suas respostas.
E->D, G, F

F->A, E, G (b) Qual o algoritmo (nome) que utilizaria para en-
G->B. C. E. F contrar o caminho mais curto entre o né A e o

-
-

n6 D? Apresente uma execucao desse algoritmo
para o grafo indicado.

(Exame de recurso, 2010/2011)

Por capacidade total de um vértice entende-se a diferenca entre a capacidade de
entrada (soma dos pesos de todos os arcos que se dirigem para o vértice) e a
capacidade de saida (soma de todos os pesos de arcos que partem do vértice).

Defina uma funcao que calcula a capacidade total de todos os vértices do grafo.
Certifique-se que a solucao apresentada é eficiente, e refira qual a respectiva com-
plexidade.
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27.

28.

29.

30.

31.

(Exame de recurso, 2010/2011)

Relembre o algoritmo de Dijkstra para calcular o caminho mais curto entre um
vértice e todos os que dele sao alcancaveis. Suponha que esse algoritmo estd im-
plementado na fungao int dijkstraAll (Graph g, int o, int pais [], int
pesos [1) que devolve ainda o ntimero de vértices alcancaveis a partir do vértice

dado.

(a) Defina uma fungdo int maisLonge (Graph g, int v) que calcula dentro
dos vértices alcancaveis de v, aquele a que estd a uma maior distancia (con-
siderando a distancia entre dois vértices como o peso do caminho mais curto
que o0s une).

(b) Assumindo que a fungao dijkstraAll tem uma complexidade de O(V?2), qual
a complexidade assimptotica da funcao que apresentou na alinea anterior?
Justifique.

(Epoca especial, 2010/2011)

Em grafos nao pesados a composicao de grafos (com um mesmo conjunto de
vértices) define-se como: existe uma aresta i->j em apos(g,f) sse para algum
vértice k existem as arestas i->k em f e k->j em g.

(a) Defina uma funcdo que implemente a composicao de grafos nao pesados
quando representados em matrizes de adjacéncia de inteiros.

(b) Uma possivel generalizacao deste conceito para grafos pesados consiste em

dizer que o peso da aresta i->j em apos(g,f) é o minimo da soma das
arestas i->k em f e k->j em g para todos os vértices k.
Defina uma fungao void apos (GraphMat g, GraphMat f, GraphMat res)
que implemente a composigao de grafos pesados quando representados em ma-
trizes de adjacéncia de inteiros (considere que um peso negativo corresponde
a auséncia de aresta.

(Epoca especial, 2010/2011)

(a) Defina uma funcao que calcule o niimero de antecessores de um dado vértice.

(b) Defina ainda uma funcao que determina qual o vértice do grafo que tem mais
antecessores. Note que esta fungao deve executar em O(V + E) em que V
e E sao respectivamente o ntimero de vértices e arestas do grafo. Apresente
uma analise do tempo de execucao para justificar a sua resposta.

(Teste, 2011/2012)

Defina uma fungao int colorOK (Graph g, int color[]) que, dado um grafo
nao orientado g e um vector de inteiros cor verifica se essa coloracao é valida.
Diz-se que uma coloracgao é valida sse vértices adjacentes tenham cores diferentes.

(Exame de recurso, 2011/2012)
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(a) Defina uma funcao int alcancaveis (Graph g, int o, int ant[]) que
faz uma travessia do grafo g a partir de um vértice o e preenchendo um
vector de antecessores para todos os vértices visitados.

(b) Defina uma funcao EList caminho (Graph g, int o, int d) que calcula
um caminho no grafo g com origem em o e destino d. A fungao deve retornar
uma lista ligada com os destinos das arestas do caminho (NULL caso tal
caminho nao exista).

32. (Ezame de recurso, 2011/2012)
Dados dois grafos nao pesados G1 = (V1, F1) e Gy = (Va, Es), uma fungao f :
Vi — Vs diz-se um homomorfismo de grafos sse para cada aresta a — b do
grafo G existe uma aresta f(a) — f(b) no grafo G2. Por exemplo, a fungao
{0 -> 1, 1 -> 2, 2-> 0} (que pode ser representada num array com {1,2,03})
¢ um homomorfismo entre o grafo apresentado abaixo e ele préprio (de facto é um
isomorfismo, uma vez que é uma funcao bijectiva).

Cr—

Defina uma fungdo int homoGraph (Graph gi,
Graph g2, int £[]) que testa se a funcao represen-
tada no vector £ é um homomorfismo entre os gra-
fos g1 e g2 (assuma que o conjunto dos vértices é
o mesmo). Apresente uma analise da complexidade
assimptotica dessa fungao.

33. (Epoca especial, 2011/2012)
Defina uma fungao int naoalcancavel (Graph g, int o) que calcula, caso exista,
um vértice que nao seja alcancavel a partir de o. A funcéo deverd retornar -1 caso
tal vértice nao exista. (Sugestao: use uma travessia do grafo).

34. (Teste, 2012/2013)
Usando uma travessia, defina uma fungao int succN (Graph g, int v, int N)
que, dado um grafo g, um vértice v e um inteiro N, determina quantos vértices
em g estao a uma distancia de v menor ou igual a N, i.e., para os quais existe um
caminho com N ou menos arestas.

35. (Teste, 2012/2013)

Em alguns algoritmos sobre grafos (Prim, Dijkstra) uma optimizagao possivel con-
siste em implementar a orla com uma fila de prioridades. Uma forma de se imple-
mentar essa estrututa consiste em organizar os vértices numa min-heap ordenada
pelo custo de cada vértice. Contudo, como o custo de cada vértice pode mudar,
precisamos ainda de ter acesso a posicao de cada vértice na heap, e implementar
operagoes de actualizagao do custo de um vértice, com a consequente mudanca da
posicao desse vértice na heap.
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36.

37.

38.

Considere entao as seguintes definicbes para implementar uma fila de prioridades
dos vértices de um grafo:

int custo[MaxV]; // custo de cada vértice

int posicao[MaxV]; // posigdo na heap

int heap[MaxV];

int heapsize; // nimero de elementos na heap;

Por exemplo, se a orla for composta pelos vértices 1, 2, 4, 7 e 11, com custos
(respectivamente) 6, 3, 5, 2 e 4, uma possivel configuragao destas varidveis seria:

custo:loléliz)l:l%‘:‘:‘%lzlzlzl}il‘
posicao = | If‘lflgli"5‘ \g|8|9|10|111|:\

veap=| 7 uf2fafo] [ | [ | [ [ ||

heapsize = 4

Defina a funcao void updateCusto (int v, int c) que altera o custo do vértice
v para um custo menor c.

(Exame de recurso, 2012/2013)

Considere que se usa um grafo pesado e nao orientado para representar uma rede
de distribuicao de agua. Os vértices correspondem a bifurcacées enquanto que os
pesos das arestas correspondem a seccao do tubo.

Defina uma funcao int ligacao (Graph g, int v1, int v2, int seccao) que,
dado um grafo e dois vértices, determina se existe uma ligacdo entre esses dois
vértices envolvendo apenas tubos com uma seccao superior a um dado valor.

(Epoca especial, 2012/2013)
Considere um grafo com 101 vértices, numerados de 0 até 100, e onde existe uma
aresta de x para y se e s6 se x é um divisor de y. Assuma que os sucessores de
cada nodo se encontram armazenados por ordem crescente. Por exemplo, os
sucessores do vértice 9 serao

o0, 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90, 99

por esta ordem.

Indique quais, e por que ordem, os vértices visitados ao efectuar uma travessia em
profundidade a partir do vértice 10.

(Teste, 2013/2014)

Diz-se que um grafo estd bem colorido se nenhum arco liga dois vértices com
a mesma cor, i.e., todos os pares de vértices adjacentes sao pintados com cores
diferentes.
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39.

40.

41.

42.

Escreva uma fungao int checkcoloring(Graph g, Colors c) tao eficiente quanto
possivel, que verifica se um grafo satisfaz esta defini¢do, devolvendo um valor bo-
oleano. Efectue depois a andlise do seu tempo de execucao no melhor e no pior
caso, dizendo quando ocorre cada caso.

(Teste, 2013/2014)

Considere que se usa um grafo nao orientado em que cada vértice corresponde a
um pais e as arestas correspondem a fronteiras terrestres: existe uma aresta de a
para b (e logo de b para a) sse existe uma fronteira terrestre entre os paises a e b.

Defina uma funcao int Maior_cont (Graph) que calcula o nimero de paises do
maior continente. Considere que um continente é um conjunto de paises que tém
fronteira terrestre e que o tamanho de um continente é o ntimero de paises desse
continente.

(Exame de recurso, 2014/2015)

Defina em C uma a fungao int pesoC (Graph g, int V[], int k) que calcula
o custo do caminho com k vértices (armazenados no vector V) no grafo g. Assuma
que os vértices do vector correspondem realmente a um caminho, i.e., que existe
uma aresta entre cada par de valores consecutivos do array.

(Exame de recurso, 2014/2015)
Relembre o algoritmo de Dijkstra para o cdlculo de caminhos de menor peso em
grafos pesado.

0(1(2|3|4

0/0|0]1]2]0

= . . 1 2

Apresente a evolucao desse algoritmo quando é invocado, N g (1) 8 8 0
a partir do vértice 2, sobre o grafo com 5 vértices repre- sl111150l0
sentado na matriz ao lado. O elemento da linha z coluna <l3lolol1lo

y representa o peso da aresta com origem x e destino y.
Um peso 0 marca a inexisténcia de aresta. Na sua res-
posta deve apresentar os varios estados da orla bem como
dos vectores de antecessores e pesos.

(Teste, 2015/2016)
Um grafo G = (V, E) diz-se bi-partido sse é possivel determinar um sub-conjunto
V1 tal que para cada aresta (a,b) € FE, exactamente uma das extremidades (a
ou b) pertence a Vj.

(a) Defina uma func@o int bipartition (Graph g, int V1[]) que recebe como
argumentos um grafo e um array de booleanos (que representa um conjunto
de vértices: um vértice x pertence ao conjunto sse V1[x]==1) e que testa se
para cada aresta do grafo exactamente uma das suas extremidades pertence
ao conjunto V1. A funcao deverd retornar O se existir uma aresta para a qual
tal ndo se verificar.

b) Defina uma fungdo int bipartido (Graph g, int V1[]) que testa se um
g
grafo é bipartido. A funcao deverd retornar 1 se tal acontecer e 0 no outro
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43.

44.

45.

caso. Em caso afirmativo, a funcao deverd ainda preencher o array V1 com
1 ou 0 de forma a que o conjunto representado por esse array demonstre
que o grafo é bi-partido (V1[i]=1 significard que i pertence ao conjunto
representado por V1).

Sugestao: Faga uma ou mais travessias de forma a visitar a totalidade dos
vértices. Para cada vértice visitado teste se é possivel inclui-lo no conjunto
V1.

(Teste, 2015/2016)

Considere que ao executar o algoritmo de Floyd- ¢ = 0|1|2]3]4
Warshall (all-pairs shortest paths) sobre um grafo o] —1|4]|— —
G com 5 vértices, as matrizes de pesos (p) e ca- 1l=|=]=]-1]-
minhos (¢) produzidas sdo as que se apresentam 2| —|4]—141]0
ao lado. 3l === | =
Responda, justifiicando, as seguintes questoes so- al—|—|=11]-
bre o grafo G. p= ol 112l 3]l 4
(a) Qual o caminho mais curto (i.e., a sequéncia 000 3 foo) 4 )1
de vértices) que liga o vértice 0 ao vértice oo joo ool 1 oo
37 22| 5]|oo| 6|3
3|00 |00 o00| 00|00
(b) Qual o caminho mais curto (i.e., a sequéncia 4]00] 2 |o0| 3 | @

de vértices) entre os vértices mais distantes
entre si?

(c) Serd o grafo ciclico?

(Exame de recurso, 2015/2016)

Considere que existe disponivel uma funcao int dijkstraSP (Graph g, int o,
int pais[] int pesos[]) que calcula o caminho mais curto do vértice o para
todos os vértices do grafo g. Essa funcao preenche os dois vectores: pais com a
arvore dos caminhos (antecessores)e pesos com as respectivas distancias. Consi-
dere que se peso[x] == -1 apds a invocagao da funcao entao o vértice x nao é
alcancéavel a partir de o.

(a) Usando esta fungao, defina a fun¢ao int maisArestas (Graph g, int o) que
calcula o nimero de arestas do caminho mais curto que liga o vértice o ao
que lhe é mais distante.

(b) Admitindo que a funcdo dijkstraSP executa em tempo ©(V? + V.E) qual a
complexidade assimptética da fungao que definiu? Justifique.

(Exame de recurso, 2015/2016)

O algoritmo de travessia depth-first pode ser usado para determinar a existéncia
de ciclos se o controlo dos vértices visitados for feito colorindo os vértices com 3
valores (VISITADO, NAO VISITADO e EM VISITA). Sempre que um vértice adjacente
ao vértice a visitar se encontra no estado EM VvISITA, foi detectado um ciclo. Os
vértices desse ciclo podem ser determinados através do array de antecessores.
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46.

47.

48.

Apresente uma defini¢do de uma funcao int ciclo (Graph g, int c[]) que de-
termina se um grafo tem ciclos. Em caso afirmativo a fungéo deverd retornar 1 e
preencher o vector ¢ com os vértices que compoe o ciclo encontrado.

(Epoca especial, 2015/2016)

(a) Defina a fungao int vizinhanca (Graph g, int v, int d) que calcula o
numero de vértices do grafo que estdo a uma distancia de v (soma dos pesos
do caminho) inferior a d.

(b) Que alteracoes faria a solucdo apresentada se se tratasse de um grafo nao
pesado?

(Exame de recurso, 2016/2017)
Defina uma fungdo maxcomp que calcula o nimero de vértices da maior componente
ligada de um grafo nao orientado.

(Exame de recurso, 2016/2017)
Suponha que um dado grafo g tem 15 elementos (#define NV 15) e que se executa
o seguinte extracto de cédigo:

int i; int pesos [NV], int pais [NV];
for (i=0;i<NV;pais [i++] = -2);

dijkstraSP (g,3,pais,pesos);

Depois disso os arrays pais e pesos tém o seguinte contetido:

a5 T s T[22 Tl o 21 (1 [2 2] 2] |
pesos = 20| 4 | 3] o] 2|9 8]3]20]5]8]|13]5]a2]2]

Indique, justificando, quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras e quais sao
falsas. Considere que a distancia entre dois vértices é o peso (soma dos pesos das
arestas) do caminho mais curto que liga o primeiro ao segundo. Sugestdo: comece
por desenhar a drvore calculada pela funcdo dijkstraSP.

os vértices 0 e 8 estao & mesma distancia do vértice 3.

(a
(b
(c

(d) existe no grafo uma aresta que liga o vértice 9 ao vértice 5 com peso 3.

o vértice mais distante do vértice 3 é o vértice 0.

a distancia do vértice 3 a 1 € igual a distancia do vértice 1 ao vértice 10.

)
)
)
)

87



49. (Epoca especial, 2016/2017)
Considere a definicao usual de grafos usando listas de ~ #define NV ...

adjacéncia. typedef struct aresta {
Defina uma fungao int subMST (Grafo g, int o, int destino, peso;
int lim, int m[]) que, dado um grafo g, um struct aresta *prox;

vértice o e um custo 1im calcula um subgrafo ligado } *Grafo[NV];
e aciclico de g que contém o vértice o a soma dos cus-

tos das arestas é menor ou igual a 1im e tem o maior

numero possivel de vértices.

Sugestao: adapte o algoritmo de Prim de calculo duma arvore geradora de custo
minimo.
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