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G4: Algoritmos sobre Grafos
Pesados: Programacao Dinamica

Nota inicial
Neste modulo consideraremos, sem perda de generalidade, que
V =40,...,|V]| — 1}. Esta indexacdo dos vértices de um grafo por nimeros

naturais sera util uma vez que os algoritmos que discutiremos se baseiam na
representacao de grafos por matrizes de adjacéncias.

Fecho Transitivo de um Grafo Orientado

A nocao de fecho transitivo de uma relacao binaria EZ é bem conhecida: trata-se
da relacao obtida adicionando-se a relacao os pares necessarios por forma a obter
uma relacao transitiva.

Para calcular o fecho transitivo de uma relacdo basta iterar o seguinte passo
basico:
e Se(i,k) € Ee(k,j) € Eentdo E := EU(1,5)

Se a relagdo em questao for a relagdo de adjacéncia de um grafo G = (V, E), o
seu fecho transitivo sera um grafo G’ = (V, E’), em que E’ é o fecho transitivo

de F.
Note-se que:

Se o vértice v é alcangavel a partir de u em G, entdo v sera adjacente a u em

G/
Aparentemente bastara iterar o passo identificado acima, percorrendo

sucessivamente todos os pares de vértices 1, j e todos os vértices intermédios k,
por forma a determinar se j é alcancado a partir de ¢ passando por k.

for (i=0; 1i<n; i++)



for (3=0; j<n; j++)
RE1TH] = 6L41L31;

for (i=0 ; d<n ; d++)
for (3j=0 5 j<n 5 j++)
for (k=0 ; k<nj; k++)
if (R[iJ[k] && R[kI[j1) R[iI[j] = 1;

No entanto esta solucao apresenta problemas. Basta observar que se tivermos as
seguintes 3 adjacéncias:
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entao claramente o algoritmo falhara na inclusdo da aresta 0 — 2, uma vez que

nem (0 — 3 nem 1 — 2 terdo sido acrescentadas em Rquando: =0e j = 2:

e () — 3 so sera acrescentada quando 2 = 0 e 7 = 3, 0 que acontecera na
proxima iteracao do ciclo interior

e 1 — 2s0 seraacrescentada quando? = 1 e j = 2, 0o que acontecera ainda
mais tarde, so na proxima iteracao do ciclo exterior

O problema pode ser resolvido iterando o algoritmo acima até nao haver mais
pares acrescentados, o que levaria a um algoritmo de tempo O(IN*4). Existe no
entanto uma solucado mais simples, que consiste em simplesmente trocar a
ordem relativa dos ciclos, passando o vértice intermédio a ser iterado no ciclo
mais exterior. O algoritmo resultante é conhecido por algoritmo de Warshall, e
executa em tempo O(N?3).

void warshall (GraphM G, GraphM R, int n)
{
int i, j, k;
for (i=0; i<n; i++)
for (j=0; j<n; j++)
R[A103] = GLi1[31;

for (k=0 ; k<nj; k++)

for (i=0 ; 1di<n ; i++)



for (3j=0 ; j<n ; j++)
it (R[AT[K] && R[kI[31) R[iI[3] = 13

Sera talvez mais facil entender o seu funcionamento observando o seguinte
invariante do ciclo exterior.

No inicio de cada iteracdo do ciclo mais exterior, R[1][j]==1 sse existe um
caminho (néo vazio) de © para j contendo além destes apenas vértices
pertencentes ao conjunto {0, ...,k — 1}.

Para a prova de preservacao deste invariante basta observar que a iteracado k vai
testar se existe caminho de i para j passando adicionalmente por k, e efectuara

R[i]1[j] = 1 se for esse o caso (claro que este valor podia ja ser 1 antes!).

Quando k == n, na terminacao do ciclo, teremos calculado o fecho transitivo,
como desejado.

Memoization e Programacao Dinamica

Numeros de Fibonacci:
Recordemos a definicdo da sequéncia de Fibonacci:

fib(1)
fib(2)
fib(n)

1
1
fi

b(n — 1) + fib(n — 2)

E bem sabido que a implementacao recursiva “top-down” desta definicio é
proibitiva, por efectuar muitos calculos redundantes. Basta expandir fib(n — 1)
na definicdo acima para observar este fendmeno:

fib(n) = 2 * fib(n — 2) + fib(n — 3)

Por forma a partilhar estes resultados intermédios, basta efectuar o calculo
“"bottom-up” armazenando (memoizing) os resultados num vector para poderem
ser utilizados quando necessario. Isto permite o calculo em tempo ©(n):



int Fibonacci (int n) {

int k, fib[n];

fib[1]
fib[2]
for (k=3 j; k<=nj; k++)

fib[k] = fib[k-1] + fib[k-2];

return fib[n];
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Quando sao necessarios, os valores de fib[k-1] e fib[k-2], em vez de
recalculados recursivamente, sao simplesmente consultados no vector de
resultados.

A estratégia algoritmica conhecida por programacéo dinamica consiste
simplesmente em optimizar a estratégia de calculo bottom-up com memorizacao
de resultados intermédios, observando que, em cada passo de calculo, sao
necessarios apenas os dois ultimos resultados calculados, o que dispensa o
armazenamento, neste caso, de toda a série de Fibonacci, bastando guardar em
duas variaveis os dois ultimos numeros da sequéncia.

O resultado é um algoritmo que utiliza apenas espago em O(1):

int Fibonacci (int n) {
int k, a=1, b=1, t;
for (k=3 ; k<=nj; k++) {

t = atb;
b = a;
a = t;



Distancia entre vértices de um grafo:

Consideremos o problema do calculo da distancia entre vértices num grafo
pesado.

Naturalmente, uma vez que a distancia é o peso do caminho mais curto, podemos
aplicar o algoritmo de Dijkstra para identificar o caminho mais curto e considerar
entdo o seu peso. Mas tentemos abordar o problema de outra forma.

Seja d (%, j) o peso do caminho mais curto de ¢ para j passando apenas pelos
vértices de S, = {0, ...,k — 1}. Esta nogdo tem uma defini¢do simples,
recursiva em k:

do(?,75) = w; [ peso da aresta (i, j) ]
dk—l—l(i?j) = min (dk(zaj) ’ dk('lﬂ k) + dk(kaj))

E imediato que a distancia entre os vértices é 6(4, j) = djy|(4, j)

O que é interessante € que este calculo recursivo apresenta um padrao (top-
down) muito ineficiente, mas que, tal como no caso do calculo da sequéncia de
Fibonacci, tem muito potencial para armazenamento de resultados intermédios,
se se optar por uma estratégia de calculo bottom-up, calculando e armazenando,
por esta ordem, d1, ds, ..., d,.

Utilizaremos um vector de matrizes (i.e., uma matriz tri-dimensional) tal que

DIk][][j] = dx(3, ).
E imediato escrever o algoritmo com memoization com base na definicao
anterior:

void memoDistances (GraphM G, GraphM D[MAX], int n)
{
int i, j, k;
for (i=0; i<n; i++)
for (3=0; j<n; Jj++)
DLOJ[i1[J] = GLi11[3];

for (k=0 ; k<nj; k++)

for (i=0 ; i<n ; i++)



for (3j=0 ; j<n 5 j++)
D[k+1][i]1[3] = min(D[k][i1[j1, D[kI[i][k]+D[k][k][
il

Mais uma vez, o passo decisivo para se obter um algoritmo baseado em
programacao dinamica é a observacao de que € possivel dispensar o
armazenamento de matrizes intermédias, usando uma Unica matriz D que
armazena, no inicio da iteracao k, o equivalente a matriz D[k] no algoritmo

anterior.

void dynDistances (GraphM G, GraphM D, int n)
{
int i, j, k;
for (i=0; 1i<n; "i++)
for (j=0; j<n; j++)
DLi1[3]1 = GLi1[]1;

for (k=0 ; k<nj; k++)
for (i=0 ; d<n ; d++)
for (J=0 ;5 j<n ; J++)
D[i]1[j] = min(D[i1[3]1, D[il[k]l + D[kI[j1);

Observe-se que di1(i, k) = di(i, k) e dx11(k, j) = di(k, ), e por isso o
conteudo da linha k e a coluna k ndo sdo alteradas. E isto que torna
desnecessario armazenar a matriz anterior (k-1).

All-Pairs Shortest Paths: algoritmo de Floyd-Warshall

O algoritmo de Floyd-Warshall € uma variante deste que calcula, além das



distancias, os proprios caminhos mais curtos entre todos os pares de vértices do
grafo.

Os caminhos sao armazenados de forma compacta, numa matriz bi-dimensional
de vértices intermédios.

void FloydWarshall (GraphM G, GraphM D, int P[MAX][MAX], 1int n
)

{
int i, j, k;
for (i=0; d<n; i++)
for (3j=0; j<n; j++) {
DLi][3] = G[il[3];
PLi1[J] = -1;
}
for (k=0 ; k<nj; k++)
for (i=0 ; +d<n ; d++)
for (3=0 ; j<n ; j++) {
if (D[i]1[k] + D[kI[j] < D[i1[31) {
DLi]J[3j] = DLi]l[k] + D[kI[]];
PLi10J] = k;
}
}
}

Para compreender a interpretacado da informacao de vértices intermédios
calculados na matriz P, considere-se o seguinte exemplo (cfr. grafo usado como
exemplo em +G3. Algoritmos sobre Grafos Pesados: Estratégia Greedy ):

Para saber qual € o caminho mais curto entre os vértices O e 5, consulta-se P[0]
[5] == 8. Isto significa que o caminho passa pelo vértice 8. Consulta-se entao


https://paper.dropbox.com/doc/JWDOd5bEtCLYMT4P82Azl

recursivamente:
e P[0][8] == 6. Entao consulta-se ainda recursivamente:

o P[0][6] == -1
o P[6][8] == -1
e P[8][5] == -1

Os valores -1 sdo casos de paragem, significando que o caminho mais curto
corresponde nestes casos a arestas directas. Sendo assim, o caminho mais curto
entre0e5é (0, 6, 8, 5).

O tempo de execucao deste algoritmo é em termos assimptoticos semelhante ao
do algoritmo de Dijkstra (repetido a partir de todos os vértices do grafo).

Codigo para teste dos algoritmos:

int main(int argc,

GraphM gml = {

{

{

{

{
}s

0,
1,
0,
0,

b b

b

1
0
> 0,
0
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b b

GraphM gmrl;

int nl = 4;

GraphM gm2 = {

{
{

{
{
{
{
{
{

NE,
2,
NE,
NE,
NE,
9,
S,
NE,

2)
NE,
47
NE,
NE,
NE,
6,
NE,

const char * argv[]) {

0 1,
0 1,
11,
0 }

NE, NE, NE, 9, 5, NE, NE},
4, NE, NE, NE, 6, NE, NE},
NE, 2, NE, NE, NE, 5, NE},
2, NE, 1, NE, NE, 1, NE},
NE, 1, NE, 6, NE, NE, 3},
NE, NE, 6, NE, NE, NE, 1},
NE, NE, NE, NE, NE, 5, 2},
5, 1, NE, NE, 5, NE, 4},



{ NE, NE, NE, NE, 3, 1, 2, 4, NE}
s
GraphM gmr2[MAX];
int paths[MAX] [MAX];
int n2 = 9;

warshall (gml, gmrl, nl);
printGraphM(gmrl, nl);

memoDistances(gm2, gmr2, n2);

printGraphM(gmr2[n2], n2); printf("\n");

// dynDistances(gm2, gmrl, n2);

FloydWarshall(gm2, gmrl, paths, n2);

printGraphM(gmrl, n2); printf("\n");
printGraphM(paths, n2);



