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1 Conjuntos e Multi-conjuntos

As operacoes fundamentais que se pretendem implementar em conjuntos sao a procura
e insercao de um elemento no conjunto. Para além destas é normal disponibilizar ainda
operacgoes de uniao, interseccao e diferenca de conjuntos.

void initSet (Setlnt);

int searchSet (SetInt, int);
int addSet (Setlnt, int);
int emptySet (Setlnt);



void unionSet (SetInt, SetInt, Setlnt);
void intersectSet (Setlnt, SetInt, Setlnt);
void differenceSet (SetInt, SetInt, Setlnt);

Um multi-conjunto é uma generalizacao do conceito de conjunto em que se tem em
consideragao a multiplicidade com que um elemento nele ocorre.

As operacoes a disponibilizar para tal tipo de dados s@ao a generalizacdo das correspon-
dentes oeragoes sobre conjuntos.

void initMSet (MSetInt);

int searchMSet (MSetInt, int);

int addMSet (MSetInt, int);

int emptyMSet (MSetInt);

void unionMSet (MSetInt, MSetInt, Setlnt);

void intersectMSet (MSetInt, MSetInt, MSetInt);
void differenceMSet (MSetInt, MSetInt, MSetlnt);

No caso de o universo ser um segmento inicial do conjunto dos nimeros naturais a forma
mais eficiente de implementar conjuntos (ou multi-conjuntos) é usar um array em que a
posicao i indica se o elemento i pertence ao conjunto ou, no caso dos multi-conjuntos,
a multiplicidade com que ele ocorre.

Exemplo 1 O conjunto {2,4,10} seria implementado num array (com pelo menos 11 posi¢cdes)
em que todas as componentes serdo 0 excepto as posicoes 2, 4 e 10 que terdo o valor 1.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ..
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Exemplo 2 O multi-conjunto {2,2,4,4,4,10} seria implementado num array (com pelo menos

11 posi¢des) em que todas as componentes serdo 0 excepto as posicdes 2, 4 e 10 que terdo os valor
2, 3 e 1 respectivamente.
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As definigoes seguintes definem estas representacoes de conjuntos e multi-conjuntos.

#define MAXS 100 #define MAXMS 100
typedef char SetInt [MAXS]; typedef int MSetInt [MAXS];

As operacoes de inicializacdo deverao assegurar que o conjunto passa a representar o
conjunto vazio. Por isso deverao inicializar todas as posigoes dos arrays a zero.

int emptySet (SetInt s){ void initMSet (MSetInt s){
int i; int i;
int r; for (i=0;
for (i=0; 1 <MAXMS;
i <MAXS; s [i++]=0)
s [i++]=0) ;



Da mesma forma, para verificar que um conjunto é vazio temos que percorrer todo o
array que o representa.

void emptySet (SetInt s){ void emptyMSet (MSetInt s){
int i; int r=1; int i; int r=1;
for (i=0; for (i1=0;
I<MAXS & r — 1; I<MAXMS & r — 1;
i++) i++)
if (s[i]!=0) r=0; if (s[i]!'=0) r=0;
return r; return r;

} }

O custo computacional destas duas operacoes de inicializacao e teste é compensado pela
eficiéncia das operacoes de adi¢do de um novo elemento e de procura de um elemento.

int addSet (Setlnt s, int addMSet (MSetInt s,
int x){ int x){
s[x] = 1; s[x] += 1;
return O0; return O0;

} }

int searchSet (Setlnt s, int searchMSet (MSetlnt s,
int x){ int x){
return (s[x]); return (s[x]);

} }

Para definir as restantes operacoes sobre conjuntos teremos que voltar a percorrer a
totalidades dos arrays que os representam.

Note-se que tal como acontece com os conjuntos, a uniao de dois multi-conjuntos deve
corresponder ao menor multiconjunto que contém os dois.

void unionSet (SetInt sl, void unionMSet (MSetInt sl
SetInt s2, MSetInt s2,
SetInt r){ MSetInt r){
int i; int i;
for (i=0; i<MAXS; i++) for (i=0; i<MAXS; i++)
r[i]=sl[i] || s2[i]; if (s1[i] > s2[i])
) ] = s1[i];
else rl1[i] = s2[i];

}

De igual forma, a intersecgdo de dois multi-conjuntos deve corresponder ao maior mul-
ticonjunto contido nos dois.



void intersectSet (Setlnt sl, void intersectMSet (MSetInt sl

SetInt s2, MSetInt s2,
SetInt r){ MSetInt r){
int i; int i;
for (i=0; i<MAXS; i++) for (i=0; i<MAXS; i++)
r{i]=sl[i] && s2[i]; if (s1[i] > s2[1])
) (i) = s2(i];
else r1[i] = sl[i];
}
void differenceSet (SetInt sl, void differenceMSet (MSetInt sl
SetInt s2, MSetInt s2,
SetInt r){ MSetInt r){
int i; int i;
for (i=0; i<MAXS; i++) for (i=0; i<MAXS; i++)
rli]=sl1[i] && !(s2[i]); if (s1[i] > s2[i])
} rli]=sl[i] — s2[i];
else r[i]|=0;

}

Estas implementagoes s6 sao possiveis quando o universo é um segmento inicial do
conjunto dos nimeros naturais. Além disso s6 é praticdvel se esse universo nao for
muito grande. Nos casos em que tal nao acontece é costume guardar apenas a informacao
acerca dos elementos que pertencem ao conjunto. Veremos mais adiante (sec¢ao 4) como
tal pode ser implementado de uma forma eficiente.

2 Sequéncias

Talvez a forma mais directa de idealizar um tipo de dados capaz de armazenar um
nimero variavel de itens seja como uma sequéncia. Este tipo de dados, primitivo na
generalidade das linguagens funcionais, pode ser implementado numa linguagem impe-
rativa como C usando a capacidade de alocar e libertar meméria durante a execucao
dos programas/fungoes.

Relembremos em primeiro lugar as fungoes primitivas de gestao de memoria disponiveis
na linguagem C (cujo tipo se encontra definido em stdlib.h).

e void *malloc(size_t size); reserva um bloco contiguo de memoria com size
bytes. A funcao retorna o valor NULL sse ndo for possivel alocar esse bloco de
memoria.

e void free(void *ptr); liberta a memdria (previamente alocada usando uma
invocagao de malloc) que se inicia no endereco ptr.

Para além disso convém referir a existéncia da constante NULL que representa um en-
dereco de memoria invdlido.



Vejamos entao como definir um tipo capaz de representar listas de inteiros.

typedef struct lista *xLInt;

struct lista {
int valor;
LInt prox;

}s
Uma defini¢ao alternativa e equivalente seria

typedef struct lista {
int valor;
struct lista =xprox;
} *LInt;

Para melhor compreendermos como com esta definicdo é possivel representar qualquer
lista de inteiros podemos fazer as seguintes observagoes:

e A lista vazia serd representada pela constante NULL.

e Uma lista nao vazia serd representada pelo enderego (de uma struct lista) onde
estao guardados: o valor do primeiro elemento da lista (campo valor) e a lista
dos restantes elementos (campo prox).

Exemplo 3 Consideremos o seguinte excerto de cddigo.

LInt a,b;

a=malloc (sizeof (struct lista));
b=malloc (sizeof (struct lista));
b—>valor = 16;

b—>prox=NULL;

a—>valor = 4;

a—>prox = b;

A evolugdo do estado pode ser visualizada no seguinte esquema.

valor=? valor=? valor=4
prox="? prox="? prox= —{

a:? a:____» a: a:____—»l

b: ? b: valor=? b: valor=16 b: valor=16 >

\' prox="? \' Prox=nuLL \' prox=nuL

Exercicio 1 Apresente a evolucdo do estado quando alteramos o cédigo do exemplo ante-
rior para o seguinte.

Lint a,b;

a=b=malloc (sizeof (struct lista));
b—>valor = 16;

b—>prox=NULL;

a—>valor = 4;

a—>prox = b;



O exemplo anterior pée em evidéncia a forma como acrescentar um elemento no inicio
de uma lista.

LInt cons (int x, LInt 1) {
LInt new = malloc (sizeof (struct lista));
if (new != NULL) {
new—>valor=x;
new—>prox=l;
}

return new;

}

Exemplo 3 (continuagao) Usando a fungdo cons o excerto de cédigo apresentado pode ser
reescrito como.

LInt a,b;
b=cons (16 ,NULL);
a=cons(4,b);

A funcao seguinte calcula o comprimento de uma lista. Para isso vai seguindo os en-
derecos dos varios elementos da lista.

int length (LInt 1){
int r=0;
while (1!=NULL) {
r++; l=l->prox;
}
return r;

}

Tal como vimos atras, a operagao de acrescentar um elemento no inicio de uma lista é
bastante simples e executa em tempo constante, i.e., o nimero de operacgoes a efectuar
nao depende do niimero de elementos da lista.

Ja a operacao de acrescentar um elemento no final da lista vai precisar de percorrer
toda a lista, tendo por isso um comportamento linear no nimero de elementos da lista
argumento.

Vejamos uma primeira tentativa (errada) de resolver este problema.

LInt snoc (int x, LInt 1) {

LInt pt = 1;
while (pt != NULL) pt = pt—>prox;
pt = malloc (sizeof (struct lista));

pt—valor=x;
pt—>prox=NULL;
return 1;

}

Esta definicao, apesar de percorrer a lista toda acaba por nao fazer qualquer alteracao
a lista recebida. Apds terminar o ciclo a varidvel pt tem o valor NULL e as restantes



operagoes apenas modificam o valor dessa varidvel, sem ligar qualquer nodo adicional a
lista.

Uma forma de solucionar este problema passa por evitar que o ciclo execute a ultima
iteracao. Ou pelo menos que guarde o dltimo valor que a varidvel pt tenha assumido
antes de atingir NULL.

Vejamos entao como modificar a definicao acima de forma a incorporar esta observacao.

LInt snoc (int x, LInt 1) {
LInt pt =1, ant;
while (pt != NULL) {
ant = pt; pt = pt—>prox;
}
pt = malloc (sizeof (struct lista));
pt—>valor=x;
pt—>prox=NULL;
ant—>prox=pt;
return 1 ;

}

A instrugdo ant = pt; imediatamente antes de actualizar o valor de pt garante-nos que
no final do ciclo (pt==NULL)) a varidvel ant tem o endereco da ultima célula da lista.
Isto se a lista original fosse nao vazia, caso contrario o valor da varidvel ant é indefinido.
Podemos testar este caso particular antes de fazer a atribuicao final.

LInt snoc (int x, LInt 1) {
LInt pt = 1, ant;
while (pt != NULL) {

ant = pt; pt = pt—>prox;

}
pt = malloc (sizeof (struct lista));
pt—valor=x;
pt—>prox=NULL;
if (I=NULL) l=pt;
else ant—>prox=pt;
return 1;

}

Uma alternativa a esta definicdo passa por comecar por isolar o caso particular de se
tratar de uma lista vazia. No caso em que a lista nao é vazia, podemos percorrer a lista
até encontrarmos o ultimo elemento (aquele cujo campo prox é nao nulo) em vez de
percorrermos a lista até ao fim.

LInt snoc (int x, LInt 1) {
LInt new, pt;
new=malloc (sizeof (struct lista));
new—>valor=x;
new—>prox=NULL;

if (I=NULL) l=new;



else {
pt = 1;
while (pt—>prox != NULL)
pt=pt—>prox;
pt—>prox=new;
}

return 1;

}

Em ambas as alternativas apresentadas o caso da lista vazia tem que ser tratado como
um caso particular. Isto é de alguma forma natural: apenas no caso da lista ser vazia
¢é que o inicio da lista (e dai o valor de retorno da fungao) é diferente do valor recebido
como argumento.

No entanto esat singularidade pode ser evitada se abordarmos o problema de uma forma
ligeiramente diferente.

Em ambos os casos, i.e., quer a lista seja vazia ou nao, aquilo que esta funcao deve fazer
¢é colocar um novo nodo a ser apontado por algo que até ai tinha o valor NULL:

e no caso da lista 1 ser vazia, é 1 que serd alterado

e no caso da lista nao ser vazia, o que serd alterado serd o campo prox do ultimo
nodo da lista.

Para tratarmos ambos os casos da mesma forma, vamos usar uma varidavel do tipo
endereco de lista onde vamos calcular o endereco de memoria que sera actualizado.

LInt snoc (int x, LInt 1) {
Lint *xel = &l;

while (xel != NULL)
el=&((xel)—>prox);

xel = malloc (sizeof (struct lista));
(xel)—>valor=x;

(* el)—>prox=NULL;

return 1;

Exemplo 4 Vejamos o que acontece quando esta funcdo é invocada para acrescentar o nimero 9
a uma lista com 3 elementos (2, 5 e 8).

[ 2 Ch»5 Ch»> 8 @
el

A varidvel el comecga por ser iniciali-
zada com o endereco de 1.



[ o—»2 G&>5 Oi> 8 |
el

De seguida vai sendo actualizada até l 2 5 8 -
e que estd a enderecar um valor NULL
(ciclo while).

el

] O—{2 O 5 S @
el

Finalmente essa posicio de memdria ] 5 5 8 9 m
o due continha NULL vai ser actualizada

com o endereco de uma lista apenas

com o elemento a acrescentar. e

Exercicio 2 Apresente definicdes das funcoes
e int push (LInt *1, int x)
e int append (LInt *1, int x)

alternativas as funcdes cons e snoc respectivamente, que alteram o valor da lista passada
como argumento (por referéncia) em vez de retornar a lista calculada.

Exercicio 3 Defina a fungdo LInt concatL (LInt a, LInt b) que acrescenta a se-
gunda lista (b) a primeira (a) retornando a lista resultante.

Apresente ainda uma definicdo alternativa mas em que, em vez de retornar a lista resultante,
recebe a primeira das listas por referéncia, i.e., com o tipo void appendL (LInt *a, LInt
b).

Vejamos agora como definir uma funcao para inverter a ordem dos elementos de uma
lista. Uma possivel estratégia consiste em, para listas nao vazias, comecar por inverter
a ordem dos elementos da cauda da lista seguido de colocar o primeiro elemento da lista
original no final.

LInt reverseL (LInt 1) {
LInt r, pt;

if (1=NULL || 1->prox=NULL) r=I;
else {
r = pt = reverselL (l-—>prox);



while (pt—>prox != NULL)
pt=pt—>prox;

pt—>prox=l;

l—prox=NULL;

Exercicio 4 Mostre que a funcdo reverseL acima tem uma complexidade quadratica em
funcdo do nimero de elementos da lista argumento.

Para isso comece por apresentar uma relacdo de recorréncia que traduza essa complexidade
e resolva essa recorréncia.

Uma forma alternativa e mais eficiente de definir esta funcdo devera evitar ter que
percorrer a lista que esta a ser construida.

Para isso podemos percorrer a lista argumento e, para cada elemento (e por essa ordem)
acrescenta-la no inicio de uma lista inicialmente vazia.

LInt reverseL (LInt 1) {
LInt r, tmp;
r=NULL;

while (1!=NULL) {
tmp=1; l=l-—>prox;
tmp—>prox=r; r=tmp;

}

return r;

Exercicio 5 Apresente (informalmente) um invariante do ciclo acima que lhe permita pro-
var a correc¢do da fungdo, face a seguinte especificagdo:

Pré-condigao: | ==
pés-condigao: r == rev (lp)

Vimos como acrescentar um elemento a uma lista quer no inicio (cons e push) quer no
fim (snoc e append). A inser¢ao noutro qualquer ponto da lista é muito semelhante &
inser¢ao no final da lista.

Vejamos por exemplo como fazer a insercao ordenada, i.e., como inserir um elemento
numa lista ordenada (mantendo-a ordenada).

Tal como acontecia atrds (na inser¢ao no fim) vamos ter que isolar o caso particular em
que essa inser¢ao se faz no inicio da lista: quer porque a lista é vazia quer porque o
elemento a inserir é menor do que o primeiro elemento da lista.

No caso de tal ndao acontecer devemos comecar por descobrir onde o novo elemento serd
inserido.

10



LInt insere (LInt 1, int x){
LInt new, pt, ant;
new = malloc (sizeof (struct lista));
new—>valor=x;

if (I=NULL || l-—->valor > x) {
// insercao no inicio
new—>prox=1 ;
1 = new;
} else {
// posicionar na lista
ant=1; pt = l-—>prox;
while (pt != NULL && pt—>valor < x){
ant=pt; pt=pt-—>prox;
}

// ligar o movo nodo
new—>prox=pt;
ant—>prox=new ;

}

return 1;

}

Uma forma alternativa de definir esta fungdo sem particularizar o caso de inser¢ao no
inicio da lista consiste em usar a mesma estratégia que usamos na fungdo snoc: usar
um endereco de uma lista para determinar onde se colocara o endereco da nova célula.

LInt insere (LInt 1, int x){
LInt new, xpt;

new = malloc (sizeof (struct lista));
new—>valor=x;

// posicionar na lista

pt = &l ;

while (xpt != NULL && (xpt)—>valor < x)
pt=&((*pt)—>prox);

// ligar o movo nodo
new—>prox=pt ;
*pt=new;

return 1;

Exemplo 5 Vejamos o que acontece quando esta funcio € invocada para acrescentar o nimero 7
a uma lista com 3 elementos (2, 5 e 8).

11
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el
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De seguida ela vai sendo actualizada
até que estd a enderecar um valor que el

e corresponde a uma lista que comeca
com um valor maior do que x (7) (ci-

clo while). l H|2 D'|_>|5 ®_>|8 Ill
el

| O—>»2 O»5 &>(8
el

A varidvel el comega por ser iniciali-
zada com o endereco de 1.

Finalmente a nova célula é ligada a
lista.

el

Vejamos agora mais um exemplo em que esta técnica de usar um duplo apontador (uma
variavel do tipo *LInt é um endereco do endereco onde se encontra o primeiro elemento
de uma lista) elimina a necessidade de se isolar o caso particular do inicio da lista.

O problema em questao é o de produzir uma cépia de uma lista. Para isso vamos
percorre a lista original e, para cada elemento acrescentar um novo nodo a lista que ird
ser retornada.

De forma a nao termos que percorrer esta sucessivamante guardaremos numa varidvel
pt o enderego do iltimo nodo que foi acrescentado. Dal que seja necessério inicializar
essa lista com uma copia do primeiro elemento da lista original e s6 depois copiar a
restante lista.

LInt clonel (LInt 1) {
LInt r, pt;

if (1 = NULL) r = NULL;

else {
r = pt = malloc (sizeof (struct lista));

12



r—>valor = l—>valor;

l=1—>prox;
while (1!=NULL) {
pt—>prox = malloc (sizeof (struct lista));

pt = pt—>prox;
pt—>valor=l—->valor;
l=1—>prox;

}

pt—>prox=NULL;

}

return r;
¥

Usando um duplo apontador nao temos que isolar a cépia do primeiro elemento da lista
original da cépia dos restantes.

LInt clonelL (LInt 1) {
LInt r, xel;

for (el = &r; I!=NULL; l=l->prox){
xel = malloc (sizeof(struct lista));
(xel)—>valor=l->valor;
el=&((xel)—>prox);

}

x e |=NULL;

return r;

}

Exemplo 6 Vejamos o que acontece quando esta funcio é invocada para duplicar uma lista com
3 elementos (2, 5 e 8).

A varidvel el é inicializada com o en- ] o—[2 o} >[5 o}»[8 =]
dereco de r — a varidvel cujo valor serd

[ ] . ; soo-
retornado no final; esta é a préxima e o R’y
varidvel a ser preenchida. r@

13
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Por cada elemento da lista é criado
um novo nodo com o valor corres- [ B >2 TH>5 018 m|
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A func¢3o termina colocando NULL no

° . .
ultimo endereco a ser actualizado. el

r O—2 >[5 g

Um outro exemplo onde o uso de um duplo apontador torna o codigo bastante mais
compacto é na definicdo de uma fungao que faz o merge de duas listas ordenadas numa
Unica lista ordenada.

A forma normal de executar esta operacao consiste em percorrer (simultaneamente) as
duas listas passando para (o fim) da lista resultado o menor entre os primeiros elementos
das listas argumento.

Este processo termina quando uma das listas acaba, e nesse ponto a outra lista é acres-
centada no final.

Mais uma vez, uma vez que a lista resultado é cosntruida adicionando nodos no fi-
nal, convem-nos manter o enderego do ultimo nodo acrescentado (para evitar ter que
percorrer sucessivamente essa lista).

Tal como acontecia no exemplo anterior, a construcao do primeiro elemento da lista
resultado vai ter que ser feita a parte (i.e., fora do ciclo) uma vez que serd nessa altura
que se inicializa o dito endereco do ultimo nodo acrescentado.

Lint mergel. (LInt a, LInt b) {
LInt r, pt;
if (a=NULL) r=b;
else if (b=NULL) r=0;
else {
if (a—>valor < b—>valor) {
r=a; a—a—>prox;
} else {
r=b; b=b—>prox;
}

pt=r;

14



while (a!=NULL && b!=NULL) {
if (a—>valor < b—>valor){
pt—>prox=a; a=a—>prox;
} else {
pt—>prox=b; b=b—>prox;
}

pt=pt—>prox;
}
if (a=NULL) pt—>prox=b;
else pt—>prox=a;

}

return r;
}

Vejamos agora como o uso de um duplo apontador (que ird conter o enderego que
devemos actualizar a cada instante) elimina muitos dos casos particulares que tivemos
que considerar acima.

LInt mergel. (LInt a, LInt b) {
LInt r, xel;
el=&r ;
while (a!=NULL && b!=NULL) {
if (a—>valor < b—>valor){
xel=a; a=a—>prox;
} else {
xel=b; b=b—>prox;
}

el=&((xel)—>prox);

¥
if (a=NULL) xel=b;
else xel=a;

return r;

Exemplo 7 Vejamos o que acontece quando esta funcio é invocada para juntar uma lista a com
os elementos 1, 2, 8 e 9 com uma lista b cujos elementos sdo 3, 7, 11 e 18.

A varidvel el ¢é inicializada com o en- a o TS 5 5 = 9

dereco de r — a varidvel cujo valor serd
D o el

retornado no final; esta é a préxima ”
b o—[3 o} »[7 o>[11 }>{18 =]

variavel a ser preenchida.

e Enquanto nenhuma das listas chega ao fim, é colocado em *el o endereco do menor dos
valores, avancando a lista correspondente e actualizado el com o endereco que deve ser
actualizado de seguida.

15
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De seguida vamos apresentar a definicao de uma funcao LInt splitL (LInt 1) que,
dada uma lista ligada 1 retorna a lista com os elementos de 1 que estao nas posigoes
pares, deixando em 1 apenas os restantes (i.e., os que se encontram nas posicoes impares).
Por exemplo, se a lista a contiver os elementos 10, 20, 30, 40 e 50, por esta ordem, apds
a invocacao de b=splitL (a) as listas a e b devem ter os valores

e a: 10, 30 ¢ 50
e b: 20 e 40

Mais uma vez, o uso de um duplo apontador permite-nos definir esta funcao de uma
forma bastante compacta.

LInt splitL (LInt 1){
LInt r, xel;

while (1!=NULL && 1—>prox!=NULL) {
xel = l—>prox; el = &((xel)—>prox);
l—>prox = l-—>prox—>prox;
l=1—prox;

}

xel = NULL;

return r;
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E de notar que esta funcao retorna NULL exactamente quando a lista argumento tem
menos do que dois elementos. Esse facto vai-nos permitir apresentar uma versao muito
simples da fungao mergeSL de ordenagao de listas por merge-sort.

LInt mergeSL (LInt 1) {
LInt tmp;
tmp = splitL (1);
if (tmp!=NULL)
l=mergelL (mergeSL(1), mergeSL(tmp));
return 1;

}

Uma outra forma de ordenar listas é usando o algoritmo de quick-sort. Aqui comega
por separar a lista original em duas em que os elementos de uma sao menores do que os
elementos da outra. O processo evolui por ordenagao destas duas componentes seguido
da concatenacao das listas resultantes.

Sopunhamos entao que exste definida uma fungdo LInt split (LInt 1) que recebe
uma lista nao vazia e remove dessa lista todos os elementos que sao menores do que o
primeiro elemento da lista (retornando a lista dos elementos removidos).

A definigdo da fungdo gqSortL poderd ser entao escrita usando essa funcao e a fungao
concatL referida no exercicio .

LInt gSortL (LInt 1) {

LInt tmp;

if (1!'=NULL) {
tmp=split (1);
l—>prox=qSortL (1—>prox);
tmp=qSortL (tmp);
l=concatL (tmp,1);

}

return 1;

}

Exercicio 6 Admitindo que as funges split e concatL executam em tempo linear (V)
no comprimento da lista argumento, faca uma anélise da complexidade da fun¢do gqSortL
definida acima.

Para isso identifique o melhor e pior caso da execu¢do da fun¢do, e analise o comportamento
da funcdo em cada um desses casos.

Uma das desvantagens desta definicao relativamente a definicdo da correspondente fungao
em arrays é que aqui a jungao das duas componentes ordenadas (concatL tem uma com-
plexidade nao constante.

Uma forma de minimizar essa desvantagem consiste em calcular também o enderego
do ultimo nodo da lista. Dessa forma conseguimos passar para constante o esfor¢co de
concatenar as listas.

LInt gSortL (LInt 1) {
LInt aux;
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return (gSortLAux (1, &aux));

}

LInt gSortLAux (LInt 1, LInt xend){
LInt el, e2, tmp;

if (1=NULL) #end = NULL;
else {
tmp=split (1);
l—>prox=qSortLAux (l—>prox, &el);
tmp=qSortLAux (tmp, &e2);
if (el=NULL) xend=l; else xend=el;
if (e2!=NULL) {
e2—>prox=l; 1= tmp;
¥

}

return 1;

Exercicio 7 Apresente uma definicdo da fun¢do LInt split (Lint 1) usada acima e
que recebe uma lista nao vazia e remove dessa lista todos os elementos que sdo menores
do que o primeiro elemento da lista (retornando a lista dos elementos removidos).

Exercicio 8
Considere que se usa uma lista ligada para contar

o nimero de palavras de um texto. typedef struct cref {
Esta lista ligada pode estar organizada de varias char pal [50];
formas. int cont;

struct cref xprox;

e por ordem alfabética } %CRef;

e por ordem de (primeira) ocorréncia no texto.

Considere ainda a fungcdo int ocorre (CRef *c, char p[]) que regista uma nova ocorréncia
da palavra pal na lista *c.

Apresente duas definicdes alternativas dessa funcdo de acordo com as organizagdes referidas.
Note que no segundo caso, caso a palavra a registar ndo ocorra ela deverd ser inserida no
final da lista.

Uma alternativa as defini¢oes referidas no exercicio anterior consiste em, sempre que um
nodo é inserido ou modificado, esse nodo passa a estar no inicio da lista (mowve to front).

int ocorre (CRef %c, char p[]) {
CRef pt, ant;
pt=xc; ant=NULL;
while (pt!=NULL && strcmp (pt—>pal, p)!=0) {
ant=pt; pt=pt-—>prox;
}
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if (pt=NULL) {

pt = malloc (sizeof (struct cref));
strepy (pt—>pal,p); pt—>cont=1;

} else {
pt—>cont—++;

if (ant=NULL) xc=pt;
else ant—>prox=pt;
}
pt—prox=xc; *xc=pt;
return (pt—>cont);

}

Na definicao acima podemos identificar 3 fases distintas:

1. (while) Comegamos por percorrer a lista de forma a identificar o nodo onde se
encontra a palavra a processar, ou concluir que tal nodo nao existe.

2. (if) Dividimos a informagao em duas componentes: a lista sem a palavra em causa
e o nodo com essa palavra.

3. Construimos o resultado final usando as duas componentes obtidas na fase anterior.

3 Buffers

Um buffer é um tipo de dados usado para armazenar itens e em que as operagoes
fundamentais sao a adigdo e a remocao de um elemento.

Uma das principais diferengas relativamente a outros tipos abstractos de dados (tais
como conjuntos os sequéncias) é a auséncia de uma operacao de procura ou de remogao
de um item particular. Em vez disso existe uma operagao de remocao do préximo
elemento. A definicdo de qual é o préximo elemento a ser removido é aquilo que vai
distinguir as véarias instanciacoes de buffers.

3.1 Stacks

Uma stack é um buffer em que o préximo elemento a ser removido é o ultimo elemento
inserido (Last In First Out).

As operacoes de insercao e remocao de um elemento sao normalmente referidas como
push e pop.

Exemplo 8 Vejamos ent3o o resultado de, numa stack de inteiros, inicialmente vazia, se efecturem
algumas destas operagdes.

1. O resultado de acrescentar (push) os nimeros 10, 12, 6 € 9 é
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2. Ao removermos (pop) um elemento o elemento removido ¢ o 9.

3. Apds a insercdo de 1 4 e 7 esta stack passa a ter 6 elementos.
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3.1.1 Usando arrays estaticos

A primeira implementagao de stacks que vamos apresentar usa um array (onde os ele-
mentos da stack s@o armazenados por ordem de entrada) e um inteiro que nos indica
quantos elementos se encontram em cada momento na stack.

#define MAX 1000
typedef struct stack {
int values [MAX]
int sp;
} Stack;

De forma a obter versoes eficientes das diferentes operagoes é conveniente que os ele-
mentos sejam armazenados no array por ordem cronoldgica: a insercao de um elemento
far-se-4 depois dos que ja 14 estao. Dessa forma, o ultimo elemento inserido estard
sempre na posicao sp-1.

Exemplo 9 No exemplo apresentado acima, a evolucdo da stack serd:

0 1 2 3 4 5 6

e stack vazia valuesilo-|-|-|-|-|-|_|_\

0 1 2 3 4 5 6

e push(10) | values :’ 10 I - I
sp=1

0 1 2 3 4 5 6

e push(12) | values :’ 10 I 12 I
sp=2

1 2 3 4 5 6 ..
e push(6) values:’10|12| 6 I - I - I - I - I - ‘
sp=3

0 1 2 3 4 5 6

* push(9) valu::ilollzlﬁhl-l-l-I-\
v pop valu:;;ygfo|fz|2|9|i‘|?|?|_\

« pusnh valu:;:L1°o|112|6|i|i‘|f|?|_\
. pusn (o valu::iy;o|fz|§|i|i|?|?|_\
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0 1 2 3 4 5 6 ..
push(7) values :’ 10| 12| 6 I 1 I 4 I 7 I - I -

valu::ifolleﬁlilim?l-\
valu::ifolleﬁliliil?lfl-\
valu::ifo|12|6|i|4|i|?|':\
valu::ifo|12|6|i|4|i|?|‘:\
valu:jlfollealililili’l-\
« bop Valu:::Lfo|fz|2|i|i|?|‘f|':\

As funcoes de inicializacao de uma stack e de teste se a stack estd ou nao vazia precisam
apenas de manipular o campo sp.

void initStack (Stack xs){ int isEmpty (Stack *s){
s—>sp=0; return (s—>sp==0);

} }

As operagoes de push e pop retornam um c6digo de sucesso uma vez que nem sempre Sao
possiveis de efectuar. No caso da operagao push, isso acontece quando a stack esgotou
a sua capacidade. No caso do pop quando a stack estd vazia.

int push (Stack xs, int x){ int pop (Stack xs, int xx){
int r=0; int r=0;
if (s—sp = MAX) r=1,; if (s—>sp = 0) r=1;
else else
s—>values [s—>sp++] = x; xx = s—>values[——s—>sp];
return r; return r;

} }
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3.1.2 Usando listas ligadas

A grande desvantagem da implementacdo anterior é o facto de a capacidade da stack
ser fixa.

A alternativa mais directa para ultrapassar esta limitacdo consiste em manter os ele-
mentos da stack numa lista ligada. As insergdes e remocgoes de elementos fazem-se no
inicio da lista e por isso continuam a ser muito eficientes.

typedef struct celula {
int value;
struct celula *xprox;
} Celula, xStack;

A stack vazia serd representada por uma lista vazia.

void initStack (Stack =s){ int isEmpty (Stack s){
s = NULL; return (s=NULL);

} }

As operagoes de push e pop retornam um cédigo de sucesso uma vez que nem sempre
sao possiveis de efectuar. No caso da operagao push, isso acontece quando ja nao ha
memoria disponivel. No caso do pop quando a stack estd vazia.

int push (Stack s, int x){ int pop (Stack xs, int *xx){
int r=0; int r=0;
Celula #new; Celula *tmp;
if (xs = NULL) r=1;
new=malloc (sizeof (Celula)) else {
if (new = NULL) r=1, *x = (xs)—>value;
else { tmp=xs ;
new—>value=x; *kSs=(%8)—>prox;
NEW—>ProX=>x5 ; free (tmp);
* S=new ; }
} return r;
return r; }

3.1.3 Usando arrays dinamicos

Uma terceira alternativa que tenta combinar as vantagens das duas implementagoes
apresentadas consiste em usar arrays dinamicos.

typedef struct stack {
int size;
int xvalues;
int sp;

} Stack;
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A funcao de inicializacao de uma stack tem que comecar por alocar espaco para o array
de valores.

void initStack (Stack xs, int n){
s—>size=n;
s—>values = malloc (nxsizeof(int));
s—>sp =0;

}

int isEmpty (Stack *s){
return (s—>sp==0);
¥

As operagoes de push e pop poderao ter que re-dimensionar o array de valores. Na
versao apresentada a seguir apenas a operagao de push o faz (quando a stack estd cheia,
duplica o tamanho do array).

int push (Stack *s, int x){

int r=0;

if (s—>sp = s—>size) r = doubleArray (s);
if (r = 0) s—>values[s—>sp++] = x;

return r;

}

int pop (Stack xs, int *x){

int r=0;
if (s—>sp = 0) r=1;
else
*x = s—>values[——s—>sp|;
return r;

}

A duplicagdo do array pode ser feita usando a fungdo realloc que muda o espago
relativo a um endereco previamente alocado.

int doubleArray (Stack xs){
int r=0;
s—>gize *x= 2;
s—>values = realloc (s—>values, s—>size);
return r;

}

Uma outra alternativa, menos eficiente mas que evidencia os passos da solucao anterior,
consiste em usar a funcao malloc para reservar 0 novo espaco.

int doubleArray (Stack xs){
int r=0; int i;
int snewA;

newA=malloc (2*xs—>sizexsizeof(int));
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if (newA = NULL) r=1,;
else{
for (i=0;i<s—>size;i++)
newA[i] = s—>values|[i];
s—>size*x=2;
free (s—>values );
s—>values=newA ;

}

return r;

Exercicio 9 Considere que quando o niimero de elementos numa stack desce abaixo de
25% da sua capacidade esta deve ser redimensionada para metade do seu valor. Apresente
as alteragBes necessdrias a fung¢do pop acima.

Exercicio 10 Considere um alternativa para implementar stacks de nimeros inteiros que
consiste em usar uma lista ligada de arrays (todos do mesmo tamanho — MAXc). A inser¢do
de um novo elemento faz-se no final do primeiro array da lista se ainda n3o estiver cheio.
Quando este se encontra cheio, é criado um novo array que é inserido no inicio da lista.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A [ [i2]2s]sa]4s]s667] [ [ [ [ ]

B - E

0 1 2 0 1 2 0 1 2
C LT T 1—[eaTeTee {1 225}

Na figura mostram-se as trés alternativas que representam a stack (de inteiros) que resulta
de, na stack vazia se acrescentarem os elementos 1, 12, 23, 34, 45, 56 e 67, por esta ordem.
Note que nesta representacdo apenas temos que guardar o nimero de elementos do primeiro
dos arrays da lista uma vez que todos os outros se encontram completos.

Para isso, a struct StackC guarda este nimero, juntamente com a lista dos arrays.
Defina as seguintes fungdes sobre esta implementacdo typedef struct chunk {

de stacks. int vs [MAXc];
struct chunk *prox;
1. int push (StackC *s, int x) que acres- } *CList:
centa um elemento x a s. Retorna 0 em caso de

typedef struct stackC {

SHCesso. CList valores;
2. int pop (StackC *s, int *x) que remove o int sp;
} StackC;

elemento do topo da stack, colocando-o em *x.
Retorna 0 em caso de sucesso.

3. int size(StackC s) que calcula o comprimento (nimero de elementos) de s.
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4. Usando as fun¢Ges push e pop acima defina a funcdo void reverse (StackC *s)
que inverte a ordem dos elementos de s.

Apresente o resultado de aplicar essa funcdo a stack apresentada como exemplo.

5. Apresente uma definicdo alternativa da funcdo reverse da alinea anterior que reutiliza
as células da lista, i.e., que n3o faz quaisquer push (malloc) ou pop (free).

3.2 Queues

Uma queue é um buffer em que o préximo elemento a ser removido é o primeiro elemento
inserido (First In First Out).

As operacoes de insercao e remocao de um elemento sao normalmente referidas como
enqueue e dequeue.

Exemplo 10 Vejamos entdo o resultado de, numa queue de inteiros, inicialmente vazia, se efec-
turem algumas destas operacdes.

1. O resultado de acrescentar (enqueue) os niimeros 10, 12, 6 e 9 é

10 12 6 9
L — L — -_— — - _— _— L —
=
6 6 9
12 12 12 6
10 10 10 10 12
— — — — — — — — — — J —
10
2. Ao removermos (dequeue) um elemento o elemento removido é o 10
3. Apds a insercdo de 1 4 e 7 a queue passa a ter 6 elementos.
1 4 7

4 4
1 1 1
9 9 9 9
6 6 6 6
12 12 12 .J. 12
| ___| | ___| - ___| _
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4. Para a esvaziar serd necessdrio fazer 6 remocbes. A ordem pela qual os elementos serdo
removidos € 12, 6,9, 1, 4e 7.

1T 1T 1T 17T 1T 71T

o]

.l

3.2.1 Usando arrays estaticos

A primeira implementacao de queues que vamos apresentar usa um array para arma-
zenar os elementos da queue. Relativamente a implementacao de stacks ha aqui uma
dificuldade extra e que diz respeito a ordem pela qual os elementos sao armazenados no
array.

e Se optarmos por armazenar os elementos por ordem de entrada na queue, a
operagao de enqueue é bastante eficiente (trata-se de acrescentar um elemento
no final do array), mas a operacao de dequeue é bastante demorada (todos os
elementos terdo de ser ajustados uma posigao).

e Se pelo contrario resolvermos armazenar os elementos por ordem de saida, au-
mentamos a eficiéncia da remocao mas voltamos a ter um problema similar com a
operagao de enqueue: todos os elementos terao que ser deslocados.

Para resolver este problema é comum usar, para além do tamanho da queue, o indice
onde ela se inicia (i.e., onde estd o préximo elemento a ser removido).

#define MAX 1000
typedef struct queue {
int values [MAX];

int inicio , tamanho;

} Queue;

Exemplo 11 Vejamos a evolucdo da queue apresentada atrds usando esta implementaco.

0 1 2 3 4 5 6 ..
SOV e B O
inicio =10
tamanho = 0

® queue vazia
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e enqueue

® enqueue

® enqueue

® enqueue

e dequeue

e enqueue

® enqueue

e enqueue

e dequeue

e dequeue

0 1 2 3 4 5 6 ..

R B S
inicio =0
tamanho = 1

0 1 2 3 4 5 6 ..

(12) values:’10|12|-I-I-I-I-I_
inicio =0
tamanho = 2

0 1 2 3 4 5 6 ..

6) values:’10|12|6|—I—I-I-I-‘

inicio =0
tamanho = 3

0 1 2 3 4 6 ...
values:’lOIlQI 6 I 9 I - I - I - I - ‘
©) inicio =0
tamanho = 4
0o 1 2 3 5
vatues = |10 [12] 6 [ o [ - | - [ -] -]
inicio =1
tamanho = 3
0 1 2 3 4 6 ...
values:’lOIlZI 6 I 9 I 1 I - I - I - ‘
2 inicio =1
tamanho = 4
0 1 2 3 4 5 6 ..
(@) values:’10|12|6|9|1|4|—|-‘
inicio =1
tamanho = 5
0 1 2 3 4 5 6 ..
values:’10|12| 6 I 9 I 1 I 4 I 7 I - ‘
L inicio =1
tamanho = 6

0 1 2 3 4 5 6 ..
values:’10|12| 6 I 9 I 1 I 4 I 7 I - ‘
inicio =2
tamanho = 5

0 1 2 3 4 5 6 ..
values:’10|12| 6 I 9 I 1 I 4 I 7 I - ‘
inicio =3
tamanho = 4

28




0 1 4
values:’10|12| 6 I 9 I 1 I 4 I 7 I - ‘
* dequeue inicio =4
tamanho = 3
0 1 4
values:’10|12| 6 I 9 I 1 I 4 I 7 I - ‘
* dequeue inicio =5
tamanho = 2
0 1 4
values:’lOIlZI 6 I 9 I 1 I 4 I 7 I - ‘
* dequeue inicio =6
tamanho = 1
0 1 4
values:’lOIlZI 6 I 9 I 1 I 4 I 7 I - ‘
* dequeue inicio =7
tamanho = 0

Os campos inicio e tamanho delimitam a zona do array values que é ocupada paela
queue. Essa zona corresponde aos indices compreendidos entre inicio e inicio +
tamanho Apesar deste exemplo nao o evidenciar (por ser suficientemente pequeno), é
conveniente que seja usada aritmética modular, i.e., o indice que se segue ao indice
MAX-1 é o indice 0. Assim, por exemplo, para o valor de MAX fixado acima (1000), se
inicio = 997 e tamanho = 5, os elementos da queue estoa nos indices 997, 998, 999,
0 e 1, por esta ordem.

As funcoes de inicializacido de uma queue e de teste se a queue estd ou nao vazia precisam
apenas de manipular os campos inicio e tamanho.

void initQueue (Queue xq){ int isEmpty (Queue xq){
g—>inicio=0; g—>tamanho=0; return (g—>tamanho==0);

} }

As operagoes de enqueue e dequeue retornam um cédigo de sucesso uma vez que nem
sempre sao possiveis de efectuar. No caso da operagdo enqueue, isso acontece quando a
queue esgotou a sua capacidade. No caso do dequeue quando a queue estd vazia.

int enqueue (Queue *q, int x){

int r=0;
if (qg—>tamanho =— MAX) r=1;
else

g—>values [(g—inicio+q—>tamanho++) % MAX| = x;
return r;

}

int dequeue (Queue *xq, int xx){
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int r=0;

if (g—>tamanho = 0) r=1;

else {
*x = q—>values [q—>inicio ];
gq—>inicio = (gq—inicio + 1)%MAX;
g—>tamanho——;

}

return r;

3.2.2 Usando listas ligadas

Tal como acontecia com a implementagao em array de stacka, esta implementacao de
queues limita a partida a capacidade das queues. Podemos ultrapassar esse problema
armazenando os valores da queue numa lista ligada.

Neste caso a solucao nao ¢é tao trivial uma vez que ambas as extremidades da lista terao
de ser alteradas. Por isso é costume ter acesso directo a ambas as extremidades da lista.

e As inser¢oes (enqueue) serao feitas no final da lista.

e As remocoes sao feitas no inicio da lista.

typedef struct celula {
int value;
struct celula *xprox;
} Celula;

typedef struct queue{
struct celula xinicio , *fim;

} Queue;

A queue vazia serd representada por uma lista vazia. Ambos os enderecos serao por isso
inicializados a NULL.

void initQueue (Queue xq){ int isEmpty (Queue q){
q—>inicio = q—>fim = NULL; return (q—>inicio=NULL);

} }

As operagoes de enqueue e dequeue retornam um cédigo de sucesso uma vez que nem
sempre sao possiveis de efectuar. No caso da operagdo enqueue, isso acontece quando
ja nao ha memoria disponivel. No caso do dequeue quando a queue esta vazia.
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int enqueue (Queue *xq, int x){ int dequeue (Queue *xq, int xx){

int r=0; int r=0;
Celula #new; Celula xtmp;
if (q—inicio == NULL) r=1;
new=malloc (sizeof (Celula)) else {
if (new = NULL) r=1, *x = q—>inicio —>value;
else { tmp=q—>inicio ;
new—>value=x; gq—>inicio=q—>inicio —>prox;
new—>prox=NULL; if (qg—>inicio = NULL)
gq—>fim—>prox=new; q—>fim=NULL;
q—>fim=new ; free (tmp);
if (q—inicio == NULL) }
gq—>inicio=new; return r;
} }
return r;

Exercicio 11 Uma forma de combinar as vantagens destas duas implementa¢des consiste
em usar arrays dindmicos.

typedef struct queue {
int size;
int xvalues;
int inicio, tamanho;

} Queue;

Defina as funcées de manipulacdo de queues para esta implementac3o.

Note que, ao contrario do que acontecia com a implementac3do de stacks em arrays dinamicos,
a operacao de duplicacdo do espaco deve ter em conta a circularidade do vector values,
pelo que o uso da fungdo realloc n3o permite por si sO, fazer a dita duplicac3o.

3.3 Filas com prioridades

O ultimo caso de buffers que vamos apresentar consiste num buffer em que o elemento
que se retira é o menor dos que se encontram armazenados.
Para implementar um destes buffers podemos comecar por analizar duas alternativas:

e Manter os elementos do buffer num array ordenado (por ordem decrescente). Desta
forma, a remocao de um elemento é uma operacao bastante eficiente.

e Manter os elementos do buffer num array armazenados por ordem de entrada no
buffer. Desta forma a insercdo de um novo elemento é uma operagao bastante
eficiente.

O problema com estas alternativas é que, sendo uma das operagoes (inser¢ao ou remocao)
eficientes a outra nao é.
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e Se os elementos do array estiverem por ordem descrescente, a insercao de um novo
elemento pode obrigar a deslocar todos os elementos (no caso de o elemento a ser
acrescentado ser maior do que os que ja 14 estao).

e Se 0s elementos estiverem armazenados por ordem de entrada no buffer, a operagao
de remocgao terd obrigatoriamente de percorrer todo o buffer para determinar qual
¢ o elemento a ser removido (minimo).

Uma solucao alternativa consiste em organizar o array onde os elementos estao armaze-
nados numa heap, neste caso numa min-heap.

Uma min-heap é uma arvore bindria em que cada elemento é menor ou igual aos seus
sucessores.

Para implementar filas de prioridades, as min-heaps que sao usadas obedecem ainda a
uma propriedade extra sobre a forma da arvore em questao: deve-se tratar de arvores
semi-completas, i.e., em que todas as folhas da arvore se encontram no tultimo nivel da
arvore, ou a direita no nivel anterior.

Esta ultima propriedade permite-nos, ao armazenar os elementos da arvore num array
por niveis (i.e., guardando primeiro os elementos que estao no nivel 1, depois os do nivel
2, ...) determinar para o elemento que estd no nivel i que:

e 0 seu descendente esquerdo esta no indice 2xi + 1
e 0 seu descendente direito esta no indice 2*%i + 2
e 0 seu ascendente esta no nivel (i-1) / 2

Exemplo 12 A min-heap

pode ser armazenada no array
0 3 4 5 6 7 8 9 11 15 16
’10|15|11|16|22|35|20|21|23|24|37|80|43|22|25|24|28‘

Vejamos agora como com esta implementagao conseguimos que tanto a remocao do
menor elemento como a adigao de um novo elemento podem ser feitas em tempo pro-
porcional ao logaritmo (na base 2) do niimero de elementos do buffer. Para isso convem
recordar que, como a arvore que representa os elementos do buffer é semi-completa, a
sua altura é no maximo o logaritmo do ntimero de elementos. Basta-nos entao mostrar
que o numero de iteragoes envolvidas tanto na operacao de remocao como na de adicao
de um novo elemento correspondem a processos esta limitada pela altura desta arvore.
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Exemplo 13 Vejamos como acrescentar a min-heap anterior um novo valor, por exemplo o ndmero
23.

O resultado desta operagdo tem que produzir uma min-heap, com as duas restricdes que a definem:
ordem e forma.

Se colocarmos o elemento a inserir no final do array (e consequentemente como elemento mais
a direita do dltimo nivel da arvore) fica satisfeita a segunda das restricdes (forma) mas ndo ne-
cessariamente a primeira (ordem). A &rvore resultante é:

Para resolvermos este problema vamos empurrando o elemento inserido, por sucessivas trocas com o
seu ascendente, até que esse elemento ja n3o viole a propriedade de ordem, i.e., que o seu ascendente
nao seja maior.

Neste caso os passos a dar serdo:

1: O elemento 12 tem que ser trocado com o | 2: O elemento 12 tem que ser trocado com o
seu antecessor (23) seu antecessor (16)

4: Como o antecessor de 12 j& é menor ou igual
3: O elemento 12 tem que ser trocado com o | a 12 a 4rvore ja satisfaz a restricio de ordem e
seu antecessor (15) por isso trata-se de uma min-heap e o processo
termina.

O procedimento exemplificado é normalmente conhecido por bubble-up.

void bubbleup (int v[], int i){
int p = (i—-1)/2; // antecessor de i
while (i>0 && v[i] < v[p]){
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swap (v,i,p);
1=p; // mova posi¢ao do elemento
p=(i—-1)/2; // antecessor de i
}
}

Note-se que, no pior caso (o caso em que o elemento inserido é menor do que todos os
que 14 estdao), o nimero de iteragoes do ciclo acima esta limitado por logy(N) (em que
N corresponde ao valor inicial de i): cada iteragao do ciclo divide o valor de i por 2.

Exemplo 14 Vejamos agora a operagdo de remogdo de um elemento (o menor).
Se colocarmos o Ultimo elemento no inicio do array (e consequentemente na raiz da &rvore) fica
satisfeita a segunda das restricdes (forma) mas n&o a primeira (ordem). A arvore resultante é:

Para resolvermos este problema vamos empurrando o elemento inserido, por sucessivas trocas com
o menor dos seus descendentes, até que esse elemento ja n3o viole a propriedade de ordem, i.e., que
seja menor do que ambos os descendentes.

Neste caso os passos a dar serdo:

1: O elemento 23 tem que ser trocado com o | 2: O elemento 23 tem que ser trocado com o
menor dos seus sucessores (11). menor dos seus sucessores (20).

3: O elemento 23 tem que ser trocado com o | 4: Como ja n3o existem sucessores 0 processo
menor dos seus sucessores (22). termina.

O procedimento exemplificado é normalmente conhecido por bubble-down.
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void bubbledown (int v[], int N, int i){
int f = 2xi + 1;
while (f<N) {
if (f41 < N && v[f+1] < v[f])
// o descendente da direita é menor
f = f4+1;
if (v[f]>v[i]) break;
swap (v,i,f);
i=f; f=2%i + 1;
}
}

Mais uma vez podemos constatar que por cada iteracao do ciclo o valor de i é multipli-
cado por 2, pelo que ao fim de no maximo log, (V) iteragoes o ciclo terminara.

Usando estes dois procedimentos de manipulagao de min-heaps estamos em condigoes
de apresentar as definigoes das fungoes de manipulagao de filas com prioridades.

#define MAX 1000
typedef struct prQueue {
int values [MAX];
int size;
} PriorityQ;
As fungoes de inicializacdo e de teste se estd ou nao vazia precisam apenas de manipular
0 campo size.

void initPriorityQ (PriorityQ xq){ int isEmpty (PriorityQ =xq){
q—>size=0; return (g—>size==0);

} }

As operagoes de add e remove retornam um cédigo de sucesso uma vez que nem sempre
sao possiveis de efectuar. No caso da operacgao add, isso acontece quando o buffer esgotou
a sua capacidade. No caso do remove quando o buffer estd vazio.

int add (PriorityQ *q, int x){

int r=0;

if (qg—>size = MAX) r=1;

else {
g—>values [q—>size| = x;
bubbleup (q—>values, q—>size);
q—>size—++;

}

return r;

}

int remove (PriorityQ x*q, int xx){
int r=0;
if (qg—>size = 0) r=1;
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else {
xx = s—>values [0];
s—>values [0] = s—>values [-—s—>size];
bubbledown (s—>values, s—>size, 0);

}

return r;

}

Exercicio 12

Considere a fungdo heapify definida ao lado. void heapify (int v[], int N) {
Mostre a evolugcdo do array v quando esta int i;

func3o é invocada com um array for (i=1;i<N;i++)
bubbleup (v,i);
V={30,26,22,18,16,13,11,8,6,5,4,3} }

Exercicio 13 O pior caso da execu¢do da funcdo heapify apresentada acima corresponde
a um array ordenado por ordem decrescente. Nesse caso

e as duas primeiras chamadas a bubbleup envolvem uma iterag3o;
e as quatro seguintes envolvem duas iteracdes;

e as oito seguintes envolvem trés iteracoes;

e assim sucessivamente. Com base nestas observacdes, analise a complexidade da funcdo
heapify apresentada.

Exercicio 14 Considere a definicido da funcdo heapSort de ordenagdo de um vector de
inteiros (por ordem decrescente).

Analise a complexidade desta funcio void heapSort (int v[], int N) {
em termos do nidmero de comparacdes heapify (v,N);

efectuadas entre elementos do vec- while (——N > 0) {

tor.  Para isso comece por determi- swap (v,0,N);

nar o niumero de comparagbes efectua- bubbledown (v,N,0);

das pelas operacoes auxiliares envolvidas: }

bubbleup, bubbledown e heapify. }

Exercicio 15 Considere a seguinte definicdo alternativa da fun¢do heapify
Note que a funcdo bubbledown sé é aplicada a metade dos elementos do array.
Além disso,

void heapify (int v[], int N){
e para 1/4 dos elementos (a me-

int i;
tade superior dessa metade) a fungdo for (i=(N-2)/2; i>=0: i--)
bubbledown faz no maximo 1 iteracdo. bubbledown (v,N,i):

e para 1/8 dos elementos a fungdo
bubbledown faz no maximo 2 iteragcdes,
e assim sucessivamente.
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Com base nestas observagoes, analise a complexidade da fungdo heapify apresentada.

4 Dicionarios

Em informatica é costume chamar-se diciondrio (array associativo ou fungao finita)
a um tipo de dados constituido por uma colecao de pares (chave,informag¢io) em que
nenhuma chave aparece repetida.

As operacoes que estao normalmente associadas a este tipo sao:

e adicao de um novo par,
e modificacao da informacao associada a uma chave,
e procura da informagao associada a uma chave,

e remocao de um par.

4.1 Tabelas de Hash

A primeira das implementacdes que vamos referir — tabelas de hash — pode ser motivada
pela implementagao de multiconjuntos apresentadas atrds (secgao 1).

Um multiconjunto é um diciondrio: a cada elemento do multiconjunto (chave) esta
associada a sua multiplicidade (informagao). A implementacao apresentada usa como
indices do array as chaves do dicionario. Tal como dissemos na altura, tal alternativa s
¢é viavel no caso de

e as chaves serem um subconjunto dos niimeros naturais

e o0 tamanho do conjunto de partida (as chaves que existem no diciondrio) ser seme-
lhante ao tamanho do dominio (as chaves que podem existir no diciondrio).

Quando qualquer destas restrigoes nao se verificam podemos contornar o problema divi-
dindo a correspondéncia (mapping) que queremos armazenar em duas correspondéncias:

e uma fun¢do — chamada fungao de hash — que converte cada chave num indice
de um array.

e um array onde se armazena a informacao necessaria.

Desta forma, para aceder /procurar /modificar um par (k, i) comegamos por usar a fungao
aplicada a chave k de forma a determinar o indice do array. Calculado este indice, a
informagao nessa posigao poderd ser acedida/modificada.

Ha no entanto dois problemas associados a esta solugao.

e E necessdrio conseguir determinar se uma dada chave pertence ou nao ao conjunto
de partida. Isso pode ser resolvido se cada posicao do array contiver informagao
que indique se a informacao que l4 estd armazenada é significativa.
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e Como o tamanho do array é, em principio, muito menor do que o dominio da cor-
respondéncia, a fungdo de conversao entre chaves e indices é necessariamente nao
injectiva. Isso significa que chaves diferentes serao convertidas no mesmo indice.
Para duas chaves convertidas no mesmo indice do array é por isso impossivel
determinar a qual delas corresponde a informacao armazenada nessa posicao do
array.

Estas duas observacoes evidenciam que cada componente do array deve armazenar:
e Uma marca que sinaliza se essa componente do array estd a ser usada.
e O par (chave,informagdo).

Quando pretendemos armazenar dois pares (k1,71) e (ke,i2) para os quais a funcao de
hash aplicada a ki e ko coincide dizemos que ocorreu uma colisao. Veremos de seguida
as varias alternativas para resolver este problema.

No coédigo apresentado para exemplificar as varias implementagoes de tabelas de hash,
vamos assumir que tanto as chaves como a informagao associada sao inteiros.

Vamos ainda assumir a existéncia de uma constante HSIZE que determina o tamanho
do array e de uma fun¢do int hash (int key, int size) que converte uma chave
(inteira neste caso) num indice do array (um nimero inteiro entre 0 e size-1)

4.1.1 Closed Addressing

Uma forma de resolver colisdes é guardar em cada posicao do array todos os pares
(chave,informagao) que colidem nessa posigao.

Esse método é conhecido por chaining ou closed addressing.

Esses pares podem ser armazenados por exemplo numa lista ligada.

typedef struct bucket {
int key; int info;
struct bucket xnext;
} *Bucket ;

typedef Bucket HashTableChain [HSIZE];

As operagoes sobre tabelas de hash baseiam-se nas correspondentes operacoes sobre
listas ligadas.

void initTab (HashTableChain h) {

int i;

for (i=0; i<HSIZE; h[i++]=NULL);
}

int lookup (HashTableChain h, int k, int *i){
int p = hash (k,HSIZE);
int found;
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Bucket it;

for (it = hip];
it !=NULL && it —>key!=k;
it=it —>next)

if (it!=NULL) {
xi=it —>info;
found = 1;

¥

else found = 0;

return found;

int update (HashTableChain h, int k, int i){
int p = hash (k,HSIZE);
int new;
Bucket it;

for (it = hlp];
it !=NULL && it —>key!=k;
it=it —>next)

if (it!=NULL) {
1;

it—>info =
new = 0;

}

else {
it = (Bucket) malloc (sizeof (struct bucket));
it—info = i;
it —>key = k;
it —next=h[p];
hp]=it;
new = 1;

}

return new;

}

int removeKey (HashTableChain h, int k){
int p = hash (k,HSIZE);
int removed=0;
Bucket *it , tmp;

for (it = htp;

1t |=NULL && (*it)—>key!=k;
it=&((xit)—>next))
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if (xit!=NULL) {

tmp = xit;

it = (xit)—>next;
free (tmp);
removed = 1;

}

return removed;

Esta implementacao de tabelas de hash tem como grande vantagem a sua simplicidade.
Tem ainda um bom comportamento desde que as listas de colisdes nao crescam dema-
siado.

Uma medida habitualmente associada as tabelas de hash é o factor de carga que se
defini como a razao entre o numero de pares armazenados e o tamanho do array que

esta a ser usado
n° de chaves

~ tamanho do array

No caso desta implementagao (closed addressing), o factor de carga mede o tamanho
médio de cada bucket, i.e., o nimero médio de colisdes que aconteceram na tabela.
Esta medida acaba por corresponder ao tempo médio de acesso a uma chave e por isso
deve ser mantido o mais baixo possivel.

Mais uma vez, uma alternativa para corrigir potenciais desajustes, consiste em usar um
array dinamico em vez de estaticamente definido em tempo de compilagao.

Convém no entanto referir que a operacao de duplicagdo do tamanho do vector precisa
de re-inserir todos os pares uma vez que o valor do hash de uma dada chave depende do
tamanho do array onde ela vai ser inserida: se mudarmos este tamanho é natural que
esse valor, e consequentemente o bucket onde esse par serda armazenado, mude.

Exercicio 16 Considere a segunte definicdo para implementar tabelas de hash em closed
addressin (chaining) usando um array dindmico.

typedef struct bucket { typedef struct thash {
int key; int info; int size;
struct bucket s*next; Bucket xtabela;

} *Bucket; } *THash;

1. Defina a fun¢do THash createTable (int N) que cria uma tabela de hash com um
array de dimens3o N inicialmente vazia.

2. Defina a fun¢do int duplicateTable (THash t) que duplica o tamanho do array
de uma dada tabela. Assuma que existe definida a fun¢do int hash (int key, int
size) que calcula o hash de uma chave key.
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4.1.2 Open Addressing

Uma outra forma de lidar com colisdes consiste em manter todos os pares (chave,informagdo)
num unico array. A posigao em que um dado par deverd ser armazenado/consultado é
calculada usando a funcao de hash. No caso de acontecer uma colisao, é calculada uma
nova posicao para armazenar esse par. Este processo de calcular uma posicao alternativa

¢é conhecido por probing e pode ter varias solucgoes.

Vamos comecar por apresentar a mais simples destas alternativas, conhecida por linear
probing e que consiste no seguinte. No caso de querermos guardar um par numa dada
posicao p ja ocupada, tentamos fazé-lo na posicao seguinte. Se esta também estiver
ocupada repetimos o processo até que seja atingida uma posi¢ao nao ocupada.
Vejamos entao como codificar esta solucao, ignorando para ja a remocgao de um par.
Mais uma vez, assumimos a existéncia de uma constante HSIZE que determina o tamanho
do array e de uma funcdo int hash (int key, int size) que converte uma chave
(inteira neste caso) num indice do array (um nimero inteiro entre 0 e size-1).

#define STATUSFREE 0
#define STATUS_USED 1

typedef struct bucket {
int status;
int key; int info;

} Bucket;

typedef Bucket HashTable [HSIZE];
A funcao de inicializacao devera marcar todas as posigoes do array como nao ocupadas.

void initTab (HashTable h) {

int i;

for (i=0; i<HSIZE; h[i++].status=STATUS_FREE):
}

Antes de apresentarmos as defini¢oes das funcgoes de procura e insercao de uma nova
chave vamos definir uma funcao que, dada uma chave, determina a posicdo do array
onde essa chave deveria ser armazenada.
A definicao desta fungéo depende do método de probing que é utilizado e, tal como
dissemos atras, vamos comecar por apresentar a mais simples dessas estratégias — linear
probing.
int find_probe (HashTable h, int k) {

int p = hash (k,HSIZE);

int count;

for (count=HSIZE;

count >0
&& h[p].status != STATUSFREE
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&& hip]. key = k;

count ——)
p=(p+1)%HSIZE ;
if (count = 0)
// table is full
p=—1;
return p;

}

Note-se que o array usado é considerado circular, i.e., que a posicao seguinte a posicao
HSIZE-1 é a posicao 0.

Usando esta fungao podemos definir as fungoes de consulta e de inser¢ao de um novo
par.

int lookup (HashTable h, int k, int *i){
int p = find_probe (h,k);
int found;

if (p>=0 && h[p].key==k) {
xi=h[p].info;
found = 1;

}

else found = 0;

return found;

int update (HashTable h, int k, int i){
int p = find_probe (h,k);
int r;

if (p<0) // table is full
r=0;

else if (h[p].key=k) {
// key exists
hip].info = i;
r = 1;

}

else { // new key
hip].status = STATUS_USED;

hip].key=k;
hip].info=i;
r = 2;

¥

return r;
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Exemplo 15 Para ilustrar o comportamento das funcdes apresentadas acima vamos apresentar a
evolucdo de uma tabela de hash (com tamanho HSIZE=11) apds a invocagdo destes procedimentos.
Suponhamos que a func¢do de hash é definida como hash (k,s) = k%s

Vamos partir de uma tabela inicialmente vazia.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Koo [F Koo [F Koo [F ke [F ke [F[ ke [F ke [F ke [F] e [F] e [F] e LF

A insercao dos pares (27,135), (68,34), (65,78) e (99,23) ndo provoca nenhuma colisdo: os
valores da funcdo de hash para estes pares sdo, respectivamente, 5, 2, 10 e 0 e correspondem a
posicoes livres do array.

Apos essas insercOes o array estard no seguinte estado.

1 3 4 6 7 8 9

0 2 5 10
k99 [Yk=.. [Flkess [Y k= [Flke [Flkeor [Y ke [Fl ke [Fl ke [Fl koo [Flkees [Y

1=23 I=... 1=34 I=... I=.... 1=135 I=.... I=.... I=... I=... 1=78

A inser¢do do par (131,15) (note-se que a 131%11=10) vai colocé-lo na posi¢do 1 (10 estd ocupada
e a posicdo seguinte — 0 — também).
3 4 6 7 8 9

0 1 2 5 10
K=99 |_U K=131 |_U K=68 |_U K=.... |_F K=.... |_F K=27 |_U K=.... |_F K=.... |_F K=.... |_F =.... |_F K=65 |_U

1=23 =15 1=34 I=.... I=.... 1=135 I=.... I=.... l=... I=... 1=78

A insercdo do par (1,56) vai obrigar este par a ser inserido na posi¢do 3 do array.
3 4 6 7 8 9

0 1 2 5 10
K=99 |_U K=131 |_U K=68 |_U K=1 |_U K=.... |_F K=27 |_U =.... |_F K=.... |_F K=.... |_F =.... |_F K=65 |_U

1=23 =15 1=34 1 =56 I=.... 1=135 I=.... I=.... I=.... I=.... 1=78

Se neste estado consultarmos (Lookup) as chaves 99 e 44 (ambas com hash 0) conseguimos recuperar
a informag3o da primeira e concluir que a segunda ndo se encontra armazenada (a fun¢do find_probe
acima d4 como resultado a posicdo 4 que estd livre).

Note-se que as colisoes que aconteceram na 1ltima insercao deste exemplo sao todas com
chaves cujo hash é diferente do da chave original. Estas colisdes sdo conhecidas como
colisoes secundarias e s@o uma consequéncia do método de tratar colisdoes adoptado
(open addressing). A mesma sequéncia de inser¢oes numa tabela com closed addressing
nao produziria colisbes secundéarias.

As operagoes apresentadas acima baseiam-se todas na funcao find probe onde estd
realmente implementada a estratégia de linear probing. Esta estratégia tem como
principal desvantagem nao evitar que se criem na tabela clusters de células ocupadas
aumentando por isso o ntimero de colisoes secundéarias. Uma forma de evitar isto consiste
em ir aumentando o espacamento entre probes sucessivos. Assim, em vez de tentarmos
na posicao imediatamente seguinte, vamos procurar d posicoes a frente, incrementando
esta medida d.

Esta estratégia é conhecida como quadratic probing.

int find_Quad_probe (HashTable h, int k) {
int p = hash (k,HSIZE);
int count, d=1;

for (count=HSIZE;
count >0
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&& hlp]|.status != STATUSFREE
&& hip].key = k;
count——) {
p=(p+d)%HSIZE; d=d+1;
}

if (count = 0)
// table is full
p=—1;

return p;

A remocgao de uma chave em tabelas de hash que usam open-addressing nao pode ser
feita simplesmente passando e estado da correspondente componente do array a livre.

Exemplo 15 (continuacao) Se, no ponto em que a tabela se encontra, removermos a chave
131 (na posi¢do 1, apenas passando o estado dessa componente para livre, uma procura da chave 1
passaria a nd3o conseguir descobrir que essa chave existe de facto na tabela.

A forma mais usual de efectuar remogoes numa destas tabelas consiste em usar um valor
adicional no campo status para marcar que essa entrada foi apagada.
As procuras e insercgoes terao que ter isso em conta.

#define STATUSFREE 0
#define STATUS_USED 1
#define STATUSDELETED 2

Em primeiro lugar, relembremos o ciclo (de probing) definido na fungao find_probe da
pagina 41.

for (count=HSIZE;

count >0

&& h[p].status != STATUSFREE
&& hip].key = k;

count ——)

p=(p+1)%HSIZE ;

Admitindo a existéncia de mais um valor para o estado de cada componente (STATUS_DELETED)
este ciclo trata tal estado como se se tratasse de uma componente ocupada.

Utilizar esta definicao significa que as componentes apagadas nunca serao reaproveitadas
para armazenar outra informacao.

Vamos entao redefinir esta fungao de forma a que:

e Se a chave existir (apagada ou efectiva) a fungao retorna a posigao correspondente.

e Se a chave nao existir a funcao retorna a primeira posicao livre ou ocupada a
partir da posicao dada pela funcao de hash.
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int find_probe (HashTable h, int k) {
int p = hash (k,HSIZE), tmp;
int count;

for (count=HSIZE;

count >0

&& hip].status = STATUS_USED
&& hip].key = k;

count ——)

p=(p+1)%HSIZE ;
if (h[p].key != k)

if (count = 0)
// table is full
p=—1;
else { // deleted cell found
tmp = p;
while ( count>0
&& hip].status != STATUSFREE
&& hip].key =k ) {

count ——; p=(p+1)%HSIZE;

if (h[p].key != k) p=tmp;

}

return p;
¥

Apesar de o c6digo acima ser substancialmente mais extenso do que a primeira definicao,
convem notar que uma remogao nao deteriora a eficiéncia das pesquisas/insergoes. A
pesquisa de uma qualquer chave nao passard a ser menos eficiente apés uma remocao.
Em termos praticos as células removidas sao tratadas como se de células efectivas se
tratassem.

Vejamos entao como implementar a operacao de remoc¢ao de uma chave bem como as
fungoes de insergao e consulta.

int lookup (HashTable h, int k, int *i){
int p = find_probe (h,k);
int found;

if (p>=0
&& hp]. key=k
&& hlp].status=STATUS.USED) {
xi=h[p].info;
found = 1;
¥
else found = 0;

return found;
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}

int update (HashTable h, int k, int i){
int p = find_probe (h,k);
int r;

if (p<0) // table is full
r=0;

else if (h[p].key=k) {
// key exists
h{p].info = i;
h{p]. status=STATUS_USED
r = 1;

}

else { // new key
hip].status = STATUS_USED;

hp].key=k;
hip].info=i;
r = 2;

¥

return r;

int delete (HashTable h, int k){
int p = find_probe (h,k);
int r=0;

if (p>0
&& hp]. key=k
&& h[p].status=STATUS USED)

// key exists
h[p].status=STATUS DELETED:;

else // key does not exist
r = 1;
}

return r;

Exercicio 17 Considere o estado final da tabela de hash apresentada no exemplo 15.
Mostre a evolugdo da tabela apds as seguintes operag¢des.

1. remocdo das chaves 99 e 131.
2. insercao dos pares (121,44) e (67,66).

3. remocao da chave 56.
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Exercicio 18 Considere que se fizeram exactamente a mesma sequéncia de operacdes
descritas no Exemplo 15 e no exercicio anterior, mas sobre uma tabela de hash com o
mesmo tamanho (HSIZE=11) implementada com chaining. Apresente a evolugdo dessa
tabela.

O tratamento de colisdes usando open addressing tem um comportamento aceitdvel
desde que o factor de carga seja relativamente baixo. Além disso, e como vimos nas
defini¢oes acima, as células apagadas sao tratadas como se de células efectivas fossem.

Face a estas consideragoes, associada a esta técnica de tratamento de colisoes, é habitual:

e Implementar as tabelas usando arrays dinamicos que podem ser redimensionados
quando o factor de carga ultrapassa um determinado valor.

e Definir um procedimento de limpeza das células apagadas (garbage collection).

Qualquer um destes dois procedimentos terd que percorrer todo o array para re-inserir
os pares efectivos numa tabela inicialmente vazia. Esta re-insercao é uma versao simpli-
ficada do que foi apresentado acima pois nao terd que prever os casos de a tabela estar
cheia nem de existirem células apagadas.

void rehash (int S, Bucket source[S],
int T, Bucket target[T]) {
int is, it;
// clean target
for (it=0; it<T; it ++)
target [it |.status = STATUSFREE;
// traverse the source
for (is=0; is<S; is++)
if (source|is].status=STATUSUSED) {
it = hash (source[is].key,T);
// probe
while (target[it].status!=STATUSFREE)
it=(it+1)%T;
// fill in the target
target [it |. status=STATUS USED;
target [it |. key=source [is].key;
target [it |.info=source[is ].info;

Exercicio 19 Usando a fun¢do rehash acima, defina uma fun¢do void garbageC (HashTable

h) que remove da tabela h todas as células marcadas a apagadas.

Exercicio 20 Considere a definicdo abaixo para implementar tabelas de hash com open
addressing usando arrays dinamicos.

Usando a funcdo rehash acima, defina uma funcdo void doubleTable (HashTable *h)
que duplica o tamanho do array usado por uma tabela de hash.
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typedef struct bucket { typedef struct hashtable {

int status; int size;
int key; int info; int used;

} Bucket; Bucket xTable;
} HashTable;

Vamos terminar esta apresentagao sobre implementagao de tabelas de hash com open-
addressing apresentando uma variante em que, para as células efectivas do array guarda
o numero de probes que foram efectuados para guardar essa informagao nessa posicao.
Como este nimero é um numero nao negativo, podemos ainda usar quaisquer dois
numeros negativos para marcar células livres (-1) e apagadas (-2).

typedef struct bucket {
int probeC; // —1: Free; —2: Deleted
int key;
int value;

} Bucket;

typedef Bucket HashTable [HSIZE];

As fungbes de actualizacdo (update) e consulta (lookuop) sao em tudo semelhantes ao
que fizemos atras.

int update (HashTable t, int key, int value) {
int i=hash (key,HSIZE), probe = 0;

while ((t[i].probeC >= 0) &&
(t[i].key != key) &
(probe < HSIZE)) {
i=(i+1)%HSIZE; probe++;

f (probe > HSIZE) return 2; // overload
f (t[i].probeC != FREE) {

t[i].value = value;

return 1; // exists

)

}

t[i].key = key;
t[i].value = value;
t[i].probeC = probe;

return 0; // newkey

}

int lookup (HashTable t, int key, int xvalue) {
int i=hash (key,HSIZE), probe=0;

while ((t[i].probeC >= 0) &&
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(t[i].key != key) &
(probe < HSIZE)) {
i=(i+1)%HSIZE; probe++;
}
if (probe = HSIZE) return 2; // overload
if (t[i].probeC >= 0) {
xvalue = t[i].value;
return 0; // exists

}
return 1; // fail

}

Esta pequena modificagdo na representacao permite determinar facilmente quando uma
colis@o é secunddria ou nao. Este facto vai-nos permitir implementar uma funcao de
remogao efectiva de uma chave (i.e., sem a marcar apenas como removida).

Exercicio 21 Defina uma funcdo int count (HashTable t, int i) que, dada uma
tabela de hash t e uma posi¢ao i, determina quantas das chaves armazenadas na tabela
tém hash i. A funcdo n3o deve percorrer necessariamente toda a tabela nem calcular o hash
de qualquer das chaves armazenadas.

Exercicio 22 Defina uma fungdo int last (HashTable t, int i) que calcula a posicdo
da dltima chave armazenada na tabela com hash i.

A func3o devera retornar —1 caso tal chave n3o exista e n3o deve percorrer necessariamente
toda a tabela nem calcular o hash de qualquer das chaves armazenadas.

Exercicio 23 Defina uma fun¢do int lastP (HashTable t, int i) que calcula a posi¢ao
do dltimo elemento que poderia ter sido armazenado na posicao i se estivesse livre.

A funcdo devera retornar -1 caso tal chave n3o exista e n3o deve percorrer necessariamente
toda a tabela nem calcular o hash de qualquer das chaves armazenadas.

Ainda falta remocao usando implementagoes com probe count

4.2 Arvores de procura balanceadas

As tabelas de hash sao uma forma simples de implementar um dicionario mas tém
algumas desvantagens.

Em primeiro lugar, apesar de, se bem dimensionadas, e com uma boa funcao de hash, te-
rem um comportamento esperado 6ptimo (as operagdes de consulta e insergao/actualizagao
executam em tempo constante) este comportamento pode degenerar e uma andlise do
pior caso mostra que essas operagdes executam nesses casos em tempo linear (no ta-
manho do dicionario). Em segundo lugar, e como nao existe qualquer exigéncia de
monotonia na funcao de hash, a informagdo é armazenada no array por uma ordem
que nao a ordem natural das chaves. Isto faz com que as tabelas de hash nao sejam
indicadas para problemas em que seja necessario percorrer todo o dicionario por ordem
das chaves.

Uma alternativa para armazenar um dicionario onde existe uma relagao de ordem entre
as chaves sao drvores bindrias de procura (ordenadas pela chave).
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typedef struct bst {

int key, info;

struct bst xleft , xright;
} *BST;

As operagoes de insercao e consulta sao guiadas pela relagao entre a chave a inserir/-
procurar e a que estd no presente nodo.

int update (BST xa, int k, int i){
int u = 0;

while (xa != NULL && (xa)—>key!=k)
if ((xa)—>key > k) a = &((xa)—>left);
else a = &((xa)—>right );

if (xa = NULL) {
xa = (BST) malloc (sizeof (struct bst));
(xa)—>key=k;
(xa)—>info=i;
(xa)—>left =(xa)—>right=NULL;
u=1;
} else
(xa)—>info = 1i;
return u;

}

int lookup (BST a, int k, int =i){

int found = 1;

while (a!=NULL && a—>key != k)
if (a—>key > k) a = a—>left;
else a = a—>right;

if (al=NULL) xi=a—>info;

else found=0;

return found;

}

Em cada iteracao dos ciclos consulta-se um nivel diferente da drvore. Por isso, ambas
as fungdes tém um pior caso (em termos de complexidade) que corresponde & altura da
arvore. Isto significa que, num dicionario com N pares, este pior caso pode variar entre
N (se a arvore degenerar numa lista) e logy (V) se se tratar de uma arvore perfeitamente
equilibrada.

Embora o caso médio continue a corresponder a ter uma arvore com uma altura propor-
cional ao logaritmo do nimero de nodos existem formas de, sem prejudicar a eficiéncia
da operacao de insercao de uma nova chava, garantir que a altura da arvore permanece
proporcional ao logaritmo do ntimero de nodos.

Uma arvore bindria diz-se equilibrada sse ou é vazia ou

e a diferenca entre o nimero de nodos das suas duas sub-arvores é menor ou igual
ale
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e ambas as sub-arvores sao equilibradas.

Exemplo 16 As drvores

(21) (15) (11)
L@ @ @ () @
G @& @&

sao equilibradas.

Uma arvore equilibrada com N > 0 nodos tem altura
1+ [logy(N)] = O(logy(N))

Uma propriedade menos exigente das arvores mas que mantem esta tltima propriedade
(de a altura ser proporcional ao logaritmo do niimero de elementos) é o balanceamento.
Uma arvore binaria diz-se balanceada sse é vazia ou

e a diferenca entre as alturas das suas duas sub-arvores é menor ou igual a 1 e

e ambas as sub-arvores sao balanceadas.

Exemplo 17 As drvores

sdo balanceadas (e nenhuma delas é equilibrada).

De seguida vamos apresentar um algoritmo de inser¢ao (conhecido como algoritmo de
inser¢ao em arvores AVL) em &rvores bindrias de procura que preserva o balancea-
mento, e apesar disso continua a ter um comportamento logaritmico no niimero de nodos
da arvore.

De forma a atingir esse objectivo vamos guardar em cada nodo da arvore um novo campo
— bal — que traduz o actual estado de balanceamento da arvore que ai se inicia. Esse
campo poderd ter um de trés valores que correspondem & diferenca entre as alturas da
sub-avore esquerda e da direita

e #define LEFT 1 quando a sub-arvore da esquerda é mais alta que a da direita.

e #define BAL 0 quando as duas subdarvores tém a mesma altura.
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e #define RIGHT -1 quando a sub-arvore da direita é mais alta que a da esquerda.

Exemplo 17 (continuagao) Revisitando as drvores do exemplo anterior, apresentando apenas
os factores de balanco de cada né, teremos

typedef struct avl {

int bal;

int key, info;

struct avl xleft , xright;
} *AVLTree;

Tal como acontecia com a insercao em arvores dindrias de procura, cada novo par vai ser
sempre inserido como uma nova folha. Ao contrario do que acontecia nesse caso vamos
ter que definir este procedimento recursivamente pois os factores de balango terdao que
ser eventualmente recalculados. Também por esse motivo é necessario que cada insercao
indique se como resultado dessa insercao a drvore em questao aumentou a sua altura.

int updateAVL (AVLTree *a, int k, int i){

int g, u;
xa = updateAVLRec (xa, k, i, &g, &u);
return u;

}

Exemplo 18 Antes de prosseguirmos com a apresentacio do algoritmo de insercio vejamos o que
acontece na insercdo, numa drvore inicialmente vazia, dos elementos 10, 30, 5, 20 e 40, por esta
ordem.



E de notar que os factores de balanco que sdo eventualmente actualizados s3o os dos nodos que
ligam o novo nodo (folha) a raiz da arvore.

Para melhor compreender o algoritmo de insercao convem relembrar os pressupostos
deste algoritmo.

e A 4rvore recebida como argumento estd balanceada.
e A 4rvore produzida estd balanceada.

Apés fazer uma chamada recursiva (e consequentemente receber como resultado uma
arvore balanceada e a informagcao se essa drvore tem ou nao uma altura superior a arvore
original) devem ser feitos os ajustes necessarios aos factores de balanco. Estes ajustes
sé sao necessarios se a arvore onde foi feita a insercao aumentar a sua altura.

Podemos enumerar entao os varios casos que podem acontecer. Comecemos por apre-
sentar os casos em que a arvore permanece balanceada sem qualquer accao adicional.

1. O factor de balanco é BAL e a insergao ocorreu na sub-arvore esquerda. Neste caso
o factor de balango deverd ser alterado para LEFT. A arvore aumenta de altura.

2. O factor de balango é RIGHT e a insercao ocorreu na sub-arvore esquerda. Neste
caso o factor de balanco deverd ser alterado para BAL. A arvore nao aumenta de
altura.

3. O factor de balango é BAL e a insercao ocorreu na sub-arvore direita. Neste caso
o factor de balango deverd ser alterado para RIGHT. A arvore aumenta de altura.

4. O factor de balanco é LEFT e a insercao ocorreu na sub-arvore direita. Neste caso
o factor de balango devera ser alterado para BAL. A drvore nao aumenta de altura.

Nos casos restantes é preciso re-ajustar a forma da arvore.

5. O factor de balango é RIGHT e a insercao ocorreu na sub-arvore direita. Neste caso
a arvore ficou desbalanceada para a direita (a diferenga de alturas passou a ser
-2).

6. O factor de balanco é LEFT e a insercao ocorreu na sub-arvore esquerda. Neste
caso a arvore ficou desbalanceada para a direita (a diferenga de alturas passou a
ser 2).

As operacoes elementares de re-ajuste de arvores que vamos usar sdo conhecidas como
rotacoes e tém como principal caracteristica preservar a ordem da arvore.
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Rotacao para a direita

Rotacao para a esquerda

AVLTree rotateRight (AVLTree a){  AVLTree rotateLeft (AVLTree b){

AVLTree b = a—>left; AVLTree a = b—>right;
a—>left = b—>right; b—>right = a—>left ;
b—>right = a; a—>left = b;

return b; return a;

} }

Vejamos entao como tratar os casos em que a arvore terd que ser re-ajustada. Esses casos
sao perfeitamente simétricos e por isso analisaremos em pormenor apenas um deles.
Vamos entao assumir que numa arvore cujo factor de

balanco é RIGHT se faz uma insercao na sub-arvore °

direita donde resulta uma arvore balanceada cuja al-

tura aumentou.

Convem notar que n
n+2

e essa sub-arvore antes da insergao (dA) era ba-
lanceada e assim permanece apos a insercao.

e como a diferenca de alturas com a sub-arvore esquerda ¢é 2, antes da insercao essa
arvore nao era vazia.

e o factor de balanco desta sub-arvore s pode ser LEFT ou RIGHT.

Analisemos entao os dois casos possiveis para o factor de balanco desta sub-arvore.

No caso deste ser RIGHT uma rotagao para a esquerda da arvore corrige o desbalancea-
mento. Na figura abaixo podemos ver como os factores de balanco devem ser recalcula-
dos. Podemos ainda constatar que este re-ajuste faz com que a drvore, apds a insercao
do novo elemento, ndo aumenta de altura.
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n+2 n+1

n+1

Vejamos agora como o mesmo reajuste nao pode ser usado para rebagancear a arvore
no caso do factor de balanco ser LEFT.

n+2

E de notar que a sub-arvore esquerda da sub-arvore direita (eB na figura acima) é nao
vazia: tem pelo menos o elemento que acabou de ser inserido.
Para resolver este caso vamos ter que fazer um reajuste diferente e que consiste em fazer

1. uma rotagao para a direita na sub-arvore direita, seguida de
2. uma rotacao para a esquerda na arvore resultante.

Vejamos entao como tal transforma a arvore.

Q %A\ eC dC dB

eC dc CA)

dC dB

Para recalcularmos os factores de balanco dos nodos envolvidos temos que ter em atencao
o factor de balango da arvore onde foi inserido o novo elemento (na figura acima, o factor
de balango do nodo C).
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O caso mais simples acontece quando o fac- CA) (X))
tor de balanco desse nodo é BAL. Corres-
ponde ao caso em que foi esse o nodo criado

para inserir o novo elemento. QO

Nos outros casos, apesar de o factor de balanco da raiz da arvore passar a BAL, o das
suas subarvores nao.

Analisados todos os casos estamos em condigdes de definir a fungdo fixRight que faz
0s reajustes apresentados.

AVLTree fixRight (AVLTree a) {
AVLTree b, c;
b=a—>right ;
if (b—>bal = RIGHT){
a—>bal=b—>bal=BAL;
a=rotateLeft (a);
} else {
c=b—>left ;
switch (c—>bal) {
case LEFT: a—>bal=BAL;
b—>bal=RIGHT;
break;
case RIGHT: a—>bal=LEFT;
b—bal=BAL;
break;
case BAL: a—>bal=b—>bal=BAL;
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c—>bal = BAL;
a—>right = rotateRight (b);
a=rotateLeft (a);

}

return a;

O caso que nos falta tratar é em tudo simétrico.
Acontece quando a insercao se faz na sub-arvore es-
querda de uma arvore com factor de balanco LEFT e

. ~ . n+2
essa insercao aumenta a altura da sub-arvore.

Mais uma vez o ajuste necessario vai depender do factor de balanco da arvore onde foi

inserido o novo elemento.
No caso do factor de balanco ser também LEFT, uma rotacao para a direita da arvore

repoe o balanceamento.

(A (B
(B f (A
n n+2 n+1
il /eB dB\ n dB eA
X

X v

No caso do factor de balanco dessa subarvore ser RIGHT teremos que fazer o reajuste em

dois passos.

AA
A
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Também aqui, para actualizar correctamente os factores de balango, teremos que ins-
peccionar o factor de balango de mais um nodo da arvore (o nodo C na figura acima).

Esta simetria também se traduz no cédigo que a implementa.

AVLTree fixLeft (AVLTree a) {
AVLTree b, c;
b=a—>left ;
if (b—>bal = LEFT){
a—>bal=b—>bal=BAL;
a=rotateRight (a);
} else {
c=b—>right ;
switch (c—>bal) {
case LEFT: a—>bal=RIGHT;
b—>bal=BAL;
break;
case RIGHT: a—>bal=BAL;
b—>bal=LEFT;
break;
case BAL: a—>bal=b—>bal=BAL;
}
c—>bal = BAL;
a—>left = rotateLeft (b);
a=rotateRight (a);
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return a;

}

Estamos finalmente em condigoes de apresentar a definicdo da funcao updateAVLRec
referida na pagina 52.

AVLTree updateAVLRec (AVLTree a, int k, int i, int *xg, int xu){

if (a = NULL) {
a = malloc (sizeof (struct avl));
a—>key=k; a—>info=i; a—>bal=BAL;
a—>left=a—>right=NULL;
xg=1; xu=0;
} else if (a—>key==k) {
a—>info=i;
xg=0; xu=1;
} else if (a—>key > k) {
a—>left = updateAVLRec (a—>left , k, i, g, u);
if (xg = 1)
switch (a—>bal) {
case LEFT: a=fixLeft (a); *xg=0; break;
case BAL: a—>bal=LEFT; break;
case RIGHT: a—>bal=BAL; xg=0; break;

¥
} else {
a—>right = updateAVLRec (a—>right, k, i, g, u);
if (xg = 1)

switch (a—>bal) {
case RIGHT: a=fixRight (a); xg=0; break;
case BAL: a—>bal=RIGHT; break;
case LEFT: a—>bal=BAL; *xg=0; break;
¥
}

return a;
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Exercicios de testes

1. (Exzame de recurso, 2007/2008)

Pretende-se usar uma tabela de hash para ar- #define SIZE 1009

mazenar o conjunto das matriculas dos car- typedef struct no {

rOS coIm acesso aos parques reservados da uni- char matriculal6];
versidade. Assumindo que o tratamento das struct no *next;
colisoes é feito usando chaining, esta tabela } No;

pode ser implementada com o tipo ao lado. typedef No *Tabelal[SIZE];

e Implemente uma fung¢do int hash(char matriculal(6]); de hash razoavel
para este problema.

e Implemente a funcao int insert(Tabela t, char matricula[6]) de in-
sercao de uma matricula na tabela, garantindo que nao se armazenam matriculas
repetidas.

2. (Exame de recurso, 2007/2008)
Considere o seguinte tipo para implementar uma  typedef struct no {

arvore AVL de inteiros. int info;

Implemente a funcdo Arvore rr(Arvore arv) int bal;

que faz uma rotagao simples para a direita numa struct no *esq, *dir;
determinada sub-arvore. Nao se esqueca de actu- } No;

alizar o factor de balango nos nds envolvidos na  typedef No *Arvore;
rotacao.

3. (Ezame de recurso, 2007/2008)

Analise a complexidade da funcdo void bals(Arvore a) {

cols que calcula os factores de if ('a) return;

balanco de uma &rvore. Assuma a->bal = altura(a->dir) - altura(a->esq);
que arvore esta balanceada e que a bals(a->esq);

funcao altura executa em tempo bals(a->dir);

linear no tamanho da arvore de en- }

trada.

4. (Teste, 2007/2008)
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Pretende-se implementar um dicionario de
sinénimos usando uma tabela de hash. Esta ta-
bela pode ser definida da seguinte forma, onde a
cada palavra estad associada uma lista ligada com
0s seus sinénimos.

Implemente a fungao void sinonimos(Dic d,
char *pal) que, dada uma palavra, imprime to-
dos os seus sinénimos.

. (Teste, 2007/2008)

typedef struct s {
char *sin;
struct s *next;
} Sin;

typedef struct p {
char *pal;
Sin *sins;
struct p *next;
} Pal;

#define TAM ...
typedef Pal *Dic[TAM];

int hash(char *pal);

Relembre o conceito de min-heap. Im- #define TAM ...

plemente uma fun¢do que converte uma

min-heap representada num array para  typedef int Heap[TAM];

uma min-heap representada como uma

arvore do tipo indicado. typedef struct nodo {
int val;
struct no *esq, *dir;
} Nodo, *Tree;

. (Ezxame de recurso, 2008/2009)

Desenhe os estados sucessivos da drvore AVL de nimeros inteiros resultante da
insercao por esta ordem dos numeros 50, 20, 10, 60, 40, 30, e 70. Identifique

claramente todas as rotacoes efectuadas.

. (Exame de recurso, 2008/2009)
Escreva uma funcéo buildBST que, dado um ar-
ray de inteiros ordenado por ordem crescente arr
com n elementos, constréi uma drvore bindria de
procura balanceada com todos os elementos do
array.

. (Exame de recurso, 2008/2009)

typedef struct node {
into info;
struct node *esq, *dir;
} *Node;
Node buildBST(int arr[], int n);

Pretende-se uma estrutura de dados para representar conjuntos de inteiros (entre 0
e 1000), que suporte as seguintes operagoes: inserg¢ao, teste de pertenga e listagem
ordenada no écran. Defina um tipo de dados apropriado e as fungoes referidas,
garantindo que o teste de pertenca executa em tempo constante e a listagem
ordenada em tempo linear (no nimero de elementos do conjunto).

. (Teste, 2008/2009)
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10.

11.

12.

13.

14.

Considere o tipo ao lado para representar uma #define MaxH ...

min-heap typedef struct mHeap {
Defina uma funcdo muda (MinHeap h, int int tamanho;

pos, int valor) que altera o valor do elemento int heap [MaxH];
que estd na posicao pos para valor, fazendo as } *MinHeap;

trocas necessarias para que se mantenham as
propriedades da heap h.

(Teste, 2008/2009)
Considere o tipo ao lado para implementar  typedef struct nodo *ABPInt;

arvores bindrias de procura. struct nodo {
Defina uma fungdo int procura (ABPInt a, int valor;

int 1, int u) que, dada uma arvore bindria de ABPInt esq, dir;
procura balanceada e dois inteiros (I e u), de- };

termina se existe algum elemento da arvore com-
preendido entre esses inteiros (i.e., pertencente ao
intervalo ]I ... u[).

(Teste, 2008/2009)
Analise a complexidade da funcao apresentada na alinea anterior nao se esquecendo
de identificar o melhor e pior casos.

(Teste, 2008/2009)
Considere o tipo ao lado para representar uma #define MaxH ...
man-heap typedef struct mHeap {
Defina uma fungao que calcule o maior elemento int tamanho;
da heap sem a percorrer necessariamente toda. int heap [MaxH];

} MinHeap;
(Epoca especial, 2009/2010)

Recorde o que estudou sobre arvores AVL. Implemente a funcao int rdir(AVL *tptr)
que efectua uma rotacao simples para a direita.

A funcao devera retornar 0 em caso de sucesso, e typedef struct avlnode {

—1 no caso de a rotagao ser impossivel devido a int value,balance;
estrutura da arvore. struct avlnode *esq,dir;
Nao ¢é necessario ajustar os factores de balancea- } *AVL;

mento.

Note que a funcao recebe a arvore passada por
referéncia (struct avinode **tptr).

(Teste, 2009/2010)
Recorde o que estudou sobre arvores AVL.

Represente graficamente a evolugdo de uma arvore AVL quando é efectuada a
seguinte sequéncia de insercoes: 10, 20, 30, 70, 40, 50. Nao se esqueca de indicar
os factores de balanceamento de cada né.
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15. (Teste, 2009/2010)
Recorde o que estudou sobre Tabelas de Hash e responda, justificando, as seguintes
perguntas:

(a) Qual o pior caso do tempo de execugao de uma pesquisa numa tabela de hash
com n elementos inseridos, quando se utiliza chaining como mecanismo de
resolucao de colisoes.

(b) Qual o tempo de execugao de percorrer todas as entradas, por ordem dos seus
valores, numa tabela de hash com n elementos, quando se utiliza chaining
como mecanismo de resolucao de colisoes.

(¢) Em que circunstancias optaria pela utilizagdo de uma Tabela de Hash? Re-
lacione com as suas respostas as alineas anteriores,

16. (Epoca especial, 2010/2011)
Considere uma tabela de Hash implementada sobre um array de tamanho 7 para
armazenar nimeros inteiros. A fungao de hash utilizada é h(z) = %7 (em que
% representa o resto da divisao inteira). O mecanismo de resolugao de colisoes
utilizado é open addressing com linear probing.

e Apresente a evolucao desta estrutura de dados quando sao inseridos os valores
1, 15, 14, 3, 9, 5 e 27, por esta ordem.

e Descreva o processo de remocao de um elemento ensta estrutura de dados,
exemplificando com a remocao do valor 1 depois das inser¢oes acima.

17. (Ezame de recurso, 2010/2011)
Apresente a evolu¢ao de uma arvore AVL (inicialmente vazia) onde se inseriram
as seguintes chaves (pela ordem apresentada): 3, 8, 2,9, 5, 1,4, 7, e 6.

18. (Teste, 2010/2011)
Suponha que estd a utilizar uma tabela de Hash com resolucao de colistes por
Chaining, e em que o factor de carga atingiu os 50%.

e Apresente uma definicdo de factor de carga e indique qual o valor méximo
para este parametro no caso do método de resolucao de colisoes apresentado.

e Qual o nimero de comparacgoes no melhor caso de uma pesquisa falhada na
tabela indicada? E no pior caso? Justifique a sua resposta e apresente o
resultado da sua analise utilizando notagao assimptética.

19. (Epoca especial, 2011/2012)

Considere as seguintes definicbes para representar typedef struct minheap {
uma min-heap dindmica de inteiros. int size;

Defina uma fungao int *ordenados (MinHeap h) int used;

que calcula um array ordenado com os elementos int *values;

da min-heap. Assuma que existe uma funcao void } *MinHeap;

bubbleDown (MinHeap h).

Note que a funcao a definir tem que alocar o espago
para o array resultado e que destréi o contetido da
min-heap.
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20. (Epoca especial, 2011/2012)

Considere as seguintes defini¢oes para re- typedef struct entryC {
presentar tabelas de hash dinamicas com char key[10];
tratamento de colisoes por chaining. void *info;

Diga o que entende por factor de carga de struct entryC *next;
uma destas tabelas e defina uma fungao } EntryChain;

float loadFactorC (HashTableChain typedef struct hashT {
t) que calcula o factor de carga de uma int hashsize;

tabela. EntryChain *table;

} *HashTableChain;

int hash (int size, char key[]);

21. (Epoca especial, 2011/2012)
Na sequéncia do exercicio anterior suponha que as chaves da tabela sao palavras
(i.e., sequéncias de letras terminada com o carater nulo *\0’), e que existe cal-
culado em int rank[26] a significancia de cada letra (quanto mais frequente é
a letra, menor é o seu rank). Defina uma funcao de hash int hash (int size,
char[]) que tenha em consideracao a significincia de cada letra (bem como o
tamanho da tabela).

22. (Epoca especial, 2011/2012)
Suponha que, numa arvore AVL inicialmente vazia, foram inseridas as chaves 10,
15, 8, 9 e 20 (por esta ordem). Note que nenhuma das inser¢bes provocou o
desbalanceamento da arvore. Apresente uma sequéncia de insergoes balanceadas

na dita arvore que facam com que a chave que fica na raiz da arvore passe a ser
20.

23. (Ezame de recurso, 2011/2012)
Considere as seguintes definigOes para representar uma min-heap dinamica de in-

teiros.
(a) Suponha que numa destas estruturas estd guar- typedef struct minheap {
dada uma min-heap com tamanho (size) 100, int size;
com 10 elementos (i.e., used tem o valor int used;
10) e que as 10 primeiras posi¢oes do vector int *values;

values tém os valores 4, 10, 21, 45, 13, } *MinHeap;
25, 22, 60, 100, 20.

Diga qual o conteido desse vector apods a
remocao de dois elementos. Justifique a sua res-
posta desenhando as drvores correspondentes a
min-heap antes e depois das referidas remocgoes.
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24.

25.

26.

(b) Considere a fungao ao BTree heapToTree (MinHeap h) {

lado que constréi uma return hToTAux (h, 0);

arvore bindria a partir }

de uma min-heap. BTree hToTAux (MinHeap h, int r){

Faca a andlise da com- BTree new;

plexidade da funcao if (r >= h->used) return NULL;
hToAux, em funcao do new = malloc (sizeof (struct btree));
tamanho da min-heap. new->value = h->values[r];

new->left = hToTAux (h, 2*r+1);
new->right = hToTAux (h, 2*r+2);
return new;

(Exame de recurso, 2011/2012)
Considere as seguintes definigbes para representar tabelas de hash dinamicas com
tratamento de colisoes por open addressing.

#define STATUS_FREE 0 typedef struct hashT {
#define STATUS_USED 1 int size;
#define STATUS_DELETED 2 int used;
Entry0OAdd *table;
typedef struct entry0 { } *HashTableOAddr;
int status;
char xkey;

void *info;
} Entry0Add;

Defina uma fungao void doubleTable (HashTable0OAddr h) que duplica o tama-
nho de uma tabela (preservando a informagao armazenada). Note que a tabela é
passada por referéncia e que deve ser alterada.

(Exame de recurso, 2011/2012)

Pretende-se uma estrutura de dados para representar multi-conjuntos (i.e., conjun-
tos com elementos repetidos) de inteiros entre 0 e 1000, que suporte as seguintes
operagoes: insercao, numero de ocorréncias de um elemento num multi-conjunto,
e listagem ordenada do multiconjunto no écran.

Defina um tipo de dados apropriado e as fungoes referidas, garantindo que o célculo
do nuimero de ocorréncias executa em tempo constante e a listagem ordenada em
tempo linear (no nimero de elementos do conjunto).

(Teste, 2011/2012)
Considere as seguintes defini¢oes para representar uma min-heap de inteiros.
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(a) Suponha que numa destas estruturas estd guar- typedef struct minheap {

dada uma min-heap com tamanho (size) 100, int size;
com 10 elementos (i.e., used tem o valor int used;
10) e que as 10 primeiras posi¢oes do vector int valuesl[];

values tém os valores 4, 10, 21, 45, 13, } *MinHeap;
25, 22, 60, 100, 20.

Diga qual o contetido desse vector apds a in-
sercao do numero 6. Justifique a sua resposta
desenhando as drvores correspondentes a min-
heap antes e depois da referida insercao.

(b) Defina uma funcdo int minHeapOK (MinHeap h) que testa se a min-heap
estd correctamente construida (i.e., se todos os caminhos da raiz até uma
folha sao sequéncias crescentes). Certifique-se que a solugao que apresentou
tem um custo linear no tamanho da input.

27. (Teste, 2011/2012)
Considere as seguintes defini¢bes para representar tabelas de hash dinamicas com
tratamento de colisoes por chaining.

typedef struct entry { typedef struct hashT {
char key[10]; int hashsize;
void *info; Entry *table;
struct entry *next; } *HashTable;

} *Entry;

int hash(int hashsize, int keyl[]);

Defina uma funcao HashTable newTable(int hashsize) que inicializa uma ta-
bela de tamanho hashsize. Note que deve ser alocada a memoria necessaria e que
todas as entradas da tabela devem ser inicializadas com a lista vazia.

28. (Teste, 2012/2013)
Considere uma tabela de hash (para implementar um conjunto de inteiros) com tra-
tamento de colisdes por open addressing (com linear probing) e em que a remogao
de chaves é feita usando uma marca (de apagado).

Suponha que existem definidas as fungoes add (int k), remove (int k), e exists
(int k), sendo que esta tltima devolve verdadeiro/falso.

Suponha ainda que o tamanho da tabela é 7 e que a funcao de hash é hash(x) =
x % T

Apresente a evolugao da tabela quando, a partir de uma tabela inicialmente vazia,
se executa a seguinte sequéncia de operacoes:

add 15; add 25; add 9; add 1; rem 9; add 38; rem 15; add 6; add 10;
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29. (Teste, 2012/2013)

Considere as defini¢oes ao lado para
implementar drvores AVL de inteiros.
Defina uma fungdo int altura
(AVL a) que calcula a altura de
uma AVL em tempo logaritmico
no tamanho (ndimero de nodos) da
arvore.

30. (Ezame de recurso, 2012/2013)

#define Bal 0 // Balanceada
#define Esq -1 // Esq mais pesada
#define Dir 1 // Dir mais pesada

typedef struct avlNode *AVL;

struct avlNode {
int bal; // Bal/Esq/Dir
int valor;
struct avlNode *esq,*dir;

Uma definigao alternativa de drvores AVL consiste em guardar, para cada nodo da
arvore, a altura da arvore que ai se inicia em vez de guardar o factor de balanco

desse nodo.

Considere entao a seguinte definicdo de uma des-  typedef struct nodo{

sas arvores (de inteiros). Defina uma fungao AVL int valor;

rotateLeft (AVL a) que faz uma rotagao (sim- int altura;

ples) & esquerda na raiz de uma destas drvores. struct nodo *esq, *dir;
Assuma que a rotacao é possivel e ndo se esqueca } Node, *AVL;

de actualizar o campo altura dos nodos envolvi-

dos.

31. (Ezame de recurso, 2012/2013)
Considere as definicées ao lado
para implementar tabelas de
Hash dinamicas com tratamento
de colisoes por open addressing e
linear probing.

Note a existéncia de uma fungao
int hash (Key, int) que re-
cebe como argumentos uma
chave e o tamanho da tabela.
Defina uma  fungdo void
remApagados (THash h)  que
remove os elementos apagados
de uma tabela, i.e., que efectua
as operacOes necessarias para
que deixem de existir células
marcadas como apagadas.

32. (Epoca especial, 2012/2013)
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#define Livre O
#define Ocupado 1
#define Apagado 2

typedef struct key *Key;
struct celula {
Key k;
void *info;
int estado; //Livre/Ocupado/Apagado
+

typedef shash {
int tamanho, ocupados, apagados;
struct celula *Tabela;

} *THash;

int hash (Key, int);



33.

34.

35.

Considere uma tabela de Hash, com open addressing e tratamento de colisoes por
linear probing. Considere ainda que, para implementar remocgoes, cada célula da
tabela tem uma flag que pode tomar trés valores possiveis: L, 0 ou A (Livre,
Ocupada ou Apagada).

Assumindo que as chaves sdo inteiros e que a funcéo de hash usada é hash(n) =
n%N, considere o seguinte estado da tabela (para N=11).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

121|780 |34 |45 | |15 |0 |37 [~ |28 |0 |73 |0 (95 |0 |49 |0 |98 ¢

Partindo do pringipio que a fungao procura, recebe o valor de uma chave e retorna
a posigao da tabela onde essa chave se encontra (e -1 caso a chave nao se encon-
tre na tabela), qual o resultado de fazer, no estado apresentado, procura(12) e
procura(37). Para cada um dos casos, indique quais as posicoes da tabela que
sao consultadas.

(Epoca especial, 2012/20183)

Considere a definicao ao lado para implementar #define Bal 0O

uma arvore AVL de inteiros. #define Esq 1

Defina uma funcao que calcula a altura de uma #define Dir (-1)

arvore em tempo logaritmico em relacao ao typedef struct avlnode {

nimero de nodos da arvore. Justifique breve- int valor;

mente que a sua funcao tem de facto complexi- int balanco;

dade logaritmica. struct avlnode *esq, *dir;
} *AVL;

(Teste, 2013/2014)
A fungdo heap2ALV apresentada ao lado  Node* heap2AVL (Heap *h) {

transfere um conjunto de ntmeros inteiros int x;

armazenado numa minheap para uma arvore Node *t = NULL;

AVL. Considere que a funcao extractMin re- while (extractMin(h, &x))
move um elemento da minheap e retorna zero t = insertTree (t, x);
se a heap é vazia. Considere ainda que a return t;

funcao insertTree faz a insercao balanceada }
numa arvore AVL.

(a) Considere que a fungao é invocada com a minheap [10, 20, 30, 40, 60, 50, 70].
Apresente visualmente o conteido da heap h e da drvore AVL t em todas as
iteracoes do ciclo.

(b) Analise a complexidade assimptdtica desta fungao em fungao do tamanho
(nimero de elementos) da heap argumento.

(Teste, 2014/2015)

Considere o seguinte tipo de dados para armazenar um conjunto de pares — strings
com um maximo de 10 caracteres — e inteiros, utilizando uma arvore AVL ordenada
pela string.
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36.

37.

typedef struct data {
int dados;
} Data;

typedef struct node {
int balance; // -1 left higher,
// 0 balanced,
// 1 right higher
char key[11];
Data info;
struct node *left, *right;
} Node;

typedef Node *Dictionary;

(a) Apresente a evolugao do estado da arvore AVL a medida que sao inseridos
(numa &rvore inicialmente vazia) os seguintes pares: (JOSE, 1), (MANUEL, 1),
(JOAQUIM, 1), (MANUEL, 2), (ANTONIO, 1), (MANUEL, 3), (JOSE, 2), (ANDRE, 1),
(PEDRO, 1), (PAULO, 1). Considere que, em caso de inser¢oes repetidas, uma
nova copia da chave é inserida na sub-arvore esquerda.

(b) (Teste, 2014/2015)

Implemente a seguinte funcao que retorna o niimero de copias encontradas de
uma dada string. Certifique-se que a funcao definida nao tem que percorrer
toda a arvore.

int allCopies(Dictionary dic, char key[11]);

Efectue a andlise assimptdtica do tempo de execugao da funcao allCopies.

(Exame de recurso, 2014/2015)

Considere o tipo definido a direita para represen- typedef struct node {

tar uma arvore bindaria de inteiros. int value;

Uma heap é uma arvore bindria em que a raiz struct node *left, *right;
é menor ou igual a todos os outros nodos e as } Node, *BTree;

subarvores sao ainda heaps.
Defina uma funcao int heapOK (BTree a) que testa se uma dada arvore é uma

heap (retornando 1 em caso afirmativo e 0 caso nao seja).

Note que se pretende apenas testar a relagao entre os valores armazenados (e nao
a forma da arvore).

Assegure-se que a funcao que definiu executa, no pior caso em tempo linear no

numero de elementos da arvore, e no melhor caso em tempo constante.

(Epoca especial, 2014,/2015)
Relembre a definicdo de min-heap. O tipo de dados typedef struct {

ao lado permite a definicao de heaps dinamicas de int size;
inteiros (campos size e used sao usados para guardar int  used;
o tamanho do array heap e o nimero de elementos int *heap;
efectivamente armazenados). } Heap;
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Nas operagoes de inser¢ao/remogao na heap consideram-se os seguintes requisitos
adicionais:

e se a heap estiver cheia, o tamanho do array é duplicado para obter espago
para a inserc¢ao;

e se, removendo o minimo da heap, o array tiver tamanho superior a 2 e ficar
com pelo menos 75% do espaco livre, o seu tamanho é reduzido para metade.

Apresente uma implementacao da operagao void insertHeap(Heap *h, int x).

38. (Teste, 2015/2016)

Relembre a definicao de uma min-heap ar- void heapify (int v[], int N){
mazenada num array e a funcdo void int 1i;

bubbledown (int heap[], int N, int 1) for (i=(N-2)/2; i>=0; i--)
que recebe um array heap com N elementos bubbledown (v,N,i);

e faz o bubble-down do elemento que estd no }

indice i.

Considere agora a funcao que transforma um
array arbitrario numa min-heap.

(a) Diga qual o resultado da funcao heapify quando invocada com um array v
com os seguintes 7 elementos por esta ordem: {50, 20, 42, 13, 2, 12,
36}. Justifique a sua resposta apresentando o estado do array no final de
cada iteracao do ciclo.

(b) Note que a fungao bubbledown s6 é aplicada a metade dos elementos do array.
Além disso,

e para 1/4 dos elementos (a metade superior dessa metade) a fun¢ao bubbledown
faz no maximo 1 iteragao.

e para 1/8 dos elementos a fun¢ao bubbledown faz no maximo 2 iteragoes,
e assim sucessivamente.

Com base nestas observagoes, analise a complexidade da funcao heapify
apresentada.

39. (Ezame de recurso, 2015/2016)
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Considere a seguinte definicao de um typedef struct avlnode {

tipo para representar &arvores AVL int value;
de inteiros (balanceadas).  Con- int bal; // Left/Bal/Right
sidere ainda a definicdo da funcao struct avlnode *left, *right;
deepest que determina o nodo mais } *AVLTree;
profundo de uma arvore bindria, retor-
nando o nivel em que ele se encontra. int deepest (AVLTree *a) {
R AVLTree 1, r;
(a) Mostre que a funcao apresentada int hl, hr, h:
tem uma complexidade linear no if (%a == NULL) h = 0;
nimero de elementos da arvore else {
argumento. 1 = (xa)->left; r = (¥a)->right;

hl = deepest (&1); hr = deepest (&r);
if ((h1>0) && (hl > hr)) {
*a = 1; h = hl+1;}
else if (hr>0) {
*a = 1r; h = hr+1;}
else h=1;

(b) Apresente uma definigao alterna-
tiva, substancialmente mais efi-
ciente, tirando partido da in-
formacao presente no factor de
balanco de cada nodo. Diga qual
a complexidade da funcao que
definiu.

}

return r;

40. (Exame de recurso, 2015/2016)
Considere as seguintes definigoes  #define HSIZE 1000
para implementar tabelas de hash de int hash (int chave, int size);
nimeros inteiros (em open-address e  typedef struct lista {
com chaining). int valor;

5 ) struct lista *prox;
(a) Defina — uma  fungdo  int 3 yyagnchain [HSIZE] ;
fromChain (HashChain hi, typedef struct celula {

HashOpen h2) que preenche int estado; // 0 - Livre
a tabela h2 com as chaves // 1 - Ocupado
presentes na tabela hl. Note // 2 - Removido

que ambas as tabelas tém a int valor;

mesma dimensao. } HashOpen[HSIZE] ;

(b) Que alteragoes deveria efectuar
na definicdo anterior se as ta-
belas tivessem dimensao dife-
rente?

A1, (Teste, 2016/2017)
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42.

43.

Na implementacao de tabelas de hashing com open
addressing muitas vezes guarda-se para cada chave
inserida o ntimero de colisoes que essa insergao teve
que resolver (probe == 0 significa que nao houve
qualquer colisao).

Considere a definicdo ao lado utilizada para im-
plementar essas tabelas e apresente o resultado de
inserir as chaves 40, 80, 60, 260, 54, 65, 140
por esta ordem, numa tabela inicialmente vazia
usando linear probing.

Assuma que a tabela tem tamanho Hsize=13 e que
a funcao de hash é apenas hash (t) = t % Hsize.

(Teste, 2016/2017)

#define Hsize
#define FREE 0
#define USED 1
#define DELETED 2
typedef struct entry {
int key;
int probe;
int status;
} Entry;
typedef Entry THash [Hsize];

Relembre a definigdo de arvores AVL (de inteiros) apresentado ao lado e o algo-

ritmo de insercao balanceada estudado.

(a) Defina uma fungdo AVL maisProfundo (AVL
a) que, dada uma arvore AVL, determina
um nodo da &rvore que se encontra a pro-
fundidade maxima. A funcao retorna NULL
no caso da arvore ser vazia e deverd executar
em tempo logoraitmico no nimero de nodos
da arvore.

Qual o resultado da fungdao que definiu
quando for aplicada a arvore que resulta de se
inserirem, numa arvore inicialmente vazia, os
valores 20, 40, 10, 50, 30, 15, 29 (por
esta ordem)? Justifique.

(Exame de recurso, 2016/2017)
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#define LEFT 1
#define BAL 0
#define RIGHT -1
typedef struct avl {
int value;
int bal;
struct avl *left, *right;
} *AVL;



44.

45.

Considere a definicao de tipos a direita para re-
presentar tabelas de Hash de inteiros usando open
addressing com vectores dinamicos e tratamento
de colisoes por linear probing. Considere ainda
que

e a funcao de hash usada é
hash(x) = xYtamanho

e sempre que o niumero de células livres é me-
nor do que 25% do tamanho da tabela esta
¢é realocada para uma tabela de tamanho
2*%tamanho+1.

e sempre que o numero de células apagadas é
maior ou igual ao niimero de células ocupa-
das é feita uma garbage collection.

struct celula {
int k;
char estado; //L/0/A
}
typedef shash {
int tamanho,
ocupados,
apagados;
struct celula *Tabela;
} *THash;

Apresente a evolu¢ao de uma tabela, inicialmente vazia e de tamanho (inicial) 7,
quando sao efectuadas as seguintes operagoes de inser¢ao (ins) e remogao (del)

(por esta ordem).

ins 10, ins 4, ins 16, del 10, del 4, ins 9, ins 13, ins 0 ins 7

(Exame de recurso, 2016/2017)

Considere as defini¢oes (apresentadas a direita)
de listas ligadas e de arvores AVL em que cada
nodo possui ainda uma marca para assinalar no-
dos apagados.

Defina uma fungdo AVL fromList (LInt 1,
int n) que constréi uma arvore AVL a partir de
uma lista ordenada com n elementos.

Nao se esquega de garantir que (1) a arvore pro-
duzida esta balanceada, (2) os factores de balango
estao correctamente calculados e (3) a funcao exe-
cuta em tempo linear no ntimero de elementos da
lista.

(Epoca especial, 2016/2017)

typedef struct llint {
int value;
struct llint *next;
} *LInt;

typedef struct avl {

int value;

int bal, deleted;

struct avl *left, *right;
} *AVL;

Considere uma tabela de hash de inteiros implementada num array dindmico com
open-addressing e linear probing, com tamanho inicial size=1 e fungéao de hash
hash(x,size)=x%size inicialmente vazia. Considere ainda que

e sempre que o factor de carga da tabela excede 50% a tabela é redimensionada

para 2*xsize+1.

e sempre que o factor de carga da tabela baixa de 33% a tabela é redimensio-

nada para 2*size/3.

Apresente o estado da tabela apds as seguintes operacoes:
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e insercao dos numeros 1, 3, 5, 8, 10 e 15.

e remocao dos nimeros 5 e 15

46. (Epoca especial, 2016/2017)

Considere a seguinte definicao de um tipo para #define LIVRE O

armazenar tabelas de hash de inteiros tal como #define APAGADO 1

descritas na alinea anterior. #define OCUPADO 2

Defina a funcao de remocao de um elemento tal struct entry {

como referido atras. int value, status;
};

typedef struct thash {
int ocupados, tamanho;
struct entry *tabela;

} *THash;
47. (Epoca especial, 2016/2017)
Relembre a definicao de arvores bindrias typedef struct nodo {
(de inteiros) e a fungao de rotagao (a di- int valor;
reita) usada na insercao AVL. struct nodo *esq, *dir;
Considere ainda a definicdo ao lado da } *ABin;
funcao spine que transforma uma arvore
bindria numa espinha (i.e., uma &rvore AVL rotateRight (AVL a);
em que todas as sub-arvores esquerdas
sao nulas). AVL spine (AVL a){
) if (a!=NULL) {
e Defina a funcdo rotateRight while (a->esq != NULL)

usada nessa definigao. a=rotateRight (a);

B . —>di - . —>4di A
e Escreva uma relagao de recorréncia a->dir spine (a->dir) ’

que traduza o tempo de execucgao
da fungdo spine no caso da drvore
recebida como argumento ja ser
uma espinha e apresente uma
solucao dessa recorréncia.

}

return (a);
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