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Ficha 2

Algoritmos e Complexidade

Anélise da complexidade

Procura em vectores

Considere as seguintes trés alternativas para a procura de um elemento num vector. Para
cada uma delas,

Apresente (informalmente) um invariante do ciclo que lhe permita provar que se trata
de uma fung@o de procura num array.

Identifique o melhor e o pior caso de execucao dessa funcao.

Para cada um dos casos identificados, calcule o niimero de acessos ao array em funcao
do tamanho do array de entrada.
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if (i<N) return i;
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bsearch (int all, int
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1=0; u=N-1;
while (1<u) {

. int xlsearch (int a[l, int N, int x) {
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X)) return ij;
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m = (1+u)/2;
if (a m] ==%x) 1 =1u =m;
else if (a[m] > x) u = m-1;
else 1 = mt+1;

}

if (all] == x) return 1;

else return (-1);

2 Ordenacao

Nesta seccao vamos analisar algumas fungoes de ordenacao de vectores. Para cada um dos
algoritmos apresentados,

e Descreva (informalmente) o invariante do ciclo mais exterior.
e Identifique o melhor e o pior casos de execucao dessas fungoes.
e Para cada um dos casos identificados na ponto anterior determine

1. o nimero de comparacoes entre elementos do array.

2. o nimero de trocas (chamadas a funcao swap).

e Considere um caso adicional que corresponde a um array parcialmente ordenado em
que o unico elemento fora de ordem é o que estd na primeira posicao e que corresponde
ao maior elemento do array.

Troca directa

void swapSort (int v[], int N) {
int i, j;

for (i=0; (i<N-1); i++)
for (j=i+1l; (j<N); j++)
if (v [i] > v [j]) swap (v,i,j);
}

Min-sort

void minSort (int v[], int N) {
int i, j, m;

for (i=0; (i<N-1); i++) {
m= 1i;
for (j=i+1l; (G<N); j++)
if (v [m] > v [3]) m = j;
if (i '= m) swap (v,i,m);



Bubble-sort

void bubbleSort (int v[], int N){
int i, j;

for (i=N-1; (i>0); i--)
for (j=0; (j<i); j++)
if (v[jl > v[j+1])
swap (v,j,j+1);

Bubble-sort opt

void bubbleSortOpt (int v[], int N){
int i, j, ok;

ok = 0;
for (i=N-1; ((i>0) && 'ok); i--) {
ok = 1;

for (j=0; (j<i); j++)
if (v[jl > v[j+1]) {
swap (v,j,j+1);
ok = 0;

Insertion-sort

void iSort (int v[], int N) {
int i, j;

for (i=1; (i<N); i++) {

for (j = i; (3>0) && (v[j] < v[j-11); j--)
swap (v,j,j-1);

3 Operacoes aritméticas

1. Considere os seguintes defini¢cbes de fungbes que calculam o produto de dois nimeros
inteiros nao negativos.



int prod (int x, int y) { int bprod (int x, int y) {
int r; int r;
r = 0; r =0;
while (x>0) { while (x>0) {
r = rt+y; if x%2=1)r=r+y;
x = x-1; y =y *x 2;
} x=x/ 2
return r; T
} return r;
}

(a) Para cada uma das solugbes apresentadas, identifique o melhor e pior casos em
termos do tempo de execugao destas fungoes. Faca a sua andlise, em funcao do
numero de bits usados para representar os nimeros inteiros em causa.

(b) Determine o tempo de execugao de cada uma das solugdes no pior caso, em fungao
do numero de bits usado para representar inteiros.

2. Considere a seguinte definicdo de uma fungao que calcula a poténcia inteira de um
nimero.

float pot (float b, int e) {
float r;

r =1;
while (e>0) {
r =1 % b;
e=¢e - 1;
}

return r;

Apresente uma versao alternativa desta funcdo cujo ntimero de multiplicagoes, no pior
caso, seja proporcional ao nimero de bits usados para representar o expoente (Sugestao:
use como inspiracao as funcoes apresentadas na questao anterior para calcular o produto
de dois numeros).

3. Considere o seguinte algoritmo para o problema do calculo do valor de um polinémio

1

P(x) =apx™ + ap—12" " + ...+ a1z + ag

num ponto x dado, sendo o polinémio representado por um vector de coeficientes (or-
denado por ordem crescente do grau):

float Poly (float al[l, int n, float x) {
float p, xpotencia;
int 1i;



p = al0] + al1] * x;

xpotencia = Xx;

for (i=2 ; i<=n ; i++) {
xpotencia = xpotencia * x;
p = p + ali]l * xpotencia;

}

return p;

(a) Quantas operagoes de soma e multiplicagao efectua este algoritmo?

(b) O algoritmo de Horner é uma alternativa mais eficiente para a resolugao do mesmo
problema. Trata-se de uma optimizacao do algoritmo anterior, que efectua uma
factorizagdo do polinémio (note-se que ab+ ac pode ser calculado com apenas uma
multiplicagdo como a(b + ¢)):

float HornerPoly (float al[l, int n, float x) {
float p;
int i;

p = alnl;

for (i=n-1 ; i>=0 ; i--)
p = p*x + a[il;

return p;

}

Quantas operagoes de soma e multiplicagao efectua este algoritmo?

4 Outros algoritmos iterativos

1. Considere a seguinte funcao em C que determina se um vector de inteiros contem ele-
mentos repetidos.

int repetidos (int v[], int N) {
int rep = O;
int i, j;

for (i=0; (i<N-1) && 'rep; i++)
for (j=i+1; (j<N) && !rep; j++)
if (v[i] == v[j]) rep = 1;
return rep;

}

(a) Identifique o melhor e o pior casos da execugao desta fungao.

(b) Para o pior caso definido acima, calcule o nimero de comparacoes (entre elementos
do vector) que sao efectuadas (em fungao do tamanho do array argumento).

2. Considere a seguinte fungao em C que calcula o nimero de elementos diferentes de um
array de inteiros.



int diferentes (int v[], int N) {
int dif = 0;
int i, j;

for (i=0; (i<N); i++){
for (j=i+1l; (G<N) && (v[i] !'= v[j1); j++);
if (j==N) dif++;
}

return dif;

(a) Identifique o melhor e o pior casos da execugao desta fungao.

(b) Para o pior caso definido acima, calcule o nimero de comparagoes (entre elementos
do vector) que sao efectuadas (em fungao do tamanho do array argumento).

3. A funcao abaixo recebe como argumento um array de bits que representa um numero
inteiro (em que o bit menos significativo estd na posigao 0) e incrementa esse nimero.

void inc (int b[], int N) {

int i;
i=0;
while ((i < N) && (b[i] == 1)) {
b[i] = 0;
it++;
}

if (i<N) b[i]l = 1;

(a) Identifique o melhor e o pior caso de execugao desta fungao.

(b) Para cada um dos casos identificados acima, apresente o tempo de execugao desta
funcao, em fungdo do tamanho do array de entrada.

5 Relacoes de Recorréncia

1. Utilize uma arvore de recorréncia para encontrar limites superiores para o tempo de
execugao dados pelas seguintes recorréncias (assuma que para todas elas T'(0) é uma
constante):

2. Considere o seguinte algoritmo para o problema das Torres de Hanoi:



void Hanoi(int nDiscos, int esquerda, int direita, int meio)
{
if (nDiscos > 0) {
Hanoi(nDiscos-1, esquerda, meio, direita);
printf ("mover disco de %d para %d\n", esquerda, direita);
Hanoi(nDiscos-1, meio, direita, esquerda);
}
}

Escreva uma relagao de recorréncia que exprima a complexidade deste algoritmo (por
exemplo, em fungdo do nimero de linhas impressas no ecran). Desenhe a drvore de
recursao do algoritmo e obtenha a partir dessa arvore um resultado sobre a sua com-
plexidade.

. Considere o seguinte algoritmo para o calculo de nimeros de Fibonacci:

int fib (int n)
{

if (n==0 || n==1) return 1;

else return fib(n-1) + fib(n-2);
}

Apesar de traduzir exactamente a definicao da sequéncia de nimeros de Fibonacci,
este algoritmo é muito ineficiente (de tempo exponencial). Assuma que as operagoes
aritméticas elementares se efectuam em tempo O(1).

(a) Escreva uma recorréncia que descreva o comportamento temporal do algoritmo.
Desenhe a respectiva arvore de recursao para n = 5.

(b) Efectue uma anélise assimptdética do tempo de execugao deste algoritmo. Sugestao:
Utilize a arvore que desenhou na alinea anterior para fundamentar o seu raciocinio.

(c) Escreva em C um algoritmo alternativo mais eficiente. Analise o seu tempo de
execucao.

. Considere a seguinte definicdo em Haskell do algoritmo de ordenagao por insergao
(insertion sort) em listas.

isort :: (Ord a) => [a] -> [a]

iSort [1 = [I

isort (h:t) = insert h (isort t)
where insert y [] = [y]

insert y (x:xs) | y <= x = y:X:XS

| otherwise = x:(insert y xs)
Esta definigdo pode ser convertida numa funcao em C que ordena um vector:

void isort (int v[], int N) {
int i; int t;



if (N>0) {
isort (v+1,(N-1));
i=0;t=vl[0];
while ((i<N-1) && (v[i] < t)) {
v[i] = v[i+1]; i++;
}
if (i>0) v[i] = t;

(a) Identifique o melhor e pior casos de execugao desta funcao.

(b) Para esses casos, apresente uma relacao de recorréncia que traduza o ntmero de
comparacoes entre elementos do vector em funcao do tamanho do vector.

5. Considere agora a seguinte definicao da funcao que ordena um vector usando o algoritmo
de merge sort.

void msort (inv v[], int N) {
int *aux = (int *) malloc (N*sizeof(int));

msortAux (v, aux, 0, N-1);
free (aux);

}
void msortAux (int v[], int aux [], int a, int b) {
int m;
if (a<b) {

m = (a+b)/2;

msortAux (v, aux, a, m);

msortAux (v, aux, m+l, b);

merge (x, aux, a, m, b);

}
}

(a) Defina a funcao merge usada acima e que funde duas porg¢des de um vector (uma
com indices [a...m] e outra com indices [m+1...b]) usando um vector aux como
auxiliar.

Garanta que o tempo de execugao dessa funcao é O(N) em que N =b—a+1, i.e.,
a soma dos tamanhos dos dois vectores a serem fundidos.

(b) Apresente uma relagao de recorréncia que traduza o tempo de execucao de msort
(ou equivalentemente de msortAux), em fungao do tamanho do vector argumento.

Apresente ainda uma solucao dessa recorréncia.

6. O algoritmo de ordenagao Quick-sort pode ser implementado em C da seguinte forma:



void gSort (int v [], int N) {
gSortAux (v, 0, N-1);
}

void gSortAux (int v[], int a, int b) {
int p;

if (a<b) {
p = particao (v,a,b);
gSortAux (v,a,p-1);
gSortAux (v,p+1,b);

A fungao particao reorganiza o vector v[a..b] e retorna um indice p de tal forma que,
apds a sua terminagao,

Va<k<p(vlk] < v[p]) A Vp<r<p(v[k] = vlp])
(a) Complete a seguinte defini¢cdo da fungao particao.

int particao (int v[], int a, int b)}
int i, j;

i= ... 3=...

while (...) {

j+ts
}
swap (v,i,b);
return i;

}

Para isso use o seguinte predicado como invariante do ciclo while:
Va<k<i(v[k] < v[b]) A Vick<;(v[k] = v[b])

(b) Mostre que o tempo de execucao da fungao particao é linear no tamanho do vector
(O(N)).

(¢c) Assumindo que os valores do vector sdo tais que o valor da funcdo particao
(v,a,b) é sempre de (a+b)/2, apresente uma relacao de recorréncia que traduza
o tempo de execucao do quick-sort em funcao do tamanho do array.

Apresente ainda uma solucdo dessa recorréncia.

(d) Em que casos é que o valor da fungao particao (v,a,b) ésempre igual a b? Qual
o tempo de execugao desta fungao para esse caso?

7. Considere agora o problema de, num array nao ordenado (e sem repeticoes) determinar
0 k-ésimo menor elemento. Uma das solu¢Ges mais eficientes consiste em aproveitar a
funcao de particao do algoritmo de quick-sort apresentada acima.



int kesimo (int v[], int N, int k){
int a=0,b=N-1,p=-1;

while (p'=k) {
p = particao (b,a,b);
if p<k b = p-1;
else a = pt+l;
}
return v[p];

}

Assumindo que os valores do vector sao tais que o valor da fungdo particao (v,a,b) é
sempre de (a+b)/2, apresente uma relacao de recorréncia que traduza o tempo de
execucao do kesimo em funcao do tamanho do array.

Apresente ainda uma solucao dessa recorréncia.

6 Arvores binarias de procura

1. Considere a seguinte definicdo de um tipo para representar drvores binarias de procura
(BST).

typedef struct btree {
int value;
struct btree *left, *right;
} Node, *BTree;

Apresente defini¢goes em C para resolver cada um dos problemas abaixo. Para cada caso
apresente ainda relacoes de recorréncia que traduzam o comportamento das funcoes em
causa para dois casos extremos: (1) a drvore estd perfeitamente desiquilibrada (i.e., o
numero de nodos da arvore é igual a altura da drvore) e (2) a arvore estd equilibrada
(i.e., a altura da arvore corresponde ao logaritmo do numero de nodos)

a) A funcdo int size (BTree) calcula o ntimero de nodos de uma BST.

(c

(d) A func@o int search (BTree, int) determina se um inteiro ocorre numa dada

(a)

(b) A fungao int altura (BTree) calcula a altura de uma arvore.
) A fungao BTree add (Btreem int) adiciona um elemento a uma arvore.
)

arvore.

(e) Afuncdo int max (BTree) determina o maior elemento de uma arvore (nao vazia).

2. Uma &arvore bindria diz-se balanceada se a diferenca de pesos entre as suas sub-arvores
nao for superior a 1. A seguinte funcdo determina se uma drvore bindria estd ou nao
balanceada.

int balanceada (BTree a) {

if (a) {
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1 altura (a->left);

r = altura (a->right);

return ((abs (1-r) <= 1) &&
balanceada (a->left) &&
balanceada (a->right));

}
else return 1;

}

(a) Identifique o melhor e pior caso do tempo de execucao desta funcao.

(b) Para cada um dos casos identificados, apresente uma relagdo de recorréncia que
traduza o tempo de execugao desta funcao em funcao do tamanho da arvore. Em
ambos os casos apresente uma solugao dessa recorréncia.

(¢) Uma alternativa para melhorar o comportamento da fungao acima consiste em usar
uma func¢ao auxiliar que, além de determinar se uma dada arvore esta balanceada,
calcula a sua altura.

int balanceada (BTree a) {

int p;
return (balanceadaAux (a, &p));
}
int balanceadaAux (BTree a, int *p) {
int 1, r;
}

Complete a definicao acima de forma a garantir que no melhor e pior caso, a
funcao executa em tempo linear ao tamanho da arvore. Justifique a sua solucao
apresentando recorréncias que traduzam o comportamento da funcao nesses casos
extremos.

7 Analise do tempo médio

1. Relembre as fungdes xlsearch, lsearch e bsearch apresentadas na seccao 1. Para
cada uma dessas fungoes apresente o nimero médio de acessos ao array.

Assuma que os N elementos do array sao todos diferentes, e que sao representados por
W bits (ou seja, existem 2°W inteiros diferentes).

2. Relembre o exercicio 3 da seccao 4. Apresente o tempo médio de execugao da fungao
inc, em funcdo do tamanho do array de entrada. Para isso assuma que o ntmero
armazenado no array é aleatério, i.e., e probabilidade de uma dada posicao do array
ser O oul éde 1/2.

3. Relembre a fungdo particao e as fungoes em que ela foi usada (gSort e kesimo).
Assumindo que na funcio kesimo todos os valores de retorno possiveis sao equiprovaveis
(i.e., se o array tiver N elementos a probabilidade de cada valor é 1/N), calcule o tempo
médio das fungdes qSort e kesimo).
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8 Analise Amortizada

1. Relembre o exercicio 3 da secc@o 4. Use (os trés métodos de) andlise amortizada para
mostrar que o tempo médio de execucao da funcao inc é constante.

2. Uma definicao alternativa de Stacks as classicas representacoes em array ou em lista
ligada, consiste no uso de arrays dindmicos. Esta solucao tem a simplicidade da imple-
mentacao em array, aliada as vantagens de usar uma estrutura dinamica.

typedef struct {
int size, used;
int *table;

} DynTable;

As operagoes de adigao e remogao de um elemento (por exemplo nas stacks, as operagoes
de push e pop) deverao testar a capacidade usada da tabela e, em certos casos, realocar
os elementos da tabela:

e a0 acrescentar um elemento a uma tabela cheia (size == used) deve-se comegar
por realocar os elementos da tabela para uma com o dobro da capacidade.

e Ao remover um elemento de uma tabela, se ela passar a estar apenas a 25% da
sua capacidade, devem-se realocar os elementos para uma tabela com metade da
capacidade.

Usando andlise amortizada, mostre que esta solugdo tem custo amortizado constante
das operacoes de inser¢ao e remocao.

3. Uma implementacao possivel de uma fila de espera (Queue) utiliza duas stacks A e B,
por exemplo:

typedef struct queue {
Stack a;

Stack b;

} Queue;

e A insercao (enqueue) de elementos é sempre realizada na stack A;

e para a remocao (dequeue), se a stack B ndo estiver vazia, é efectuado um pop
nessa stack; caso contrario, para todos os elementos de A excepto o ultimo, faz-se
sucessivamente pop e push na stack B. Faz-se depois pop do tltimo, que é devolvido
como resultado.

(a) Efectue a andlise do tempo de execugao no melhor e no pior caso das fungoes
enqueue e dequeue, assumindo que todas as operagoes das stacks sao realizadas
em tempo constante.

(b) Mostre que o custo amortizado de cada uma das operagoes de enqueue ou dequeue
numa sequéncia de N operagoes é O(1). Faca isto das seguintes formas.
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i. Defina a sequéncia de N operagoes que, partindo de uma queue vazia, tem o
maior custo. Calcule o custo médio de cada operagao nessa sequéncia (analise
agregada).

ii. Apresente estimativas para o custo amortizado de cada operacao de forma que
para qualquer sequéncia de operagoes o somatoério dos custos amortizados seja
maior do que o custo real dessa sequéncia de operagoes (método contabilistico).

iii. Defina uma funcédo de potencial que permita concluir que o custo amortizado
de cada operagao é O(1). Baseado nesse potencial defina o custo amortizado
de cada uma das operacoes de insercao e remocao de um elemento na queue
(método do potencial).

4. Uma quack é uma estrutura que combina as funcionalidades de uma queue com as
de uma stack. Pode ser vista como uma lista de elementos em que sao possiveis trés
operacoes:

e push que adiciona um elemento;
e pop que remove o tltimo elemento inserido;
e pull que remove o elemento inserido ha mais tempo.
Apresente uma implementacgéo de quacks usando 3 stacks garantindo que o custo amor-

tizado de cada uma das trés operagoes é O(1), assumindo que todas as operagoes das
stacks sao realizadas em tempo constante.

Justifique a sua implementacao usando uma das 3 formas estudadas de anélise amorti-
zada.
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