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Ficha 1

Algoritmos e Complexidade

Anélise de correccao de programas

Especificagao de Programas

1. Escreva especificagoes (pré e pds condigbes) para os seguintes problemas:

(a)

Um programa que, coloca na varidbel r a soma dos valores (iniciais) das varidveis
xey.

Um programa que, para valores nao negativos da variavel y, coloca na varidbel r
o produto dos valores (iniciais) das varidveis x e y.

Um programa que, para valores nao negativos da varidvel y, coloca na varidvel r
o produto dos valores (iniciais) das varidveis x e y, sem alterar os valores dessas
variaveis.

Um programa que coloca na varidavel r o minimo multiplo comum das varidveis X
eY.

Um programa que recebe dois arrays A e B como parametros, e verifica se eles tém
um elemento em comum.

Um programa que recebe dois arrays A e B como parametros, e calcula o compri-
mento do prefixo mais longo que os dois tém em comum.

2. Descreva por palavras (i.e., faga o exercicio inverso da alinea anterior) as seguintes
especificacoes:

pré-condicao: z=x90>0Ay=19y9>0

pos-condigao: 0<r<ygAgxyp—+71 =20
pré-condicao: z=x90>0Ay=1y9>0

pos-condicao: 0 <r <ygAJg>0q*yo+7=12o

pés-condigao: |rxr — xp| < e

{ pré-condicao: x=129>0Ae=¢y >0
{ pré-condicao:  Vo<i«n Ali] =a;

pés-condigao:  Vo<i«n (A[i] = a; A Alp] < a;)



2 Correccao

1. Pronuncie-se sobre a validade dos seguintes triplos de Hoare:

(@) {i=atj=j+1{a=j+1}

(b) {i=3ti=3+i{i>j}

(c) {j=a+bli=b; j=a{j=2x*a}

(d) {i>j}j=i+1; i=j+1{i>j}

() {i!= j}if (1 >j) thenm=1i—jelsem=j—1i{m>0}

(f) {i=3%j}if (i>j)thenm=i—jelsem=j—i{m—2%j=0}
(g) {x=>b} while (x >a)x=x—1 {b=a}
2. Sejam P, ) dois predicados arbitrarios, e seja .S um programa arbitrario. O que significa

a validade dos seguintes triplos (tendo em conta que a notagao [ | representa correcgao
total):

(a) {P} S {true}
(b) [P] S [true]
(c) {P} s {false}
(d) [P] S [false]
(e) {fakse} 3 {Q}
(1) [false] S [Q)
() {true} s {Q)
(h) [true] 8 [Q]

3 Logica de Hoare

Consequéncia
P=r {P}5S{Q} Q=Q
(=)
{P}S{Q}
Atribuigao
{Q\El}z=E{Q}
Sequéncia

{P}Si{R} {R}S5{Q}
{P} 55 5{Q}




Condicional

{PAcySi{R} {PA-c}S{Q}
{P}if (c) then Sy else So {Q}

Ciclo
{INnc}S{I}
{I} while (¢) S {IN-c}

(while)

1. Apresente regras derivadas cujas conclusoes sejam:

(a) {P}z:=E{Q}
(b) { P} while (¢) S {Q}
(¢c) {P}x:=Ey; while (¢) {S; x:=Es2} {Q}.
Note que esta ultima construcdo corresponde ao comando for do C.
(d) {P}if (c) then S{Q}
2. Apresente uma prova que justifique cada um dos seguintes triplos de Hoare:
(a) {i>j}j=i+1; i=j+1{i>j}
(b) {i!= j}if (i>j)thenm=i—jelsem=j—i{m>0}
(¢c) {fa>b}m=1n=a—b {m*xn>0}
(d) {s=2}i=i+1;s=s5x2{s=2%}
(e) {True} if (i < j) then min = i else min = j {min < i Amin < j}
(f) {i>0Aj >0} if (1 <j) thenmin=1i else min = j {min > 0}

4 Correccgao parcial de ciclos

1. O algoritmo de Euclides para o cédlculo do méximo divisor comum (mdc) entre dois
inteiros positivos baseia-se em duas propriedades fundamentais:

o V,mde(z,x) =z

o YV, mde(x,y) = mde(x +y,y) = mde(z, z + y)

Use estas propriedades para provar a correccao do seguinte programa para calcular o
mdc de dois inteiros positivos.

while (a !'= b)
if (a > b) a = a-b;
else b = b-a;

{ pré-condicao: a=ay>0Ab=0by >0

pés-condicao:  a = mdc(ag, bo)

Use como invariante o predicado

I = mdc(a,b) = mdc(a0, by)



2. Considere o seguinte programa para calcular a divisao inteira e o resto da divisao inteira
entre dois niimeros inteiros positivos.

r =x; q=0;
while y <= r {

r =r-y; q = qt+l;
X

Prove que este programa estd correcto face a especificagao

pré-condicao: xz=xz0>0Ay=1yy >0

pos-condicao: 0 <r <ygAgx*yo+r =2

Use como invariante o predicado
I=(r>0)A(gxyo+7r=2mz0)A(Yy=10)

3. A sequéncia de Fibonacci {F), },>0 define-se como:

jo 7 se 1< 2
"] Fii+ Fie se 1> 2

Considere o seguinte programa que, dado um nimero inteiro positivo n, calcula o n-
ésimo ntmero de Fibonacci.

i=1; r = 1; s = 0;
while (i<n) {
r=r+s; s=r - s;

}

Prove que este programa esté correcto face a especificagao

pré-condicao: n=mng >0

po6s-condicao: 1 = Fj

Use como imvariante o predicado

I=Mn=no)ANGE<n)A(r=F)N(s=Fi_1)

4. Considere a sequinte especificagdo de um programa que calcula o somatoério dos elemen-
tos de um vector.
pré-condicao:  Vo<i«n Ali] = a;

pos-condigao: s = Z?Lﬁl a;
Encontre invariantes de ciclo que lhe permitam provar a correccao parcial dos seguintes
programas (face a essa especificagao):

(a) s = 0; p = 0;
while (p<N) {
s =s + ali]l; 1 = i+1;

}



(b) s = 0; p=N;
while (p>=0) {
i=1i-1; s = s + ali]l;

}

5. Considere a sequinte especificagdo de um programa que calcula o quadrado de um
nimero inteiro.

pré-condicao: x=1x9>0

re - - 2
pos-condigcao: r =z

Encontre invariantes de ciclo que lhe permitam provar a correccao parcial dos seguintes
programas (face a essa especificagao):

(a) r = 0; 1 = 0;
while (i<x) {
i=i+l; r = r+x;
}
(b)yr=0; i =0; p=1;
while (i<x) {
i =1i+l; r = r+p; p = p+2;

}

6. Considere a sequinte especificacao de um programa que calcula o produto de dois
nimeros inteiros.

pré-condicao: xz=xz0Ay=1yo >0

pos-condicao: 1 =z * Yo

Encontre invariantes de ciclo que lhe permitam provar a correccao parcial dos seguintes
programas (face a essa especificagao):

(a) res = 0; 1 = 0;
while (i<y) {
res = res + x;
i=i+1
}
(b) res = 0;
while (y>0) {
res = res + Xx;

y=y-1
b
(c) res = 0;
while (y>0) {
if (y % 2 '= 0) then {
y=y -4
res = res + x
b
X = X*2;



y =y/2
}

7. Considere a sequinte especificagao de um programa que calcula o factorial de um ntimero
inteiro nao negativo.

{ pré-condigao: z =1x9>0

p6s-condigao:  f = xo! =1II;%1
Encontre invariantes de ciclo que lhe permitam provar a correccao parcial dos seguintes
programas (face a essa especificagao):

(a) £ =1; 1= 0;
while (i<y) {

i = i+1;
f =1 % i;

}

(b) £ = 1;

while (x>0) {
f=1f x x;
x = x-1

}

5 Correccao total

Consequéncia
P=r [P]S[Q] Q@=Q
(=]
[P]S[Q]
Atribuigao
([:=])
[Qz\E]]z:=E[Q] -
Sequéncia
[P]S1[R] [R]S:[Q] (@)
[P)S1: 5 [Q] |
Condicional
[PAc]S1[R] [PA-c]S2[Q]
. (GD
[P]if (c) then Sy else Sa [Q]
Ciclo

INc=V >0 [IAcAV =u)]S[IAV <]
[I]while (¢) S [IA—c]

([while])



1. Mostre que, para predicados arbitrarios P e (), é valido o triplo

{ P} while (true) Skip {Q }

2. Para cada um dos programas apresentados na seccao anterior, determine um variante
de ciclo que lhe permita provar a correccao total face as especificacoes apresentadas.

3. Considere o seguinte programa para calculo de uma aproximacao a raiz quadrada de
um nimero (float) nao negtivo.

pré-condicao: (z=x9>0)A (e=¢p>0)
pés-condigao: |r — \/zg| < e
a=0; b=x;r=2x/2;
while ((b-a) >= e) {
if (r*r > x) b = r;

else a = r;
r = (at+b)/2;

Determine um variante que, juntamente com o invariante
I=(a<r<bAla<zog<b)A(e=ep)

lhe permita provar a correc¢ao total deste programa.

6 Geracao de condicoes de verificagao

1. Apresente as condicGes de verificacdo necessarias & prova de correccdo parcial dos
seguintes programas (anotados em comentério).

(a) // True
v = 0;
i=0;

// v=0%8&i=0

while (i<=N) {
// v = sum (k=0..i-1) b[k] * 2" (N-k) && i <= N+1
v = v¥2 + b[il;
i =i+l

}

// v = sum (k=0..N) b[k] * 2~ (N-k)

(b) // (exists (i in [0..n-1]1) v[i] == x)
k = 0;
// (exists (i in [k..n-1]) v[i] == x)
while (v[k] !'= x)
// (exists (i in [k..n-1]) v[i] == x)
k=k+1
// vlk] == x



(¢) // True

v = 0;

i=0;

// v=0%&&i=0

while (i<=N) {
// v = sum (k=0..i-1) bl[k] * 2" (N-k) && i <= N+1
v = v*2 + b[i];
i=i+1

}

// v = sum (k=0..N) b[k] * 2~ (N-k)

2. Para cada um dos programas apresentados nas seccoes anteriores:

(a) anote convenientemente os programas.

(b) a partir dos programas anotados, apresente as condigoes de verificagdo necessarias
as provas de correccao parcial/total desses programas.

3. Considere os seguintes programas que determinam se um vector tem elementos repeti-
dos. Anote-os convenientemente e, a partir do programa anotado, determine as condigoes
de verificagao necessarias a prova da sua correcgao total.

pré-condicao:  Vo<;<n; Ali] = a;
pos-condicao: r & Jdo<;j<na; = a;

(a) r = False; i=0;
while ((i<N-1) && 'r) {
j=i+1;
while ((j<N) && 'r) {
if (ali]l == alj]l) r = True;
j o= g+
}
i = i+1;
}
(b) r = False; i=0; j = 1;
while ((i<N-1) && 'r) {
if (alil == al[jl) r = True;
j =3+
if (j ==N) {1i=i+1; j = i+1;}



