Ficha 1

Algoritmos e Complexidade

Anélise de correccao de programas

1 Especificacao de Programas e Triplos de Hoare

1. Descreva por palavras as seguintes especificagoes:

(a)

(b)

()

(d)

pré-condicao: x==20>0Ay==1yy >0

pés-condigao: 0 <7 <yoA (Ig>0.¢*yo + 1 == 20)

(z, y, q, r varidveis de tipo inteiro)
pré-condicao: x ==2x9Ay==1p
pés-condigao: (x===xoVr==1y9)Ax>x0 AT > Yo
pré-condicao: xz==290>0ANe==¢y >0

pés-condigao: |rxr — xzp| < eg

(x, e, r varidveis de virgula flutuante)
pré-condicao:  Vp<;<n. Afi] == q;

pés-condigao: 0 <p < N AVo<icn. (Ai] == a; A Alp] < a;)

(A array de tipo numérico; N constante de tipo inteiro, p varidvel de tipo inteiro)

2. Escreva especificagoes (pré- e pds-condigdes) para os seguintes problemas:

(a)

Um programa que, coloca na varidvel r a soma dos valores (iniciais) das varidveis
xey.

Um programa que, para valores nao negativos da variavel y, coloca na varidvel r
o produto dos valores (iniciais) das varidveis x e y, sem alterar os valores dessas
variaveis.

Um programa que coloca na varidavel r o minimo multiplo comum das varidveis x
evy.

Um programa que recebe dois arrays A e B com N elementos como parametros, e
calcula o comprimento do prefixo mais longo que os dois tém em comum.



3. Pronuncie-se sobre a validade dos seguintes triplos de Hoare. Corrija os triplos invélidos,
modificando apenas a pds-condi¢do (a pds-condigao deverd sempre ser tao informativa
quanto possivel).

(a) {i==a}j=j+1{a==3+1}

(b) {i==3ti=3+i{i>j}

() {i==1o} j=i+1;i=j+1{i==1i0+1}

(d) {i!= jlif(i>jm=i—jelsem=j—1i{m>0}
)

(e) {x==>b} while (x>a)x=x—-1 {b==a}

2 Prova de correccao de programas sem ciclos

1. Prove cada um dos seguintes triplos de Hoare, comecando por gerar as respectivas
condigoes de verificagao.
() (i>3}j=i+bi=j+1{i> 3}
(b) {s==2'}i=1i+1; s=s%2 {s==2"}
(¢) {True} if (i < j) min =i else min = j {min < i Amin < j}
(d) {i!'= j}if(i>j)m=i—jelsem=3—i{m>0}

2. Apresente condicoes de verificacdo para os seguintes programas anotados com pré-
condigoes, pds-condigoes, e assercoes intermédias.

(a) // 1> ]
j = i+1;
// 3> 1
i= j+1
// 1>
(b) // True
i= j+1;
/] it=j

if (i>j) m = i-j
elsem = j-i
// m >0



3 Prova de correccao parcial de programas com ciclos

1. Apresente as condigoes de verificacdo necessarias & prova de correccao parcial do seguinte
programas anotado com pré-condic¢oes, pos-condicoes, e invariantes de ciclo.

// x==x0>0 & y==y0>0
r = x;
q = 0;
while (y <=1r) {
// r >0 && y==y0 && q*y0 + r == x0
r = r-y;
q = qt+l;
}
// 0 <=1 <y0 && qg*y0 + r == x0

2. A sequéncia de Fibonacci {F}, },>0 define-se como:

jop 7 se 1 <2
"] Fii+ Fie se i > 2

Considere o seguinte programa que, dado um nimero inteiro positivo n, calcula o n-
ésimo numero de Fibonacci.

i=1; r=1; s = 0;
while (i<n) {

r = r+s;
S = r-s;
i = i+1;

Prove que este programa estd correcto face a especificacao

pré-condicao: n==ng >0
po6s-condicao: r == Fj,
Para isso,

e comece por anotar convenientemente os programas,
e gere as condicoes de verificacao correspondentes, e

e mostre a validade dessas condigoes.
Use como invariante o predicado

I = n=ngANit<nAr==F,ANs==F;_4



4 Determinagao de invariantes de ciclo

1. Considere a seguinte especificagao de um programa que calcula o somatério dos elemen-
tos de um vector.
pré-condicao: N > 0A (Vo<icen. Ali] == a;)

pos-condigao: s== Zi]\i_ol a;
Encontre invariantes de ciclo que lhe permitam provar a correccao parcial dos seguintes
programas (face a essa especificacao).

(a) s =0; p=0;
while (p<N) {
s = s + Alpl; p = pti;
}

(b) s =0; p=0N;
while (p>0) {
p=p1; s=s+ Alpl;
}

2. Considere a seguinte especificacdo de um programa que calcula o produto de dois
nimeros inteiros.
pré-condicao: zxz =290 Ay=19yg >0

poés-condigao: 1 = g * Yo
Encontre invariantes de ciclo que lhe permitam provar a correccao parcial dos seguintes
programas (face a essa especificagao):

(a) r=20; i=0;
while (i<y) {
r=1r +x; i=1i+1

}

(b) r = 0;
while (y>0) {
r =r+x; y = y-1

}

(c) r = 0;
while (y>0) {
if (yh2 '= 0) {
y =y-1; r = r+x
X
X = x%x2; y = y/2



3. Considere o seguinte programa que determina se um vector tem elementos repetidos.
Encontre invariantes de ciclo que lhe permitam provar a sua correccao parcial:

pré-condicao: Vo<kx<n.Alk] == aj

pos-condicao: 1 & Jdo<p N ar == q

r = False; i=0;
while ((i<N-1) && !'r) {
j=1i+1;
while ((j<N) && !'r) {
if (al[i]l == aljl) r = True;
Jj = j+1;



5 Correccao total

1. Para cada um dos programas apresentados na sec¢ao anterior, determine um variante
de ciclo que lhe permita provar a correccao total face as especificacoes apresentadas.

2. Considere o seguinte programa alternativo para determinar se um vector tem elementos
repetidos. Anote-o convenientemente e, a partir do programa anotado, determine as
condigoes de verificagdo necessarias a prova da sua correccao total.

pré-condicao: Vo<kx<n.Alk] == aj

pos-condicao: 1 < Jdo<i <N ar == q

r = False; i=0; j = 1;
while ((i<N-1) && 'r) {
if (alil == aljl) r = True;
j = 3+
if (j ==N) {i=i+1; j = i+1; }



A Loégica de Hoare

A.1 Correcgao parcial

Consequéncia

Skip

Atribuigao

Sequéncia

Condicional

Ciclo

P=P {P}S{Q} Q=Q

=)

{rPrs{Q}

(skip)
{Py{3{r}

{Qlz\E]} 2= E{Q}

{PYSi{R} {R}S:{Q}
{P}S1;5{Q}

{PAcS{Q}Y {PA-c}S{Q}

{P}if(c) Syelse S2 {Q}

{INnc}S{I}
{1} while (¢) S {IN-c}

(while)



A.2 Correcgao total

Consequéncia
P=P [P]S[Q] Q@=Q
(=D
[P]S[Q]
Skip
([skip])
PIOLIP]
Atribuigao
(=)
[Qz\El]z=FE[Q]
Sequéncia
[P]S1[R] [R]S:[Q]
(G
[P]S1; 52 [Q]
Condicional
[PAc]S1[Q] [PA—c]S[Q]
) (if])
[P]if (c) Sy else S2 [Q]
Ciclo

IAc=V>0 [INcA(V=u)]S[IAV <]

[1] while (¢) S [IA—c] ([while])



Exercicios Adicionais

. Escreva uma especificacao para um programa que recebe dois arrays A e B como parametros,
e verifica se eles tém um elemento em comum.

. Sejam P, @ dois predicados e S um programa (arbitrarios). O que significa a validade
dos seguintes triplos (tendo em conta que a notagao [ ] representa correcgao total):

(a) {P} S {true}
(b) [P] 8 [true]
(c) {P} s {false}
(d) [P] S [false]
(e) {false} S {Q}
(f) [false] S [Q)]
(g) {true} s {Q}
(h) [true] S [Q]

. Pronuncie-se sobre a validade dos seguintes triplos de Hoare:

(a) {j==alj=j+1{a==3+1}

(b) {i==3ti=3+1{i>3j}

(¢c) {j==a+bli=b; j=a{j==2xa}

(d) {i==3%j}if(i>jjm=i—jelsem=j—1i{m—2xj==0}

. Apresente regras derivadas para a logica de Hoare, cujas conclusoes sejam:

(@) {P}z=E{Q}
(b) { P} while (c) S {Q}
(¢c) {P}xz=E;; while (¢) {S; z=Ex} {Q}.

Note que esta ultima construcao corresponde ao comando for do C.
(d) {P}if(c) S{Q}

. Mostre que, para predicados arbitrarios P e @, é valido o triplo
{ P} while (true) {} {Q}

. Prove cada um dos seguintes triplos de Hoare, comecando por gerar as condicoes de
verificagao necessarias.

(a) {a>b}m=1;n=a—b {m*n >0}
(b) {i>0Aj>0}if (i <j)min=1i else min = j {min > 0}



7. Apresente as condigbes de verificagdo necessarias a prova de correcgao parcial dos
seguintes programas anotados:

(a) // exists (i in [0..n-1]) wv[i] == x
k = 0;
while (v[k] !'= x)
// exists (i in [k..n-1]) v[i] == x
k=k+1
// vIk] ==
(b) // True
v = 0;
i = 0;
while (i<=N) {
// v == sum (k in [0..i-1]) b[k] * 27 (i-1-k) && i <= N+1
v = v¥2 + b[i];
i=i+1

// v == sum (k in [0..N]) b[k] * 2~ (N-k)

8. O algoritmo de Euclides para o cdlculo do méximo divisor comum (mdc) entre dois
inteiros positivos baseia-se em duas propriedades fundamentais:

o Vyp.mde(x,z) =x

o Yy mde(z,y) = mde(x +y,y) = mde(z,z +y)

Use estas propriedades para provar a correccao do seguinte programa para calcular o
mdc de dois inteiros positivos. Comece por anotar convenientemente o programa, gere
as condicoes de verificacao correspondentes, e mostre a validade dessas condigoes.

while (a != b)
if (a > b) a = a-b;
else b = b-a;
pré-condicao: a==ag>0Ab==10by>0
pés-condicao:  a == mdc(ag, by)
Use como invariante o predicado

I = mdc(a,b) == mdc(a0, by)
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9. Considere a seguinte especificacdo de um programa que calcula o quadrado de um
ndmero inteiro.
pré-condicao: x=1x9>0

pés-condigdo: =13

Encontre invariantes de ciclo que lhe permitam provar a correccao parcial dos seguintes
programas (face a essa especificagao):

(a) r=20; i=0;
while (i<x) {
i=i+l; r = r+x;

(b) r=0; i=0;p=1;
while (i<x) {
i=1+1; r = r+p; p = p+2;

10. Considere a seguinte especificagao de um programa que calcula o factorial de um niimero
inteiro nao negativo.

pré-condicao: x=2x92>0
p6s-condigao:  f = xzo! =1II;°1

Encontre invariantes de ciclo que lhe permitam provar a correccao parcial dos seguintes
programas (face a essa especificagao):

(a) f=1; 1i=0;
while (i<x) {
i = i+1;
f=1f % i;
}
(b) f=1;
while (x>0) {
f=1f % x;
x = x-1
}
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11. Considere o seguinte programa para calculo de uma aproximacao a raiz quadrada de
um nimero (float) nao negtivo.

pré-condicao: (z=x9>0)A (e =¢ey>0)
pés-condigao: |r — \/Tg| < e
a=0; b=x;r=x/2;
while ((b-a) >= e) {
if (r*r > x) b = r;

else a = r;
r = (at+b)/2;

Determine um variante que, juntamente com o invariante
I=(a<r<bAla</zg<b)A(e=ep)

lhe permita provar a correc¢ao total deste programa.
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