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Deves escrever na tua folha de respostas todos os comandos executados no Matlab.

1. a) A férmula iterativa
25D 40 (9 _ (b))

pode ser usada para calcular o inverso de um nimero b # 0. Usa-a para
tentar calcular o inverso do nimero b = 254 comecando com a apro-
ximacdo inicial (® = 0.5. Escreve na folha de respostas os resultados
obtidos nas 5 primeiras iteracoes e comenta-os.

b) Mostra que se b €]1,2[ entdo com z(® = 0.5 a sucessdo de aproximacoes
produzidas pela férmula iterativa anterior converge.

¢) Podemos dizer que, nas condigoes da alinea anterior, a convergéncia é
rapida? Porqueé?

d) Tendo em conta que
254 = 1.984375 x 27,

usa o resultado da alinea b) para inverter o nimero 1.984375 tao exata-
mente quanto o Matlab te permitir. Determina em seguida a correspon-
dente aproximacao para o inverso de 254.

2. Considera o seguinte integral definido

1
I:/ e 2.
-1

a) A regra simples de Simpson aproxima o valor de I pelo valor de

/ 11 po(2)dz.

O que representa ps(x) na expressao anterior?

b) Usa os cédigos Matlab, desenvolvidos nas aulas, que implementam as
regras compostas dos trapézios e de Simpson, para calcular aproximacgoes
de I, com n = 10, e escreve-as na folha de respostas.

¢) Qual dos valores calculados se espera que seja melhor aproximagao para
o valor de 7 Justifica.



d) Usa a expressao do erro da regra composta de Simpson para determinar
o valor de n que garante um erro de truncatura inferior a 10~%. Sabendo
que a derivada de quarta ordem de f(z) = e**/2 ¢

f(lv)(x) = e’x2/2(a:4 — 627 + 3),

no Matlab usa a funcdo fplot para obteres o gréafico de fUV)(z) e extrai
deste grafico informagao relevante para responderes a questao.

3. Considera o seguinte sistema de equacoes lineares, com n equagoes e n incognitas,
cuja matriz é tridiagonal (uma matriz diz-se tridiagonal quando todas as en-
tradas fora da "banda” formada pela trés diagonais centrais sdo nulas)

ar € 1 by

di az ¢ X by
dn_g Ap—1 Cp—1 Tp—1 bnfl

dn—l Qp, Tn bn

a) No seguinte cédigo Matlab, que implementa o método de eliminagao de
Gauss para resolver este sistema, faltam instrucoes nos lugares assinala-

acrescentando as instrucoes em falta.

function x=Tridiagonal(a,c,d,b)
n=length(b) ;
for i=1:n-1

m= ??77?7??7?777

a(i+1)=a(i+D) +mec (i)

end

b) Para a resolugdo de um sistema tridiagonal, que vantagens oferece este
cédigo relativamente a function GaussElim desenvolvida nas aulas?

c) No Matlab, executa sucessivamente
>> c=sqrt(2); A=diag([eps 2 2 2])+c*diag(ones(3,1),-1)+c*diag(ones(3,1),1)

>> b=A*ones(4,1);
>> x=A\b, x2=GaussElim(A,Db)

Na folha de resposta excreve as solugoes x e x2 obtidas. Como explicas
a diferenca entre x e x27

questao | la | 1b | 1c | 1d | 2a | 2b | 2¢ | 2d | 3a | 3b | 3c | Total
cotacao | 1,5 [ 1,5 |15 156|156 2 |15 2 | 25| 2 |25] 20




RESOLUCAO

1. a) Comegamos por definir, no Matlab, o valor de b, a aproximagao inicial
para o inverso de b e a fungao iteradora ¢(z) = z(2 — bzx) (neste caso,
fungao de = e também de b)

>> b=254; x=0.5; fi=inline(’x*(2-b*x)’)

Para simplificar o cdédigo, nao usamos indices para as aproximacgoes e
limitamo-nos a calcular cada uma delas simplesmente executando repe-
tidamente o mesmo comando com o novo valor de z

>> x=fi(b,x)

X =
-62.5000

>> x=fi(b,x)

x =
-9.9231e+05

>> x=fi(b,x)

-2.5011e+14

>> x=fi(b,x)

-1.5889e+31

>> x=fi(b,x)

-6.4124e+64

Destes resultados pode concluir-se que, comecando com z(® = 0.5, a
sequéncia x* Y = ¢(2*®) diverge e, portanto, nido produz o resultado
desejado (inverso de b = 254).

b) Os erros nas iteracoes =) e x*+1) estdao relacionados pela expressao
p p
seguinte

L) % — /(6% (xoe) _ %)



onde
¢/(0(k)+1)) —9 (1 . be(k+l))

e 0+ ¢ um ponto que estd entre *) e 1/b.
Com z(¥ =1 < 1/b, porser b <2, é

1
<M <1/b
2

e, por ser b > 1,
1
— <Y < 1.
2

Daqui resulta
1
0<1—-b"Y < 5

e

0<¢BY) <1
0 que mostra que

NGV B N l'

e

L _ .o
Partindo de .

5 < Q(IH—I) < ]_/b

deduz-se, seguindo os mesmos passos, que
0<¢OFD) <1

O que mostra que OS erros convergem para zero.

Como se escreveu antes, em cada iteragao o erro é o produto do erro da

iteracdo anterior pelo valor de ¢'(#**1). Ora, de

¢/(0(k)+1)) — 2 (1 - be(k+l))

conclui-se que, a medida que nos aproximamos da solucao 1/b esta deri-

vada tende para zero e a convergéncia é rapida.

>> fi=inline(’x*(2-b*x)’); x=0.5; b=1.984375; format long e

>> x=fi(b,x)

5.039062500000000e-01

>> x=fi(b,x)

5.039370059967041e-01



>> x=fi(b,x)

5.039370078740157e-01

>> x=fi(b,x)

5.039370078740157e-01

O inverso do nimero 254 sera aproximado pelo resultado anterior multi-
plicado por 277

>> xx2°-7
ans =

3.937007874015748e-03

a) pa(x) é o polindémio, de grau nao superior a 2, que interpola a funcao

b)

integranda nos nés ro = —1,x1 =0e x5 = 1.

>>T= trapezios(’exp(-x.72/2)’,-1,1,10)
T =
1.7072
>> S=simpson(’exp(-x."2/2)’,-1,1,10)
g =

1.7113

Uma vez que as regras dos trapézios e de Simpson tém graus 1 e 3,
respetivamente, espera-se que S seja melhor aproximagao do que 7.

A expressao geral do erro de truncatura da regra composta de Simpson

) n (iv)
—ﬁ(b —a) " (n)

onde 7 é um ponto que esta entre a e b. Com
>> fplot(Pexp(-x"2/2) *(x"4-6%x"2+3) 7, [-1,1])

obtem-se o grafico
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e podemos garantir que |f()(z)| < 3 no intervalo de integracdo. Uma
vez que h = (b — a)/n = 2/n, vamos determinar o valor de n a partir de

(2)
1"8—0 X 2x3<1078.

Resulta
2

n >
(30 x 10-8)/*

e de

>> 2/(30%1e-8)"0.25
ans =

85.4574

conclui-se que n = 86 garante um erro inferior a 107,

a) function x=Tridiagonal(a,c,d,b)
n=length(b) ;
for i=1:n-1
m=-d(i)/a(i);
a(i+1)=a(i+1)+m*c(i);
b(i+1)=b(i+1)+m*b(i);



end

x(n)=b(n)/a(n)

for i=n-1:-1:1
x(1)=(b(i)-c(i)*x(i+1))/a(i);

end

Observe-se que a neste caso a matriz estd armazenada em 3 vetores,
a,b e ¢, o que corresponde a armazenar um total de 3n — 2 entradas. O
cédigo GaussElim usa um array de duas dimensoes requerendo, portanto,
o armazenamento de n? entradas, sendo que apenas 3n — 2 sao diferentes
de zero. Tal acarreta um grande desperdicio de espaco de memoria.
Também ao nivel do tempo de execucao havera diferencas significativas
entre os dois codigos. Enquanto que a fungao Tridiagonal requer um
nimero de operagoes da ordem de n, na funcao GaussElim tal ntimero é

O(n?).
>> x=A\b, x2=GaussElim(A,Db)

.0000
.0000
.0000
.0000

N

X2 =

.0000
.0000
.0000
.0000

= = =N

O resultado x2 produzido com GaussElim nao esta correto. Esta funcao
implementa o método de eliminacao de Gauss sem pivotacao; no primeiro
passo de redugao (eliminac¢ao de d;), o multiplicador é muito grande o
que torna o método numericamente instavel.



