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TESTE 2 (COM CONSULTA)

Deves escrever na tua folha de respostas todos os comandos executados no Matlab.

1. a) Usando a férmula interpoladora de Lagrange, escreve a expressao de p(z) onde p é o
polinémio de grau o menor possivel e cujo grafico passa pelos pontos (1,3), (2, —5) e
(4,0) (nota: nao é necessario simplificar a expressao de p(z)).

b) Determina o valor de b tal que o polinémio p definido na alinea anterior verifica a
condigao p(3) = b. (nota: podes usar um cédigo ("fungdo”) Matlab desenvolvido nas
aulas).

c) Representando o mesmo polindmio p na forma p(z) = a2 + a2 + azx + a4, diz,
justificando e sem efetuar quaisquer calculos, qual é o valor de a;.

d) O vetor dos coeficientes a = [ay;as;as;ay) dados na alinea anterior é a solucao de
um sistema de equagoes. Determina a matriz deste sistema e o vetor dos termos
independentes, escreve-os na tua folha de respostas, e usa o Matlab para calcular
finalmente o vector a.

e) Qual é computacionalmente mais eficiente para a interpolagao, a férmula de Lagrange
ou o processo usado na alinea anterior? Justifica.
2. No Matlab, se executarmos
>> x=1:0.1:10; pz=interpl(x,log(x),[1.05, 7.15, 8.35])
obtemos aproximagoes para os valores de log(1.05), log(7.15) e log(8.35).
a) Explica o mais detalhadamente possivel como é que a fun¢ao interpl calcula cada uma
daquelas aproximacoes.

b) Usando a expressao do erro do polinémio interpolador e sem usar os valores de log(1.05),
log(7.15) e log(8.35), encontra majorantes para cada um dos erros

[pz(1) — log(1.05)|
p2(2) — log(7.15)|
|pz(3) — log(8.35)].

3. a) No cédlculo de integrais definidos, qual das regras dd, em geral, melhores aproximagoes,
a regra dos trapézios ou a regra de Simpson? Porqué?

b) Usa as regras compostas dos trapézios e de Simpson, com h = 0.1, para aproximar o
valor de ff Ldx.

c) Usando as expressoes dos erros, determina o valor de h que deve ser usado em cada
uma das regras para garantir aproximacoes com erros inferiores a 1077,



4. Dado o sistema

T +25L’2 +3373 =6
2_52£L’2 +x3 =10
) —I—fL’g = 1

a) Usa as fungbes GaussElim e GaussElimPP, desenvolvidas nas aulas, para resolver o
sistema dado. Na tua folha de respostas escreve os resultados obtidos e explica por
que sao tao diferentes esses resultados.

b) Explica o mais detalhadamente possivel em que diferem os cédigos das fungoes GaussElim
e GaussE1imPP.

5. Sendo
1 2 3
A=10 27 1
0o 1 1

a matriz do sistema dado no exercicio anterior,

a) Determina matrizes L, triangular inferior com unidades na diagonal principal, e U,
triangular superior, tal que A =L - U.

b) Usa os fatores L e U para resolver o sistema dado no exercicio anterior;

c) A solugao obtida é correta? Qual é o problema?

questao | la | 1b | 1lc| 1d |1le| 2a | 2b | 3a | 3b | 3¢ | 4a | 4b | ba | 5b | 5¢ | Total

cotacdo | 1 | L | 1 |15]| L | 15|15 1 |1,5]15|15|15 1515|156 20




RESOLUCAO

1. a)

b)

A expressao é
(x —2)(x — 4) B (x —1)(x —4)
(1-2)(1—-4) 2-1)(2-4)

p(z) =3 x

Para calcular o valor b = p(3) podemos usar a fungao poLagrange. Executando, no
Matlab,

>> b=polagrange([1,2,4],[3, -5, 0], 3)
obtemos b = —6.
Dados n + 1 pontos, existe e é inico o polinémio interpolador de grau nao superior a

n. Sendo p o polinémio definido na alinea a) por 3 pontos, conclui-se que p tem grau
nao superior a 2 e a; = 0.

Uma vez que ja se sabe que a; = 0, podemos escrever o sistema nas incégnitas asq, ag
€ Qg

p(l) =3 a +as a4 =3

p(2) =-5 & 22a2 +2a3 4ay4 = —bH

p(4) =0 42(12 +4(l3 +ay =0

A matriz do sistema (matriz de Vandermonde) é

A

11
2 1
16 4 1

(=}

e o vetor dos termos independentes ¢é

3
)
0

No Matlab, >> A=[1, 1, 1; 4, 2, 1; 16, 4, 1]; A\[3; -5; 0]
produz a solugao
3.5
—18.5
18

e o polindmio é p(z) = 3.5z% — 18.5x + 18.

A férmula de Lagrange é mais eficiente. Sendo n o grau do polinémio p, a férmula de
Lagrange requer um nimero O(n?) de operagoes aritméticas para calcular um valor
p(r) enquanto que a solugao do sistema requer O(n?) operagoes aritméticas.

Usada na forma indicada, a fungao interpl faz interpolagao linear da funcao dada
(neste caso o logaritmo natural) nos dois nds entre os quais se situa o argumento dado.
Mais concretamente, a aproximagao para log(1.05) é a ordenada do ponto de abcissa
1.05 que se situa na recta que passa pelos pontos (1,log(1)) e (1.1,log(1.1)). Analoga-
mente, a aproximacgao para log(7.15) é a ordenada do ponto de abcissa 7.15 que se
situa na recta que passa pelos pontos (7.1,log(7.1)) e (7.2,1og(7.2)) e a aproximagao
para log(8.35) é a ordenada do ponto de abcissa 8.35 que se situa na recta que passa
pelos pontos (8.3,10g(8.3)) e (8.4,l0g(8.4)).



b) O erro do polinémio interpolador p de grau 1 de uma fungao f nos nés z;, z;41 é

)

fla) - p() = 1

onde # é um ponto que esta entre x; e x; 1. Resulta

(z —2)(z — mi11)

M
|f(z) = p(x)] < 7|x — zi|.|r — T4

onde

M = maxme[mi’$i+l]|f”(x)\.
Com f(z) = log(z), tem-se f"(z) = =3 ¢ M =1 no intervalo [1,1.1], M = =15 no
intervalo [7.1,7.2] e M = i no intervalo [8.3,8.4]. Daqui resulta

1
Ipz(1) — log(1.05)] < §|1.05 —1].]1.05 — 1.1

1
2) — 1 < ——— 715 —="7.1|.|7T.15 = 7.2
p(2) — log(T.15)] < |15~ 71715~ 7.2

1

—1 . <

18.35 — 8.3|.8.35 — 8.4

o que no Matlab d&a

Ipz(1) — log(1.05)] < 1.25¢ —3
Ipz(2) —log(7.15)] < 24...e—5
Ipz(3) — log(8.35)] < 1.8...e—5

a) Por ser de grau 3 (isto é, exacta para todos os polinémios de grau nao superior a 3), a
regra de Simpson da, em geral, melhores aproximacoes do que a regra dos trapézios,
que tem grau 1.

b) Podemos usar, para o efeito, os c6digos desenvolvidos nas aulas. Com
>> trapezios(’1./x’,1,2,10)
e
>> simpson(’1./x’,1,2,10)
obtemos, respetivamente, as aproximacgoes 0.6938 e 0.6932. Em ambos os casos, o

tltimo argumento é n =10 (n = 2%).

¢) O erro (em valor absoluto) da regra dos trapézios tem a seguinte expressao

h2 "
" b a)lf" )
onde 7 € [a,b]. Sendo f(z) = X ¢ f’(x) = % que no intervalo [1,2] assume o valor
méximo igual a 2. De & < 1077 resulta h < v/6 x 107 = 7.7460...c — 04.
O erro (em valor absoluto) da regra e Simpson é dado por
h4

S EOIIG]

onde ¢ € [a,b]. Sendo f)(z) = % que no intervalo [1,2] assume o valor maximo

igual a 24, de 25h* < 1077 resulta h < (7.5 x 1077)%% = 0.0294.



4.

a)

Com
>> A=[1, 2, 3; 0, 2°(-52), 1; 0, 1, 1]1; b=[6; 10; 1]; x=GaussElim(A,b)
obtem-se

—8.0000

—8.0000

10.0000

e >> x=GaussElimPP(A,b)

da
—6.0000
—9.0000
10.0000.

A solugao obtida com GaussElim estd errada porque o método de eliminagao de Gauss
é neste caso numericamente instavel.

O coédigo GaussElimPP inclui a pivotacao parcial que evita a ocorréncia de multipli-
cadores muito grandes. No k-ésimo passo de reducao (kK = 1,--- ,n — 1) é escolhida
para linha pivotal a que exibir na posi¢ao (j,k),j = k,--- ,n, o elemento de maior
valor absoluto. Isto tem como resultado que todos os multiplicadores terao valor
absoluto nao superior a unidade.

As matrizes pedidas sao

1 0 0 1 2 3
L=|0 1 o|,u=|0 2% 1
0 252 1 0 0 1-2%

Para obter a solugao de LUz = b podemos resolver sucessivamente os sistemas Ly = b
(triangular inferior) e Uz = y (triangular superior). Definidas as matrizes L e U e o
vector b, no Matlab
>> y=L\b; x=U\y
da

—8.0000

—8.0000

10.0000

A solucgao obtida na alinea anterior coincide com a que foi obtida antes com a funcao
GaussElim e estda errada. O problema é que as matrizes L e U tém numeros de
condi¢ao muito grandes. Com efeito,

>> cond(L), cond(U)

produz os nuimeros 2.0282¢ + 31 e 1.5103¢ + 16.



