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EXAME FINAL (COM CONSULTA)

Deves escrever na tua folha de respostas todos os comandos executados no Matlab.

1. Considera o seguinte desenvolvimento em série de poténcias de x, valido para
2] < 1,
1 1 1 x"
log(1+2) =0 — —a* + —a® — —a* + - 4 (=1)" T — 4 ...
g1+2)=w— 5o+ 28 — (-1
onde log(x) denota o logaritmo natural (de base e).
a) Para = = 0.9, qual o tltimo termo que devemos adicionar para garantir
que o erro de truncatura é inferior a 10~*? Justifica a resposta.
b) Usa a function horner desenvolvida nas aulas para calcular a soma que
aproxima o valor de log(1.9) com erro inferior a 1074

2. Se f é uma funcgao derivavel num ponto x = a, entao

1oy — i d@th) = fla)
f'(a) = lim o :

a) Calcula (no Matlab)
S +h)—f(1)
h
para f(z) =log(z) e h=10" h=10"2h =107 e h = 10715
b) Por que é que as aproximagoes obtidas para a derivada f’(1) sdo piores
para valores de h mais préximos de zero?

3. No Matlab, executa sucessivamente as seguintes instrucoes

x1=fzero(‘ (exp(x)+cos(x))/sin(x)’,1)
x2=fzero(‘ (exp(x)+cos(x))/sin(x)’,2)
x3=fzero(‘ (exp(x)+cos(x))/sin(x)’,-2)

Indica qual ou quais dos valores x1, x2 e x3 aproximam uma raiz da equagao

e* + cos(x)

sin(z) =0

Justifica a tua resposta.



4. Considera os nos rg = 0,21 = 1,25 = 2,23 = 3,14 = 4 e os correspondentes
. R D
valores nodais y; = sin(5;), i =0,1,2,3,4

a) Para cadai =0,1,2,3, determina os valores de a; e b; tais que o polinémio
a; + bi(x — x;) interpola (z;,y;) € (Tit1, Yit1)-

b) Sabendo que, neste caso,

1
max |(x —z;)(x — x1)| = =,
TE[x,Ti41] 4

determina um majorante para o erro
T
la; + b;i(x — x;) — sm(ix)\

onde = € [x;,x;41]. Apresenta os célculos efetuados.

5. a) Usa a regra de Simpson composta e os valores dados na tabela

x [0]1]2]3 4
fx)|o[1][0]-1]0

para obter uma aproximacao do valor de f04 f(x)dx. Apresenta os calculos
efetuados.

b) Sabendo que a derivada de quarta ordem da funcao tabelada nao excede,

em médulo, no intervalo [0,4], o valor (3)*, determina um majorante

para o erro cometido na aproximacao calculada na alinea anterior.

6. Sejam L e U matrizes triangulares, inferior e superior, respetivamente, com
entradas na diagonal principal todas diferentes de zero, e seja A = L x U.

a) Qual é o processo mais eficiente para resolver o sistema Az = b, dado um
certo vetor b de termos independentes? Justifica a resposta.

b) Explica, de forma sucinta, em que consiste o método de eliminac¢do de
Gauss com pivotacao parcial e qual é a sua importancia.

questao | la | 1b | 2a | 2b |3 |4a | 4b | ba | 5b | 6a | 6b | Total
cotacao | 1,5 | 2 |15 2 |2 2| 2 |15 2 |15 2 20




RESOLUCAO

1. a) Numa série alternada, o erro de truncatura (em valor absoluto) é inferior
ao valor absoluto do primeiro termos que se despreza. Devemos adicionar
até n=50 porque 0.95! /51 = 9.09¢ — 5 e 0.9°°/50 = 1.03e — 4.

b) Executando
k=1:50; a=(-1).7(k+1)./k; horner([fliplr(a),0],0.9)

obtemos o resultado 0.6418 que aproxima log(1.9) com erro inferior a
1074,

2. a) Executando
h=[1e-10 1le-12 1le-14 1e-16]; (log(1+h)-log(1))./h
obtemos

1.0000 1.0001 0.9992 0

b) Em teoria, isto é, em aritmética exata, as aproximagoes sao melhores
para valores de h menores. Na pratica, isto nao acontece por causa dos
erros produzidos no calculo de log(1 + h). Note-se que nao se pode falar
de cancelamento subtrativo no célculo do numerador log(1 + h) — log(1)
porque log(1) = 0 e ndo h portanto perda de algarismos significativos
nesta subtracao. O problema da perda de algarismos significativos no
numerador é devido ao elevado erro de condicao relativo de

f(x) = log(1 + )

para valores de x préoximos de zero. Este nimero de condicao é dado por

af'(x)/f(x) = ﬁ

que tende para infinito quando x tende para zero.

3. Obtem-se

rl = 2.9066e — 16
r2 = 3.1416
r3 = —1.7461

x3 é a Unica raiz da equacao. A funcao fzero assume como sendo raiz um
ponto onde f muda de sinal o que acontece também para x = 0 e x = 7
(note-se que x1 e x2 sdo aproximagoes de 0 e 7, respetivamente). Mas este
critério s6 pode aplicar-se se f for continua o que nao é verdade porque nestes
pontos anula-se o denominador.



a)

De
a; + bi(x; —x;) = y;
resulta a; = y; e de
a; +bi(Tip1 — ) = Yipr
resulta
Yi+1 — Yi
Tit1 — $i’

b =

isto é, b; é a diferenca dividida de primeira ordem relativa aos nos z; e
x;+1. Estes valores, que podem ser obtidos a partir da tabela produzida
pela function TabDifDiv, sao

b()zl,bl :—1,b2:—1,b3:1.

A expressao do erro do polinémio interpolador neste caso da

f"(n)
2

f(x) = (ai + bi(x — 2;)) = (. — 2;) (2 — 2i11)

onde 7 € |74, 7541]. Sendo f(z) = sin(§z), é f"(z) = —%sin(%x} e

max | f"(z)| = 7%/4

CEE[IZ',CCZ‘Jrl

para i =0,1,2,3,4. Assim, tem-se

4
la; + bi(z — x ')—sm( )|<Z—/—7r2/32~031

A regra composta de Simpson neste caso da

[ e = FU0) +470) +27(2) + 456) + S0 1o (-0 )

onde h =1 e n € [0,4]. No Matlab,
(0+4%1+2%0+4% (-1)+0) /3

produz o resultado zero.

Da expressao do erro de truncatura dada na alinea anterior conclui-se
que o erro (em valor absoluto) é majorado por

1

180(4 0)(7/2)* ~ 0.1353
Conhecida a fatorizacdo A = LU, o sistema Az = b escreve-se L(Uzx) = b
ou seja Ly = b com y = Ux. Assim, a solucao x pode ser encontrada
resolvendo os sistemas triangulares Ly = b e Ux = y (por esta ordem).
Como a resolugdo de um sistema triangular (por substitui¢ao) requer
apenas n? operacoes aritméticas, este processo é mais eficiente do que usar
o método de eliminagao de Gauss que requer O(n?)operagoes aritméticas.



b) O método de eliminagdo de Gauss transforma o sistema Azx = b (com
n equagoes e n incognitas) num sistema equivalente Uz = V' onde U é
triangular superior. Este processo envolve n — 1 passos de reducao, no k-
ésimo passo de redugao (k= 1,--- ,n — 1) sao eliminadas as entradas na
k-ésima coluna abaixo da diagonal principal. Porém, erros de arredonda-
mento neste processo podem comprometer a estabilidade numérica do
processo quando o pivot ag, for, em valor absoluto, muito inferior & en-
trada ay, (i = k+1,--- ,n) a eliminar, originando multiplicadores muito
grandes (em valor absoluto). Para evitar estes erros, é normalmente us-
ada a técnica de pivotagao parcial que consiste em determinar, no inicio
do k-ésimo passo de reducao, a posicao p tal que

|apk| = max |ag|
i=k,n

e proceder a troca das linhas p e £ da matriz ampliada. Desta forma, os
multiplicadores usados terao grandeza inferior 4 unidade e o método de
eliminacdo de Gauss é numericamente estével (salvo raros casos em que
s6 a chamada pivotagao total pode resolver o problema dos erros).



