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Grupo |

Relativamente as questées deste grupo, indique para cada alinea se a afirmacdo é verdadeira (V) ou
falsa (F), marcando x no quadrado respetivo.

1. Arelagdo bindria f = {(x,y) € R x R|y = +/x} é uma fungdo de R em R.
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2. A familia de conjuntos {{k,k+ 1} |k € Z} é uma particdo de Z.

3. Se R é a relagdo bindria em P(Z) definida por X RY se e sése X \' Y = (), entdo
R é uma relagdo reflexiva e antissimétrica.
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4. Existe uma relagdo de equivaléncia R definida em A = {1,2,3,4,5} tal que
A/R=1{{2,3,5},{4,3,1}}.

=] [
(=]

5. Existem conjuntos A, B e C, taisque A~ Be AUC »~ BUC.
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6. Os conjuntos N e N\ {x € N|z é impar} tém o mesmo cardinal.

Grupo Il

Para cada uma das questdes deste grupo, indique a sua resposta, sem apresentar qualquer justificacao,
no espaco disponibilizado a seguir a questao.

1. Seja R a relagdo binaria em N definida por
aRbseesdsea—b>3, para quaisquer a,b € N.

Sejam A ={1,2,3,4,5,6} e S a relagdo bindria em A definida por S = {(1,5), (6, 1), (3,6), (5,2)}.

(a) Indique Dom(R) \ Im(S).

Resposta: Dom(R) \ Im(S) = {n € N|n >4} \ {1,5,6,2} = {n € N|n > 7}.

(b) Indique (Ro S)~ L.

Resposta: (Ro S)~t = ({(1,1),(1,2),(3,1),(3,2),(3,3)}) "t = {(1,1),(2,1),(1,3),(2,3),(3,3)}.

(c) Indique a menor relacdo bindria em A que contém S e é transitiva.

Resposta: {(1,5), (6,1),(3,6), (5,2), (1,2),(6,5),(6,2),(3,1),(3,5),(3,2)}.
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f g
2. Considere o c.p.o. (P,<), onde P = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j} e < J
é a relagdo de ordem definida pelo diagrama de Hasse representado d € *
ao lado. ) .
a

(a) Indique < N{(a,a),(c,a), (b,d), (b, g), (¢, h), (f,7), (4,4); (4,4)}-

Resposta: {(a,a), (b,d), (b,q),(c,h), (4,5)}.

(b) Sejam A = {a,c,d,g} e B={f,i}. Indique, caso exista(m): os majorantes de A, o supremo de A, os
minorantes de B e o infimo de B.

Resposta: Maj(A) = {g, h,i}; sup(A) = g; Min(B) = {a,b,¢,d, e}; ndo existe infimo de B.

(c) Indique um subconjunto X de P tal que X tem dois elementos maximais e trés elementos minimais.

Resposta: X = {b,¢,e,j}.

(d) Indique um subconjunto Y de P com pelo menos 5 elementos e tal que (Y, </, ) seja um reticulado.

Resposta: Y = {a,c¢,e,g,i}.

Grupo Il

Resolva cada uma das questodes deste grupo na folha de exame. Justifique as suas respostas.

1. Considere a fungdo f : Z — N definida por
r—1

fz)y=4 2

22| +2 se x éparoux <3

se x éimparex >3

e seja g : N — Z a fungdo definida por g(z) = 22 + 1, para todo 2 € N.

(a) Determine:
i. f{lzeZ|x>3ex éimpar})\ f({1,2,13}).

Tem-se
r—1

{f(:c)|:c23e:cé|'mpar}{ |3:Z3e:z:é|'mpar}N.

De facto, para todo x € Z, se x > 3 e x é impar, entdo 1’51 € N. Além disso, para todo y € N,
existe x = 2y + 1 tal que = é impar, z > 3 e f(z) = y.

Por definicdo de imagem de um conjunto, tem-se
f({1,2,13}) = {f(1), f(2), f(13)} = {4,6},

pois: 1 < 3, logo f(1) =2x1|+2=4;2<3,logo f(2) =[2x1]+2=6; 13 > 3, logo
f(13) = B =6.

Assim,
flzeZ|x>3ex éimpar})\ f({1,2,13}) =N\ {4,6}.
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i < ({L,6}).
Por definicdo de pré-imagem de um conjunto,
f(L6}) = {zeZ|f(z)=1V f(z)=6}

= {z€Z[(3* =1Az>3Ax éimpar)
V(2lz|+2=1A(x <3Vaépar))
V J“'—_1:6/\3023/\30él'mpar)

(%5
V2|z|+2=6A(x <3Vxépar))}

= {ze€Z|(x=3ANx>3Axéimpar)
V(2lz| = =1 A (z <3Vaxépar))
V(z =13 Az >3 Az éimpar)
V(i(x=2Vae=-2)A(x<3Vaxépar)}

= {-2,2,3,13}.
(b) Diga, justificando, se a fungdo f é injetiva e se é sobrejetiva.

Sejam A e B conjuntos. Uma fungdo h: A — B diz-se:
- injetiva se, para quaisquer x,y € A,

x #y = h(x) # h(y).
- sobrejetiva se, para qualquer y € B, existe z € A tal que h(z) = y, o que equivale a ter h(A) = B.
A fungdo f n3o é injetiva, pois 2,13 € Z, 2 # 13 e f(2) =6 = f(13).

A func3o f é sobrejetiva, pois f é uma funcdo de Z em N e f(Z) = N. Da alinea (a) sabe-se que
f{zx € Z|x > 3 ex éimpar}) = N. Entdo, como N = f({z € Z|x > 3 ex éimpar}) C f(Z) e
f(Z) C N (pois f é uma fun¢do de Z em N), tem-se f(Z) = N.

(c) Determine f o g. Diga, justificando, se g é a inversa de f.

Considerando que o conjunto de chegada de g é igual do dominio de f, a composta f o g esta definida
e é uma funcdo de N em N. Além disso, para todo =z € N,

glx) -1
(fog)@) = F(g@) = ’
[2g(x)|+2 se g(x) é parou g(x) <3

se g(x) é impare g(z) >3

x se g(x) é impare g(z) >3

[4dx +2|+2 se g(x)éparoug(z) <3
Atendendo a que, para todo x € N, g(z) é impar e g(z) > 3, tem-se (f o g)(x) = x. Assim,
fog:N — N

r = X

Uma func3o é invertivel se e sé se é uma funcdo bijetiva. A funcdo f n3o é injetiva, logo n3o é bijetiva
e, portanto, ndo é invertivel. Por conseguinte, g ndo é a inversa de f.

2. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa a afirmac3o seguinte: Para quaisquer conjuntos A, B e C' e para
quaisquer fun¢bes f: A — Beg: B — C, se afuncdo go f é injetiva, entdo g é injetiva.

A afirmacao é falsa.
Contra-exemplo: Sejam A = {1,2}, B ={4,5,6}, C ={7,8} e f, g as funcBes a seguir definidas

f:A — B g:4 = C
4 = 7
1 — 4
9 s 5 5 — 8
6 — 8
Entdo g o f é a fungdo definida por

f:A = C

1 = 7

2 = 8

A fungdo g o f é injetiva (1 # 2 e (go f)(1) # (go f
9(5) = 9(6))-

~—

(2)), mas a fungdo g ndo é injetiva (5 # 6 e
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3. Seja R a relagdo de equivaléncia em A = {z € N: z < 9} definida por
rRyseesdsed men " =y
(a) Mostre que a relacdo R é, efetivamente, transitiva.
Para quaisquer x,y, z € A,

(z.y) € RN (y,2) €R Jmnen ™ =y") A (Fpgen yP = 29)
E|m.ﬁn,p,q€l\l (xmp =y Ny = an)
Im,n,p,gen &P = 2"

i s
Eli:mp,j:anN 't =z

(x,z) € R.

R

(b) Indique em extensido a classe de equivaléncia [2]g. Determine o niimero de elementos de A/R.

Tem-se
Rlr={y € A|2Ry} ={y € A|Fmnen 2™ =y"} = {2,4,8},

pois 2l =9l 922 — 41 93 =gl
Uma vez que A/R = {[z]g |z € A} e

]
|
]R = {5}7

conclui-se que o conjunto A/R tem 5 elementos.

4. Seja R uma relacdo bindria definida num conjunto A. Mostre que se R, S e Ro S s3o relacdes simétricas,
entdo RoS=SoR.

Admitamos que as relacbes R, S e Ro S sdo simétricas. Entdo, para quaisquer x,y € A,

(x,y) € SoR < 3F,ea(x,z) € RA(z,y) €S (definicdo de S o R)
< Jiealz,z) € RA(y,2) € S (R e S sdo simétricas)
< (y,z) € RoS (definicdo de R o S)
& (r,y) €RoS (Ro S é simétrica)

Logo, Ro S =SoR.
Resolucdo alternativa: Admitamos que as relacdes R, S e Ro .S sdo simétricas. Entdio R=R~!, S =571,

RoS=(RoS)"!. Logo,
RoS=(RoS)'=S"1oR'=SoR.

Cotagdes:  Grupo I: 6 x 0,75;
Grupo I: 1. (1,041,040,75); 2. (0,75+1,25+0,75+0,75).
Grupo Ill: 1. (1,5+1,0+1,25); 2. (1,25); 3. (125+1,5) 4. (1,5).
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