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1. Sejam f:Z x7Z — Z e g:7 — 7 x Z as funcoes definidas por

(@)

(b)

f((zy) =z +y e

Determine, justificando:
i. g({_L 0, 1}))
Uma vez que g({—1,0,1})) = {g(—1),9(0),9(1)} e
9(=1) = (0,-1),9(0) = (0,0), (1) = (1,0)
tem-se g({—1,0,1})) = {(0,—1),(0,0),(1,0)}.
i £ ({o0)).
Tem-se
fTH0}) ={(z,y) € Zx Z] f((x,y)) = 0},

entdo, atendendo a que
fllz,y)=0e2+y=0&y=—u,

segue que
foH0Y) ={(z,y) € Zx Z|y = —z} = {(z, —2) |2 € Z}.
Diga, justificando, se a aplicacao f é injetiva e se é sobrejetiva.

A aplicagdo f é injetiva se, para quaisquer (z,y), (z,w) € Z X Z,

f((z,9) = f((z,0)) = (z,y) = (2,0).

Ora, atendendo a que
f((=1,1)) = f((1,-1)) e (-1,1) # (1, 1),

a aplicacdo f ndo é injetiva.

A aplicagdo f é sobrejetiva se, para qualquer z € Z, existe (z,y) € Z x Z tal que f((x,y)) = z. Uma
vez que, para todo z € Z, existe (0, z) € Z x Z tal que f((0,2)) = z, concluimos que a aplicacdo f é
sobrejetiva.

Justifique que f o g =idy. Sem determinar g o f, justifique que go f # idz«z.

Uma vez que o codominio de g coincide com o dominio de f, a composta de f com g estd definida e
fog éuma funcdo de Z em Z. Além disso, para qualquer z € Z,

3

sex <0 T sex <0

(fog)(x) = flg(x)) = { }nggig;;

sex >0 {z sex >0

pelo que, para todo z € Z, (f o g)(x) = .

A fun¢3do idy é definida por
idg:Z — Z
T = T

Uma vez que as fungdes f o g e idz tém o mesmo dominio e 0 mesmo conjunto de chegada e, para
todo z € Z, (f o g)(x) = idz(x), entdo f o g =idz.

Se admitirmos que g o f = idzxz, entdo, atendendo a que f o g = idz, segue que f é uma funcdo
invertivel e, portanto, bijetiva. Ora, pela alinea (b) sabe-se que a fun¢do f n3o é bijetiva, pois ndo é
injetiva. Logo g o f # idzxz.



2. Sejam S e T as relacoes bindrias em N definidas por

(a)

3. Seja

para

(a)

S={(z,y)|z,y e NAz+1=2y},

T= {(L 2)7 (2a 1)7 (Ba 5)7 (5a 2)}
Determine Dom(S) N Dom(7T).

Um vez que

Dom(S) = {zeN|IJyen (z,y) € S}
{r e N|Jyen v+ 1 =2y}
= {xeN|Fyenx=2y—1}
= {x eN|z éimpar}

Dom(T) = {:E € N' 3yEN (l’,y) € T} = {1527355}7

tem-se
Dom(S) N Dom(T) = {1,3,5}.

Justifique que SN S~! C idy. Conclua que S é antissimétrica.
Para qualquer (a,b) € N x N, tem-se

(a,b) e SN S~ (a,b) € SA(a,b) € S71
(a,b) € SA (bya) € S~1
a+1=20Nb+1=2a

a=b=1.

ttee

Logo SNS~1={(1,1)} C idy.

Uma relagdo bindria p definida num conjunto A é antissimétrica se e sé se p N p~! C id4. Entdo,
atendendo a que S é uma relacdo bindria em N e SN S~! C idy, concluimos que a relacio S é
antissimétrica.

Verifique que ToT ¢ T. Dé exemplo de uma relacdo binaria R em N tal que R # wy, T C R
e RoRCR.
Tem-se
ToT = {(a,¢) e NxN|Jpen (a,b) € T A (b,c) €T}
= {(17 1), (27 2), (37 2), (57 1)}
Entdo, como (1,1) € ToT e (1,1) €T, ToT ¢ T.

Dada uma relagdo binaria p definida num conjunto A, tem-se po p C p se e s se p é transitiva.
Sendo assim, pretende-se determinar uma relagdo bindria R em N tal que R # wny, T C Re R
seja transitiva. Para que T' C R e R seja transitiva, é necessario ter TUT oT C R, ou seja, é
necessdrio ter T'U {(1,1),(2,2),(3,2),(5,1)} € R. Arelagdo R’ =T U{(1,1),(2,2),(3,2),(5,1)}
ndo é transitiva, pois (3,5),(5,1) € R’ e (3,1) € R’. Assim, (3,1) tem de pertencer a R. A relagdo
R=TuU{(1,1),(2,2),(3,2),(5,1)} U{(3,1)} é uma relagdo transitiva e tem-se Ro R C R; de facto,

RoR={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(5,1),(5,2)} C R.
Claramente, tem-se R # wy = {(a,b) € N x N}, pois (3,3) € wy e (3,3) € R.

R a relagdo binaria em A = {n € N|n < 10} definida por
z Ry se e s6 se Jyez y = 2Fx,
quaisquer z,y € A.
Sabendo que R é reflexiva e simétrica, justifique que R é uma relacdo de equivaléncia em A.

Uma relagdo bindria R definida num conjunto A diz-se uma relacdo de quivaléncia se é uma relacdo
reflexiva, simétrica e transitiva. Assim, uma vez que é dito que R é reflexiva e simétrica, resta provar
que R é uma relagdo transitiva.

Para quaisquer a, b, c € N, tem-se

aRbADRC Trez b=2%a A Fpez c=2%b
Hk,k’eZ Cc = Qk/ (2ka)

Hk,k’EZ Cc = 2k/+ka
Hj:k-l-k’EZ Cc = 2ja

aRec.

R R

e, portanto, R é transitiva.



(b)

Determine [1]z e A/R.

Tem-se
Mr = {ylye AN1Ry}
= {yly€ AN y=2%x1, para algum k € Z}

{1,2,4,8} = [2]gr = [4]r = [8]r-

Uma vez que
A/R={[x]gr|x € A}

[8]r = {3,6} = [6]r, [5]r = {5,10} = [10]g, [7]r = {7}, [9]r = {9},
tem-se
A/R = {[1]1%7 [S]Ra [5]1%7 [7]Ra [Q]R} = {{17 2,4, 8}a {37 G}a {55 10}) {7}7 {9}}

4. Sejam A um conjunto e IT uma particao de A. Seja Ry a relacao de equivaléncia em A determinada
por II, i.e., Ry é a relacdo binaria em A definida por

(a,b) € Ry se e s6 se Jserr a,b € S.

Mostre que, para quaisquer X €Il e z € X, [z|g, = X.

Dado um conjunto A, diz-se que II é uma particdo de A se as condi¢Bes seguintes s3o satisfeitas:

(i)
(i)
(iii)

Seja

vC eI, C # 0.
Vepen (C# D= CnND=090).
Veea Joenw € C.

y € [x]ry. Entdo x Ry e, por definicdo de Ry, existe S € II tal que x,y € S. Atendendo a que

x e X,z eS8, X,S €Il ell é uma particio de A, tem-se X = S (considerando (ii)). Logo y € X
e, portanto, [x]g, € X. Reciprocamente, se y € X, entdo, pela definicdo de Ry e tendo em conta que
x € X, tem-se x Ry y; assim, y € [x]gr, e, portanto, X C [z]g,. Desta forma, provdmos que [z]r, = X.

5. Considere o c.p.o. (A4, <) com o seguinte diagrama de Hasse associado:

Indique, caso exista(m):

(a)

os elementos maximais, os elementos minimais,
0 maximo e o minimo de A.

Maximais de A: [.
Minimais de A: b,c,a,e, f.
Maximo de A: [.

Minimo de A: n3o existe (note-se que n3o existe m € A tal que m < z, para todo = € A). a

inf({h,i,5}), sup({d,e, f}), inf(0) e sup(0).

Tem-se Min({h,4,j}) = {d,a}. O elemento maximo do conjunto dos minorantes de {h,i,j} é o
elemento d; logo inf({h,4,j}) = d.

Uma vez que Maj({d,e, f}) = {i,k,l} e o conjunto dos minorantes de {d, e, f} ndo tem elemento
minimo, entdo n3o existe supremo de {d, e, f}.

Tem-se Min(f)) = A; o elemento méximo do conjunto A é o elemento [, logo inf(f) = .

Atendendo a que Maj()) = A e o conjunto A n3o tem elemento minimo, ent3o n3o existe o supremo
do conjunto vazio.

um subconjunto X de A tal que (X, </, ) ndo seja uma cadeia
e seja um reticulado.

Um c.p.o (P, <) diz-se uma cadeia se, para quaisquer z,y € P, tem-se z < y ou y < . Um c.p.o
(P, <) diz-se um reticulado se, para quaisquer z,y € P, existem o supremo e o infimo de {z,y}.
Seja X = {d,h,j,l}. O c.p.o. (X,<|,) é um reticulado e ndo é uma cadeia.

uma relacdo de ordem <’ em A tal que < U <’ ndo seja uma relacdo de ordem.

Seja <'=idaU{(d,a)}. A relagdo <’ é uma relagdo de ordem em A e < U <’ n3o é uma relagdo de
ordem em A, pois ndo é antissimétrica ((a,d) e < U <', (d,a) e< U< e a #d).



6. Sejam A e B conjuntos. Mostre que se A é um conjunto nao contavel e B é um conjunto nao
vazio, entdo A x B nao é contavel.

No sentido de fazer a prova por reducio ao absurdo, admitamos que A n3o é contdvel, B# (0 e Ax B é
contdvel. Uma vez que A X B é contdvel, existe uma fun¢do injetivade Ax Bem N; seja f: Ax B — N
uma dessas fun¢des. Dado que B # (), existe b € B, pelo que podemos considerar a funcdo g: A - Ax B
definida por g(a) = (a,b). A fung¢do g é injetiva. Ent3o, como f e g sdo fungBes injetivas, a fung¢do
fog:A— N étambém injetiva; logo o conjunto A é contdvel (contradi¢do). Assim, se A é um conjunto
ndo contdvel e B é um conjunto n3o vazio, o conjunto A X B n&o é contdvel.

Cotacdo: 1-(1,5+1,541,5); 2-(1,5+1,5+1,5); 3-(1,5+1,5); 4-(1,5); 5-(1,0+1,5+1,0+1,0); 6-(2,0).



