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1. Seja f:Z — Z x Z a funcao definida por

(a)

[ (2n,2n+1) sen >0
f(n) = { (=2n,—-2n+1) sen<0

Determine f({1,—1,0}) e f<({(2,3),(2,5)}.
Diga se existe algum conjunto A C Z x Z tal que < (A) = {1}. Justifique.

Por definicdo de imagem de um conjunto tem-se

FE=1,1,01) = {f(=1), f(1), F(0)}

e da definicdo da fungdo f segue que

F(=1) = (=2 % (=1), -2 x (=1) + 1) = (2,3) (pois — 1 < 0)
F)=@2x1,2x1+1)=(23) (pois 1 > 0)
F(0)=(2x0,2x0+41)=(0,1) (pois 1 > 0).

Logo
FE=1,1,04) = {(2,3), (0, 1)}.

Por definicdo de pré-imagem de um conjunto e atendendo a definicdo da funcdo f, tem-se

Fo{(2,3),(2,5)}) {neZlf(n)=(2,3)V f(n)=(25)}
{neZ[f(n)=2,3)}U{necZ|f(n)=(25)}

{neZ|f(n)=(2,3)} = {neZ|((2n,2n+1)=(2,3)An>0)V ((-2n,—2n+1)=(2,3) An<0)}
= neZ|2n=2A"2n+1=3An>0)V(-2n=2A-2n+1=3An<0)}
= {neZl|(n=1An>0)V(n=-1An<0)}
= {_171}7

{neZ|f(n)=(2,5)}) = {neZ|((2n,2n+1)=(2,5)An>0)V((-2n,—2n+1) = (2,5) An <0)}
= neZ|2n=2A"2n+1=5An>0)V(-2n=2A-2n+1=5An<0)}
= {neZlin=1An=2An>0)V(n=-1An=-2An<0)}

- 0.

Portanto,

f&({(27 3)v (27 5)}) = {_17 1} Ul = {_17 1}

Dos célculos anteriores conclui-se facilmente que n3o existe qualquer conjunto A C Z x Z tal que f<(A) = {1}.
De facto, se admitirmos que existe um conjunto A nas condi¢8es indicadas, tem-se f(1) € A. Entdo (2,3) € A
e, uma vez que f(1) = f(—1) = (2,3), segue que {—1,1} C f<(A). Logo n3o existe qualquer conjunto A tal
que f7(A) = {1}.

Diga, justificando, se f é injetiva e se f é sobrejetiva.

Uma funcdo f : A — B diz-se injetiva se a proposi¢cio
Vapea a#b— f(a) # f(b)
é verdadeira.
Atendendo a que 1 # —1 e f(1) = (2,3) = f(—1), concluimos que a fun¢do f n3o é injetiva.
Uma fung¢do f: A — B diz-se sobrejetiva se a proposi¢do
Ve Jaca fla) =0
é verdadeira.

Ora, da resolugdo da alinea anterior é simples concluir que a fun¢do f n3o é sobrejetiva, pois (2,5) € Z X Z e
ndo existe n € Z tal que f(n) = (2,5).



2. Seja f : A — B uma funcdo sobrejetiva. Mostre que se {Y;},c; é uma particdo de B, entdo {f< (Y;)}ics €
uma particao de A.

Sejam f : A — B uma func¢3o sobrejetiva e {Y; };c;r uma particio de B.
Uma vez que f é sobrejetiva, para todo b € B, existe a € A tal que f(a) =b.

Atendendo a que {Y;};c; € uma particdo de B, ent3o:
[P1] Para todo i € I, Y; # 0;
[P2] Para quaisquer 4,5 € I, Y; # Y, = Y;NY; =0
P3| JVi = B.
iel
Das hipéteses anteriores segue que {f* (Y;)}ier é uma particdo de A, ou seja, que:
[Q1] Para todoi € I, f*(Y;) #0;
[Q2] Para quaisquer i,j € I, f~ (V) # f<(Y;) = fEY) N f(Y;) = 0;
[Q3] | ro(vi) = A

iel
De facto:

[Q1] Uma vez que, para todo i € I, Y; C B e, para todo b € B, existe a € A tal que f(a) = b, entdo, para todo
i € I e para todo b € Y}, existe a € A tal que f(a) =b. Logo, para todo i € I, existe a € A tal que a € f(Y;) e,
portanto, [ (Y;) # 0.

[Q2] Sejam 4, j € I tais que f<(Y;) # f<(Y;). Entdo Y; #Y (se Y; =Y, tem-se f<(Y;) = f<(Y;)). Por reducdo
ao absurdo, admitamos que [ (Y;) N f<(Y;) # 0. Entdo existe a € A tal que a € f<(Y;) e a € f<(Y]), donde
segue que f(a) € Y; e f(a) € Yj e, portanto, Y; NY; # 0 (o que contradiz P2, uma vez que Y; # Yj;).

[Q3] Claramente, tem-se Uiel f(Y;) C A. Ainclusdo contraria também se verifica. Com efeito, para todo a € A,
f(a) € B, pois f é uma funcdo de A em B. Entdo de [P3] segue que f(a) € Y, para algum j € I e, portanto,

a € f<(Y)). Logo a € U;c; fT(Yi). Assim, A C |J;c; [ (Y3). Das duas inclusGes segue que U ) = A
iel

3. Sejam S e T as relacoes binarias em N definidas por
S = {(CL, b) € N2 | ElkGN b—a= 5k} e T'= {(43 7)7 (3a 5)7 (4a 2)}
(a) Determine Dom(S) e Im(S).

Atendendo a que
Dom(S) = {a € N|Jpen (a,b) € S}
= {a € N|JpenIren a = b — 5k},

é imediato que Dom(S) C N. A incluso contrdria também é valida, pois, para todo a € N, existem k =1 € N
eb=a+5xk € N tais que (a,b) € S. Assim, para todo a € N, a € Dom(S) e, portanto, N C Dom(S). Logo
Dom(S) = N.

Uma vez que
Im(S) = {beN|Tsen (a,b) € S}
= {be N|JsenTren b= a+ 5k},

é imediato que Im(S) C N. Atendendo a que, para quaisquer a,b € N tais que b < 5, (a,b) € S (pois
b # a + 5k, para todo k € N), entdo Im(S) C N\ {1,2,3,4,5}. Para todo b € N tal que b > 5, existem
k=1€Nea=>b-5k e N tais que (a,b) € S. Logo, para todo b € N\ {1,2,3,4,5}, b € Im(S). Assim,
(N\ {1,2,3,4,5}) C Im(S). Portanto, Im(S) = N\ {1,2,3,4,5}.

(b) Diga, justificando, se a relacdo S é:
(i) simétrica;
Uma relag3o bindria p num conjunto A diz-se simétrica se, para quaisquer a,b € A,

(a,b) € p= (b,a) € p.



A relagdo S n3o é simétrica. De facto, (1,6) € S (pois6—1=5x1e1¢eN), mas (6,1) ¢ S (uma vez que
1 — 6 # 5k, para todo k € N).

(ii) transitiva.

Uma relagdo bindria p num conjunto A diz-se transitiva se, para quaisquer a, b, c € A,
((a,b) € pA(b,c) € p) = (a,c¢) € p.

A relagdo S é transitiva, pois, para quaisquer a,b,c € N,

((a,b) eESA (b,C) S S) = leeN b—a= 5]€1) A (szeN c—b= 5]€2)
= Ekl,kzeN c—a= 5(k1 —i—kz)
= Jj=ki+hken ¢ —a = 5]
= (a,c) €8S.

(c) Determine T oT~!. Digase T oT~! C S. Justifique a sua resposta.

Tem-se
i T ={(b,a) € N?|(a,b) € T} = {(7,4),(5,3),(2,4)}.
Logo
ToT ' = {(a,c) € N?|3pen (a,b) € T71A(b,c) €T}
= {(7.7),(7,2),(5,5),(2,2),(2,7)}.

[(7,4) €T e (4,7) €T, logo (7,7) € To T ;

(7,4)eT 'e(4,2)€T, logo (7,2) € To T~ 1

(5,3) €T 1e(3,5) €T, logo (5,5) € ToT~ 1

(2,4)eT e (4,7)€T, logo (2,7) €T oT™ Y

(2,4)eT e (4,2) €T, logo (2,2) e ToT~ ]

Uma vez que (7,7) € ToT ! e (7,7) ¢ S (pois 7T — 7 = 0 # 5k, para todo k € N), entdo To T~ ¢ S.

4. Seja 0 a relacdo de equivaléncia em R definida por
xhyseesdsexr—ycZ.
(a) Indique trés elementos distintos da classe [%]0. Determine a classe de equivaléncia [0].

Uma vez que

{y € R| 36y}

L —
N | =
—_
e}
Il

= {yeR|;—-yeZ}

=0€Z 3-3=-1€7, 3

(ST
ST

13 5 1
_ % = —2 € 7, entio 35 e 3 sdo elementos de [5}9,

0l = {y € R|06y} = {y e R|0—y € Z} = Z.
(b) D& um exemplo, ou justifique que nao existe um exemplo, de elementos a e b tais que:
i. a,b€Z, a#belapn[blg=0.
Uma vez que 6 é uma relagcdo de equivaléncia, para quaisquer =,y € R, tem-se
[]s = [y]g se e s6 se x0y.

Da resolucdo da alinea anterior sabe-se que, para qualquer inteiro =, 00 x. Logo, para qualquer inteiro z,
[x]o = [0]g = Z. Assim, n3o existem inteiros a e b tais que [a]g N [b]p = 0.

ii. a,b €R, [a]g 75 [b]@ e [2&]9 = [2b]9.

Sejam a =1 e b = 3. Entdo [a]y # [b]g, pois a — b & Z e, portanto, (a,b) & 6. No entanto, [2a]y = [2b]y,
pois 2a 0 2b (2a — 2b € 7).



3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (4,3), (4,4),(5, 1)} e p &

5. Considere o c.p.o (4,p), onde A = {(1,3),(2,2),(2, ,
,b)p(e, )seesosea<ceb§d

a relacdo de ordem parcial em A definida por (a
(a) Diga, justificando, se o c.p.o. (4, p) é uma cadeia.

Um c.p.o. (P, <) diz-se uma cadeia se, para quaisquer a,b € P, (a,b) € < ou (b,a) € <.
Uma vez que (1,3),(2,2) € A, ((1,3),(2,2)) € pe ((2,2),(1,3)) & p, entdo (A, p) ndo é uma cadeia.

(b) Desenhe o diagrama de Hasse de (A, p).

(3.5)

(1.3) (2.2)

(c) Indique os elementos maximais e minimais de A.

Dados um c.p.o. (P,<), X C P em € P, diz-se que:
- m é um elemento maximal de X se ndo existe x € X \ {m} tal que m < z;
- m é um elemento minimal de X se n3o existe x € X \ {m} tal que x < m.
Atendendo a que:
- para todo m € {(3,5), (4,4), (5,1)}, ndo existe ndo existe x € A\ {m} tal que mpx;
- paratodoa € A\ {(3,5),(4,4),(5,1)}, existe z € A\ {a} tal que apz,

entdo (3,5), (4,4) e (5,1) s&o os elementos maximais de A.

Uma vez que
- para todo m € {(1,3),(2,2),(5,1)}, ndo existe x € A\ {m} tal que x pm;
- paratodoa € A\ {(1,3),(2,2),(5,1)}, existe x € A\ {a} tal que x pa,

entdo (1,3), (2,2) e (5,1) sdo os elementos minimais de A.
(d) Indique, caso existam, sup({(1,3),(2,4), (3,2)}) e inf({(1,3), (2,4), (3,2)}). Justifique.

Dados um c.p.o. (P,<), X C P em € P, diz-se que:
- m é um supremo de X se m é um majorante de X (isto é, para todo z € X, x < m) e m é o menor dos
majorantes de X;
- m é um infimo de X se m é um minorante de X (isto é, para todo € X, m < x) e m é o maior dos
minorantes de X;
Uma vez que Maj({(1, 3), (2,4

entdo sup({(1,3), (2,4), (3,2
Atendendo a que Min({(1, 3),

={(3,4),(3,5),(4,4)} e (3,4) é o menor dos majorantes de {(1, 3), (2,4), (3,2)},
) )-
2,4),(3,2)}) = 0, ent3o n3o existe infimo de {(1,3), (2,4),(3,2)}.
6. Diga, justificando, se as afirmacdes seguintes sdao verdadeiras para quaisquer conjuntos nido vazios A, B e
C.
(a) Se AxC ~ B x C, entdo A ~ B.

A afirmag3o é falsa.

Contra-exemplo: Sejam A ={1}, B=Ne(C =N. Entdio AXxC ~ N, BxC ~ Ne, portanto, AxC ~ BxC.
No entanto, A ~ B.



(b) Se AU B é numeravel, entdo A é numeravel ou B é numeravel.

A afirmag3do é verdadeira.

Admitamos que AU B é numeravel. Entdo AU B é contdvel e AUB ~ N. Todo o subconjunto de um conjunto
contavel é um conjunto contavel, logo todo o subconjunto de um conjunto contdvel é um conjunto finito ou
é numerdvel. Assim, como A, B C AU B tem-se que: A é finito ou é numeravel; B é finito ou é numerdvel.
Uma vez que AU B é infinito, A e B n3o podem ser ambos finitos (pois a unido de dois conjuntos finitos é um
conjunto finito). Logo A é numerével ou B é numerdvel.

Cotacdo: 1-(1,75+1,0); 2-(2,0); 3-(1,541,75+1,5); 4-(1,5+1,0+1,0); 5-(1,04+1,0+1,04+1,5); 6-(1,25+1,25).



