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Grupo |

Relativamente as questdes deste grupo, indique para cada alinea se a afirmacdo é verdadeira (V) ou
falsa (F), marcando x no quadrado respetivo.

<

F

[X]
[]

1. Asférmulas ¢ — (¢ — ¢) e (¢ — ¢) — ¢ n3o s3o logicamente equivalentes.

2. A varidvel p ter valor légico verdadeiro é uma condicdo necessaria para a férmula
—p — (p — —p) ter valor Iégico verdadeiro.

[X]

3. Para quaisquer férmulas ¢ e v, se ¢ V1 é uma tautologia, entdo ¢ é uma tautologia
ou ¥ é uma tautologia.

I
> X

4. Para quaisquer conjuntos A, Be C,se AC BUC, entdo AC Bou ACC.

]
[]

5. Se A={1,{1,{1}},Z},entto AL Z e Z ¢ A.

[]
]

6. Se A=1{1,2,{1,5},{4}} e B={(1,5),2}, entdo B\ A = 0.

Grupo Il

Para cada uma das questoes deste grupo, indique a sua resposta sem apresentar qualquer justificacao.

1. Considere a proposi¢do
P:Veez (<0 —3Jyez (y>0Az+y=0))

Indique em linguagem simbdlica, sem recorrer ao conetivo negacido, uma proposi¢ao equivalente a —p.
Resposta: J,cz (2 < 0AVyez (y <OV +y #0))
2. Considere os conjuntos
A={5{-5},0},B={-1,1,3},C = {5x|x € B e x? € B}.

Indique C, P(A)\ P(C) e B x (A\ Z).
Resposta: C' = {5, -5},

P(A) \ P(C) = {{Q}v {{75}}7 {57 Q)}a {{75}7 V)}v {57 {75}}7 A}v

B x (A \ Z) = {(_17 {_5})7 (11 {_5})1 (37 {_5})1 (Q)v {_5})7 ((Z)a {_5})1 (07 {_5})}
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Grupo 11l

Resolva cada uma das questoes deste grupo na folha de exame. Justifique as suas respostas.

1. Considere as férmulas proposicionais ¢ = p — (-pV q) e ¥ = (=q) = (p — q).

()

Justifique que as férmulas ¢ e ¥ sdo logicamente equivalentes.
As férmulas ¢ e 1 sdo logicamente equivalentes se a férmula ¢ <+ 1 é uma tautologia.

Da tabela de verdade seguinte

pla|lp|q|pVg|p=qle|Y|pe
1100 1 1 [1]1] 1
110/ 01 0 0 0]0 1
ol1] 110 1 1 11 1
olo] 1|1 1 1 |1]1] 1

conclui-se que a férmula ¢ < v é uma tautologia, pois o seu valor légico é sempre verdadeiro
independentemente do valor l6gico das varidveis proposicionais p e q. Por conseguinte, as férmulas ¢
e 1 sdo logicamente equivalentes.

Resolucdo alternativa: Considerando as propriedades de equivaléncia légica, tem-se

g (p—=q) & ~()V (Ve (=) e (meVi))

qV (—pVQq) (dupla negagdo)

-pV(qVq) (associatividade e comutatividade da disjun¢do)
-pVq (idempoténcia da disjuncgdo)

tee

p—= (Ve < —pV(pVa ((p—=19) e (eVy))
< (-pV-p)Vq (associatividade da disjungdo)
& —pVyg (idempoténcia da disjuncdo)

Logo, as férmulas ¢ e 1) s3o logicamente equivalentes.
Diga, justificando, se o argumento representado por

0 — -
oV
0—o0o

€ um argumento valido para quaisquer férmulas proposicionais o e 6.

O argumento é vélido, pois sempre que as premissas § — —) e o V ¢ sdo verdadeiras, a conclusio
6 — o também é verdadeira. De facto, assumindo que as premissas s3o verdadeiras, a férmula o V ¢
é verdadeira. Logo, temos dois casos a considerar: o é verdadeira ou 6 é verdadeira.

- Caso o seja verdadeira, a férmula 6 — o é verdadeira.

- Caso ¢ seja verdadeira, a férmula 1 também ¢é verdadeira, uma vez que 1 e ¢ sdo logicamente
equivalentes. Assim, —) é falsa e, como # — —) é verdadeira, a férmula 6 é falsa. Logo, a
formula 8 — o é verdadeira.

Em qualquer dos casos, a conclusdo do argumento é verdadeira e, portanto, o argumento é valido.

2. Considere a proposicdo

p: (Vecadyea v+ y=2) = (FycaVocn z+y=2)

onde A é um subconjunto de Z.

(a) Justifique que p é falsa para A =Z.

Representemos por p; e po, respetivamente, o antecedente e o consequente da implicagdo p, ou seja,
P1 = VJ;EAEyEA T+ Yy = 27

p2 =: dycaVoca v +y = 2.
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A proposicao p; é verdadeira, uma vez que, para qualquer x € Z, existe y = 2 — x tal que y € Z
ex+y = 2. A proposicio p, é falsa, pois, para todo y € Z, existe xt = 3 —y tal que x € Z e
x +y # 2. Entdo, consideradando que o antecedente da implicacdo é verdadeiro e o consequente é
falso, a proposicao p é falsa.

(b) Diga, justificando, se p é verdadeira para algum conjunto A que seja um subconjunto préprio de Z.

A proposicdo p é verdadeira para A = {1}, pois o consequente da implicacdo p é sempre verdadeiro.
A proposicdo po é verdadeira para A = {1}, uma vez que existe y = 1 € A tal que, para todo z € A,
x+y =2 (o Unico elemento de A é o elemento z =1 e z 4+ y = 2).

Resolugdo alternativa: A proposicdo p é verdadeira para A = {2}, pois o antecedente da implicacdo
é falso. A proposicdo p; é falsa para A = {2}, pois existe x = 2 € A tal que, para todo y € A,
x +y # 2 (o Unico elemento de A é o elemento y =2 e x +y # 2).

3. Mostre que, para quaisquer inteiros m e n, se mn e m -+ n sao pares, entdo m e n sao ambos pares.

No sentido de se fazer a prova por reducido ao absurdo, admitamos que mn e m + n sao pares e que m ou
n sao impares.

Se m e m s3o ambos impares, tem-se m = 2k +1 e n = 2k’ + 1, para alguns k, k' € Z. Logo,
mn = 2(2kk' + k + k') + 1, com 2kk’ + k + k' € Z. Portanto, mn é impar (contradigdo).

Se m é par e n é impar, tem-se m = 2k e n = 2k’ + 1, para alguns k, k' € Z. Logo, m+n = 2(k+ k') +1,
com k + k' € Z. Portanto, m + n é impar (contradi¢do). O caso em que m é impar e n é par é andlogo
ao anterior. Em qualquer dos casos obtem-se uma contradicdo. Desta forma, ficou provado que se mn e
m + n s3o pares, entdo m e n sdo ambos pares.

. Sejam A, B e C conjuntos. Mostre que (AUB)\ (BNC)=(A\(BNC))U(B\CO).

Para todo z, tem-se

xe(AUB)\ (BNC) (xe AVzeB)Ax ¢ (BNC)

(xe ANz g (BNC))V(reBArxg (BNC))
(xeAnz g (BNC)V(xeBA(xgBVxgl))
(

(

(

(

(
xe€ANz g (BNO) V(e BAxgB)V(x€BAx&gC)) (stibuividade)

(

(

(

definicdo de unido e complementagio)
distributividade)

definicdo de intersecdo e leis de De Morgan)

xe€ANx g (BNO) V(e BAxg())
xe A\ (BNC)vVzeB\C
re(A\(BNC)U(B\CO)

elemento neutro da disjuncdo)

complementagio)

teeoo0D

definicdo de unido)
Logo, (AUB)\ (BNC)=(A\(BNC))u(B\CO).
. Prove, por indugdo nos naturais, que, para todo o natural n,

Ix242x2243x2°+...4+nx2"=(n-1)x2"" +2.

Representemos por p(n) o predicado
Ix242x2243x2°+ ... 4+nx2"=(n-1)x2"" 42,

Pretendemos mostrar que, para todo n € N, p(n) é verdadeiro. A prova segue recorrendo ao Principio de
Indug3o (simples) para N.

(i) Base de indugdo (n =1): Paran =1, tem-se
Ix2=2=(1-1)x2" 12
Logo p(1) é verdadeiro.
(i) Passo de indugdo: Seja k € N. Admitamos, por hipétese de indugdo, que p(k) é verdadeiro, isto é,
Ix242x2243x2% 4. +Ekx2FP=(k—1)x28! 42
Com base na hipétese de indugdo, prova-se que p(k + 1) é verdadeiro, ou seja,

Ix242x2243x 28 4. 4k x 2"+ (k+1) x 28 =g x 22 1 2,

Péagina 3/2



De facto,

Ix24+2x224+3x2%+...+kx2F+ (k+1) x 2F!
= ((k—1)x2F1 4 2) 4+ (K +1) x 2k+! (por hipétese de indug3o)
(k—1+4+k+1)x 2k 42
2k x 2F+1 4 2
= Ekx2k2 12

Logo, para todo k € N,
p(k) = p(k +1).

De (i) e (ii) concluimos, pelo Principio de Indu¢do para N, que, para todo n € N, p(n) é verdadeiro.

CotagBes:  Grupo I: 6 x 0,75;
Grupo II: 1. (1,25); 2. (2,25).
Grupo Ill: 1. (1,5+15); 2. (1,25+1,25); 3. (2.0); 4. (2,0); 5. (2.5).

Pagina 4/2



