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1. Considere as férmulas proposicionais ¢ : pV (¢ = p) e ¥ : (¢ = p) V —gq.

(a) Diga, justificando, se a férmula ¢ <> 1) é uma tautologia.

Da tabela de verdade seguinte, conclui-se que a férmula ¢ <> 1 é sempre verdadeira, independente-
mente do valor Iégico das varidveis proposicionais que nela ocorrem. Logo, a férmula ¢ <> ¢ é uma

tautologia.
Pla| ™| a=p e |V ey
111} 0 1 111 1
110 1 1 111 1
010 0 010 1
0j0] 1 1 111 1
(b) O argumento representado por

P

b

G

é um argumento vélido qualquer que seja a férmula proposicional v? Justifique a sua resposta.

O argumento indicado é vélido se a conclusdo ¢ é verdadeira sempre que as premissas ¢ e 7y sdo
verdadeiras. Uma vez que as férmulas ¢ e 1 sdo logicamente equivalentes, sempre que ¢ e v tém
valor légico verdadeiro, a férmula 1) tem também valor légico verdadeiro. Logo o argumento é valido.

2. Considere as proposicoes

p: (Veea (2 <20V > 25)) = ((Voea 2 <20) V (Viea x > 25)),

q: ((Voca x <20)V Voca ¢ > 25)) = (Vaea (x <20V 2z > 25))

e que A é um subconjunto de Z.

(a) Dé exemplo de, ou justifique que ndo existe exemplo de, um conjunto A onde:

a proposicao p seja falsa;

Seja A = {20,25}. Para todo a € A, a proposicdo “a < 20V a > 25" é verdadeira,
pelo que a proposicdo “Viyca x < 20V x > 25" é verdadeira. Por outro lado, a proposicao
“(Voea © < 20) V (Vgea & > 25)" é falsa, pois ambas as proposigdes “Viyca 2 < 20" e
“Veea © > 25" sdo falsas (a proposicdo “V,ca x < 20" é falsa, pois existe a = 25 € A tal
que a < 20 é falso; a proposicdo “V,ca x > 25" é falsa, pois existe a = 20 € A tal que a > 25
é falso). Assim, como o antecedente da implicacdo p é verdadeiro e o consequente é falso, a
proposicdo p ¢ falsa.

. a proposicao ¢ seja falsa.

N3o existe qualquer conjunto A onde a proposicdo p seja falsa, pois sempre que o antece-
dente da implicacdo ¢ é verdadeiro, o consequente também é verdadeiro. Se a proposicdo
“(Voea © < 20) V (Voea © > 25)" é verdadeira, entdo uma das proposicdes “Viyea z < 20"
ou “Vyea x > 25" é verdadeira. Caso a proposicao “V,c4 z < 20" seja verdadeira, entdo, para
todo a € A, "a < 20" é uma proposi¢do verdadeira, pelo que a proposicdo “a < 20V a > 25"
é verdadeira, para todo a € A; assim, a proposicdo "Vica (z < 20V x > 25)" é verdadeira.
Caso a proposicao “V,ca x > 25" seja verdadeira, conclui-se de modo andlogo que a proposi¢ado
Veea x <20V x > 25" é verdadeira.



(b) Indique em linguagem simbdlica, sem recorrer ao conetivo negacdo, uma proposicdo equiva-

lente a —p.
Tem-se
“((Vaea (. <20V > 25)) = ((Voea  <20)V (Voea > 25))) <
(Vaca (@ <20V > 25) A ((Voca € <20)V (Voea 2 > 25)) <
(Voea (€ <20V 2 > 25)) A (Voca < 20) A (Vpea > 25) &
Voea (£ <20V 2 > 25) A (Fpea > 20) A (Fpea © < 25)
Assim,

€ uma proposicdo logicamente equivalente a —p e na qual n3o ocorre o conetivo negacio.

3. Mostre que, para quaisquer naturais m e n, se n2> + 3m é impar, entdo m é impar ou n é impar.

No sentido de se fazer a prova por reducdo ao absurdo, admitamos que n? + 3m é impar e que m e n
sdo pares. Uma vez que m e n sdo pares, existem ki,ko € N tais que m = 2k; e n = 2ks. Entdo
n?+3m = (2k2)? 4 3(2k1) = 2(2ks> + 3k1) com 2ko® + 3k, € N e, portanto, n? + 3m é par (contradicio).
Logo, para quaisquer naturais m e n, se n? + 3m é impar, entdo m é impar ou n é impar.

4. Considere os conjuntos
A={1,4,{9}}, B=A{(z,y) EZxZ|z* € ANy=uz+3},
C={0,{4}}, D=(Z\{4}) x(z\{1})
e a familia de conjuntos {E,},cr+ tal que, para cada a € RT, E, = {z e R|1 <z <2+ 1}.
(a) Determine BN D.

Para qualquer x € Z, tem-se
rPcAsr?=1va’=4src{-1,1,2,2}
Logo B ={(-1,2),(1,4),(-2,1),(2,5)}. Entdo, atendendo a que
(Z\{4}) % (Z\ {1}) = {(a,b) € Zx Z|a £ 4 Ab £ 1},
tem-se BN D = {(—1,2),(1,4),(2,5)}.

(b) Determine P(C)\ P(A). Dé exemplo de um conjunto F tal que C € P(F)\ {F}.

Tem-se
P(C) ={0,{0}, {{4}},{0,{4}}}
P(A) = {0, {1}, {4}, {{9}} {1, 4}, {1, {9}}, {4, {9} }, {1, 4, {9} }},
logo

P(C)\P(A) = {{0}, {{4}}.{0, {4}}}.
Seja F' = {0, {4},2}. Ent3o

PE)\NAF}

{0,40}, {{4}}, {2}, {0,{4}},{0, 2}, {2,{4}}, {0, {4}, 2}} \ { F'}
{0, {03, {{4}}, {2}, {0, {43}, {0, 2}, {2, {4}}}

e C e P(F)\ {F}.

(c) Indique, sem justificar, U E,e ﬂ E,.

a€Rt a€RT
Tem-se U E, =]1,400] e m E, =]1,2].

a€Rt a€Rt

5. (a) Diga, justificando, se as afirmacées seguintes sdo verdadeiras para quaisquer conjuntos A, B
e C.



i. Se ANBCC, entao (A\C)N(B\C)=0.
A afirmacao é verdadeira.

No sentido de fazermos a prova por redugdo ao absurdo, admitamos que AN B C C e que
(ANC)YN(B\C) # 0. Uma vez que (A\ C)N(B\ C) # 0, existe um objeto = tal que
x € (A\C)n(B\C). Entdo, atendendo a que

re(A\NC)N(B\C) & (@cArzgC)N(xeBArxgC)
< (xeANzeB)Ax¢gC
& x€ANBAz g C,

conclui-se que x € ANBex &C, oque contradizANB CC.
Logo, se AN B C C, entdo (A\C)N(B\C) =0.

i. P(A)\P(B) CP(A\B).
A afirmacg3o ndo é verdadeira.

Contra-exemplo: Sejam A = {1,2} e B = {2,3}. Tem-se

P(AN\P(B) = {0,{1},{2}, {1,2}}\ {0, {2}, {3}, {2,3}} = {{1}, {1, 2}},
P(A\ B) = P({1}) = {0, {1}}.

Claramente, P(A) \ P(B) £ P(A\ B), pois {1,2} € P(A)\ P(B) e {1,2} £ P(A\ B).
(b) Sejam A, B e C conjuntos. Mostre que se A C B, entdo (Ax C)U((B\ A) xC)=BxC.
Tem-se

V(z,y), (2,y) € (Ax C)U((B\A) x C) (z,y) € (AXC)V (z,y) € (B\A) x C)

(xeAnyeC)V(ze (B\A)AyeO)
(xe AV(xeB\A)AyeC (distributividade)
(reAV(rxeBAxgA))Ayel

teeeo0Y

((x cAvVze B) AN (:L' €cAVzx Q A)) ANy € C' (distributividade)
(.Z‘ eAvVzeB)Ayel (elemento neutro da conjuncio)
reBAyel (+)

(*) =) Se “x € AV a € B" é uma proposicio verdadeira, entdo “z € BV x € B" é também uma
proposicdo verdadeira, pois A C B; logo x € B.

<) Se “x € B" é uma proposi¢cdo verdadeira, entdo “z € AV x € B" é também uma proposicio
verdadeira.

Assim,se AC B, (AxC)U((B\A)xC)=BxC.

6. Prove, por inducao nos naturais, que, para todo o natural n,
n+1 _ 1

IXxTO4+3xT 4+3xT?4+...+3x7" = 5

Dado n € N, representemos por p(n) o predicado “3x 70 +3 x TP +3 x 72+ ... +3 x 7" = %
(i) Base de indugdo (n=1): Para n =1, tem-se

2 _
3><70+3x71:24:7 5 1.

Logo p(1) é verdadeiro.

(i) Passo de indugdo: Seja k € N. Admitamos, por hipétese de indugdo, que p(k) é verdadeiro, i.e., que
7Rl
3XxT04+3x T +3xTP 4. +3xT" = 5

Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeiro, ou seja, que

TR

IxTO4+3xT +3x72+.. . +3x7F+3x 7! = 5



Da hipétese de inducdo segue que

IXTO4+3x T +3xT2+... +3x7F+3x 71 = %—i—i&x?k“
7R _14ex7ht!
7><7k+131

3
(AR

3

Logo, para todo k € N, se p(k) é verdadeiro, entdo p(k + 1) é verdadeiro.

De (i), (ii) e Pelo Principio de Indugdo em N, conclui-se que, para todo n € N, p(n) é verdadeiro.



