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Tépicos de Matematica

Proposta de resolugdo - 1° teste (15 de novembro de 2017) duracdo: 2 horas

1. Considere que as variaveis proposicionais p, ¢ e r representam as afirmacdes seguintes:

p: A Maria tem 20 valores no teste.
q: A Maria resolve todos os exercicios do livro.
r: A Maria é aprovada na disciplina de Tépicos de Matematica.

Recorrendo as variaveis anteriores, represente por férmulas do Calculo Proposicional as afirmacoes
Fy, F5 e F3 a seguir indicadas.

Fi: A Maria nao resolve todos os exercicios do livro, mas é aprovada na disciplina de Tépicos de
Matematica.

F5: A Maria nao tem 20 valores no teste sempre que nao resolve todos os exercicios do livro.

F5: A Maria é aprovada na disciplina de Tépicos de Matematica so se resolve todos os exercicios
do livro e se tem 20 valores no teste.

As frases Fy, F» e F3 sdo representadas, respetivamente, pelas férmulas

(mg) A7), ((mq) = (-p)) e (r—(pAg).

2. Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas, as afirmacoes seguintes.

(a) A formula (p — —g) A—(pV (g <> p)) tem valor légico verdadeiro sempre que p tem valor légico
falso.

Quando p tem valor légico falso, a varidvel proposicional ¢ pode ter valor I6gico verdadeiro ou falso.
Analisando estes dois casos, conclui-se que a férmula ¢ : (p — —g) A =(p V (¢ <> p)) ndo tem
necessariamente valor légico verdadeiro quando p tem valor légico falso.
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De facto, quando p e g s3o falsas, a férmula ¢ também ¢é falsa.
Logo, a afirmacgdo é falsa.
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(b) Se ¢ e 1 sdo férmulas proposicionais logicamente equivalentes, entdo —¢ — —(p V ¢)) é uma
tautologia.

Se ¢ e 1) sdo férmulas logicamente equivalentes, entdo ¢ <> ¢ é uma tautologia, pelo que as férmulas
© e 1 tém o mesmo valor l6gico (sdo ambas verdadeiras ou ambas falsas) para cada combinagdo de
valores ldgicos atribuidos as varidveis de ¢ e 1. Sendo assim, temos dois casos a considerar:

(1) ¢ e 9 tém valor légico 0;
(2) ¢ e ¥ tém valor ldgico 1.

Caso (1): Se ¢ e ¢ tém valor légico 0, entdo ¢ V 1) tem valor l8gico 0, pelo que (¢ V ¢)) tem valor
I6gico 1. Logo —¢ — —(p V 9)) tem valor ldgico 1.

Caso (2): Se ¢ e 1) tém valor I6gico 1, entdo —p tem valor légico 0, pelo que —p — = (¢ V ¢) tem
valor légico 1.

Atendendo a que a férmula —p — —(p V ©) tem sempre valor |égico 1, independentemente do valor
l6gico das varidveis que nela ocorrem, concluimos que esta férmula é uma tautologia.
Assim, a afirmacg3do é verdadeira.

3. Considerando que p representa a proposicao V,ca((3yca c =3+y) — (y <0Vy >2)),

(a) Diga, justificando, se p é verdadeira para:




(i) A={-5,-2,2,5};

A afirmac3o é verdadeira para A se, para cada z € A, a implicacdo
Gyeaz=3+y) > (y<0Vy=>2)

é verdadeira.

x = —5: Ndo existe y € A tal que x = 3 4y, pelo que a proposi¢do Jyca = = 3 + y é falsa.
Logo, a implicagdo (yeca =3+ y) — (y <0V y > 2) é verdadeira.

z = —2: Tem-se —2 = 3+ (—5) e —5 € A. Logo a proposicdo Iyca = = 3 + y é verdadeira.
Uma vez que —5 < 0, a proposicao y < 0V y > 2 também é verdadeira. Logo, a implicagao
(Fyea z=34+y) — (y <0V y > 2) é verdadeira.

x = 2: Ndo existe y € A tal que x = 3 +y, pelo que a proposi¢do Jyca = = 3 +y é falsa. Logo,
a implicagdo (Fyea =3 +y) = (y <0V y > 2) é verdadeira.

x =5 Tem-se 5 = 3+2e2 € A Logo a proposicdo Jyca z = 3 + y é verdadeira.
Uma vez que y > 2, a proposicao y < 0V y > 2 também é verdadeira. Logo, a implicagao
(Fyea z=34y) — (y <0V y > 2) é verdadeira.

Logo a proposicdo p é verdadeira para A.
(i) A={-5,-2,1,4,}.
A afirmacdo é verdadeira para A se, para cada z € A, a implicacdo
(Greaz=3+y) > (y<0VvVy=2)

é verdadeira.

Considerando © = 4 tem-se x = 3+ 1. Ent8o, uma vez que x =3+ 1e 1 € A, a proposicio
Jyca v = 3 +y é verdadeira. Porém, a proposicdo y < 0V y > 2 é falsa, pelo que a implicagdo
(Fyea z=34+y) = (y<0Vy>2)éfalsa.

Logo a proposi¢do p é falsa para A.

(b) Indique, sem recorrer ao conetivo negagdo, uma proposicao equivalente a —p.

P Jgea (Fyearz=3+yA(y>0Ay<2)).

4. Mostre que, para qualquer inteiro n, se (n + 1) nao é multiplo de 2, entdo 3n? + 6n — 3 nao é
multiplo de 6.

Sejam p(n) e g(n) os predicados

p(n): (n+1)? n3o é miltiplo de 2;
q(n): 3n? + 6n — 3 n3o é miltiplo de 6.

Pretendemos mostrar que a proposicdo V,en (p(n) — g(n)) é verdadeira. No sentido de fazer a prova por
reducdo ao absurdo, admitamos que existe n € N tal que (n + 1)? n3o é mdltiplo de 2 e 3n? + 6n — 3 é
miltiplo de 6. Uma vez que 3n? + 6n — 3 é mdiltiplo de 6, entdo existe k € N tal que 3n? 4 6n — 3 = 6k,
donde segue que 3(n + 1) — 6 = 6k. Logo (n+1)? = 2(k+ 1), com k+ 1 € N e, portanto, (n + 1) é
miltiplo de 2 (o que contradiz a hipétese de que (n + 1)? n3o é miltiplo de 2).

5. Considere os conjuntos
A=1{0,17,{5,8}}, B=1{1,2}, C={0,({528},1),{17,2},(0,2),(2,17)}, D={x€Z : 2]z|+1 € A}.
(a) Determine (A x B)NC.

Uma vez que
i Ax B ={(0,1),(0,2),(17,1),(17,2), ({5,8}, 1), ({5, 8}, 2)},

tem-se (A x B)NnC = {(0,2), ({5,8},1)}.



(b)

Dé exemplo de um conjunto F tal que ANP(E)#0 e D\ E=0.
Atendendo a que D ={z € Z : 2|z|+ 1 € A} e, para todo z € Z,

2z|+1€ A & 2z|+1=0V2ax|+1=17V2z|+1={5,8}
& ix)V(e=-8Ve=_8)Vi(zx)
& x=-8Vzx=_8.

tem-se D = {-8,8}.

Logo,
D\E=0seesése {—8,8} CE.

Por outro lado,
ANP(E) #0seesése {58} € P(E) se esése {538} CE.

Assim, £ = {—8,5,8} é exemplo de um conjunto tal que D\ E=0e ANP(E)#0 (ANP(E) =
{{5,8}}).

6. Diga, justificando, se cada uma das afirmagdes que se seguem é ou nao verdadeira para quaisquer
conjuntos A, B e C.

()

(AUB)xC=(AxC)U(BxCC).
A afirmag3do é verdadeira.

Ve (@,y) € (AUB) xC xe€(AUB) AyelC (
(xe AVzeB)AyelC (
(:L' c AN Yy € C) V (:L' e BAye€e C) (propriedade distributiva da conjuncio em relagio 3 disjungio)
(x,y) € AxCV (z,y) € BxC (
(z,y (

z,y) € (Ax C)U (B x C)

definicdo de produto cartesiano)

definicdo de uniio)

definicdo de produto cartesiano)

teeee

definicso de unido) -
Logo (AUB) x C=(AxC)U (B x ().

Se P(ANB) CP(C), entado ACCeBCC.

A afirmac3o é falsa.

Contra-exemplo: Sejam A = {1,2}, B = {1,3} e C = {1}. Entdo AN B = {1} e, claramente,
P(ANB) CP(C), pois P(ANB) = {0,{1}} = P(C). No entanto, A ¢ C (pois 2 € Ae 2 ¢ C).

Se AA\B=A\C, entao ANB=ANC.
A afirmacg3o é verdadeira.

Admitamos que A\ B = A\ C. Ent3o prova-se que ANB = ANC. De facto, se z é um objeto tal que
x € AN B, entdo © € ANz € B é uma proposicio verdadeira. Logo = ¢ A\ B. Consequentemente,
como A\ B=A\C, tem-se que ¢ A\ C, pelo que a proposicio & AV x € C é verdadeira. Mas
x ¢ A é uma proposicdo falsa e, portanto, x € C. Assim, x € AAx € C é uma proposi¢ao verdadeira,
pelo que x € ANC. Logo, AN B C ANC. De modo andlogo prova-se que ANC C AN B.

7. Prove, por inducao nos naturais, que, para todo o natural n,

3:-8+6-114+...+3n(3n+5)=3n(n+1)(n+3).

Dado n € N, seja p(n) o predicado

p(n):3-8+6-114+...+3n(Bn+5) =3n(n+1)(n+ 3).

Pretendemos mostrar que a proposicdo V,cn p(n) é verdadeira. A prova é feita por indugdo nos naturais.

(1) Base de indugdo (n = 1): Para n =1, tem-se

Bx1)xB3x145)=24=383x1)x(1+1)x(1+3),

pelo que p(1) é verdadeiro.

(2) Passo de indugdo: Seja k € N. Admitamos, por hipdtese de inducdo, que, p(k) é verdadeiro, isto ¢, que

3-846-11+...+3k(3k+5) = 3k(k+ 1)(k + 3).



Pretendemos mostrar que p(+1) é verdadeiro, ou seja, que
3:846-11+...43kBk+5)+3k+1)BE+1)+5)=3k+D((k+1)+1)((E+1)+3).
Ora, atendendo a que p(k) é verdadeiro, tem-se

3-8+6-11+...+3k(Bk+5)+3k+1)3B(k+1)+5) = 3k(k+1)(k+3)+3(k+1)3(k+1)+5)
3(k+1)[k(k+3)+ (3(k+ 1)+ 5)]

3(k + 1) (k? +6k—|—8)
(k+1)(k+
(k+1)(

3(k+1 2)(k + 4)
3(k + 1)((k+1) + D)((k+1) +3).

Logo,
VieN p(k) = p(k’ + 1).

De (1), (2) e do Principio de Indug3o para N, concluimos que, para todo n € N, p(n) é verdadeiro.

Cotagdes: 1. (15); 2. (1,75+15); 3. (1,75+1,5); 4. (2,0); 5. (1,5415); 6. (15+15+15); 7. (2,5).



