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nocoes basicas sobre cardinalidade de conjuntos

Conjuntos equipotentes

Sejam A e B conjuntos. Diz-se que A é equipotente a B, e escreve-se
A ~ B, se existe uma aplicacdo bijetiva f : A — B.

Exemplos.

1. {a1,as,a3,...,a,} ~{1,2,3,...,n};
2. Sea#bex#y, entdo, {a,b} ~ {x,y};
3. O (nico conjunto equipotente a () é o préprio (J;

4. N~2N={2n:neN}.
204



é bijetiva.

6. Sejam a,b,c,d € R com a < be c < d. Entdo, |a, b[ ~ ]c, d[
porque
f:la,bf — Jec,d|

d—c cb—da
x = bfax+ b—a

é bijetiva.
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7. 10,1 ~ 10,1
8 IASIAIJ 1‘3 IAZ (’l)

1/51/4 1/3 1/2

f:10,1] — 1]0,1]
. =5 sex=z(neN)
X caso contrario.
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Conjuntos finitos e conjuntos infinitos

Definicdo. Um conjunto diz-se infinito se é equipotente a pelo menos um
dos seus subconjuntos préprios, i.e., se

IXePA): X£AeA~X.

Um conjunto diz-se finito se ndo for infinito.
Exemplos.

1. N é infinito: 2N G N e N ~ 2N;

2. Dado n €N, {1,2,3,..., n} é finito;

3. (0 é finito;

4. R éinfinito: | - Z,3[SRe] - I, [~ R.

2’2
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Propriedades.

1. Se A é infinito e A ~ B, ent3o, B é infinito;
2. Se A é finito e A ~ B, entdo, B é finito;

3. Se A~ B entdo ou A e B sdo ambos finitos ou A e B s3o ambos
infinitos.

4. Se A é finito e n € N, ent3o,

A~{1,2,3,...,n} <= A={a1,a,...,a,}, onde a; # a; sempre que

i j.
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Cardinal de um conjunto

Sejam A, B e C conjuntos. Ent3o:

1. A é equipotente a si mesmmo;
2. Se A é equipotente a B ent3o B é equipotente a A;

3. Se A é equipotente a B e B é equipotente a C, entdo, A é
equipotentes a C.

Definicdo. Se A ~ B, diz-se que A e B tém o mesmo cardinal, e
escreve-se #A = #B.
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Se n3o existe uma aplicacdo bijetiva entre A e B, mas sim uma aplicacdo
injetiva de A em B, escreve-se A < B e diz-se que B tem uma
cardinalidade superior a de A.

Mostra-se que, dados dois conjuntos quaisquer A e B, apenas uma das 3
situagcOes seguintes se verifica:

A=< B ou B<A ou A~ B.

Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder. Sejam A e B conjuntos. Se
existe f : A — B injetiva e existe g : B — A injetiva, entdo existe
h: A — B bijetiva (i.e., A~ B).

Exemplo. ]0, 1] ~ [0, 1[ porque f :]0,1] — ]0, 1[, definida por f(x) = 3,
e g :]0,1[ — ]0,1], definida por g(x) = x, sdo aplicagdes injetivas.
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Teorema de Cantor. Seja A um conjunto. Entdo, A < P(A).

Demonstracdo. A aplicagdo A — P(A) definida por x — {x}, com
x € A, é claramente injetiva e n3o bijetiva.

Suponhamos, por reducdo ao absurdo que existe uma funcdo
f: A— P(A) bijetiva. Seja C ={ac A:a ¢ f(a)} € P(A). Entdo,
porque f é sobrejetiva, existe ¢ € A tal que f(c) = C. Ent3o,

ceCescégf(c)ecégC,

o que é um absurdo.
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S numeraveis e conjuntos nao num

Definicdo. Um conjunto A diz-se numeravel se A é equipotente a N.

Propriedades

e Se A e B s3ao numerdveis entdo AU B é numeravel.

e Se | é numeravel e, para cada i € I, A; é numerdvel, ent3o, UA,- é

i€l
numerdvel.
e Se A e B s3do numerdveis entdo A x B é numeravel.
e Se Ay, A, ..., A, é numeradvel, entdo, Ay X Ay X A3 X --- A, é

numerdvel.
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Exemplos.

1. N é numeravel - basta considerar a funcdo identidade;

2. 2N é numeravel - basta considerar a fungdo

f: N=2N
n+— 2n

3. Np é numerdvel - basta considerar a fun¢do

f: N — Ny )
n—n-—1"
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4. 7 é numerdvel - basta considerar a fungdo

f: N=Z
1—0
2—1
3 -1
42
5— =2

ou seja,

n—1 L7
— 5 S€ n e impar
f(n) = 2 )
se n é par



5. N x N é numeravel
(1,1)
(2,1)
1
(3,1)

(4,1)

f: NxN—=N

(n,m)— 2(n+m—2)(n+m—1)

6. Q é numeravel.

1 N VR N

(1,2)
(2,2)
(3,2)

(4,2)

N

(1,4)
(2.4)
(3,4)

(4,4)
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Definicao. Um ndmero real « diz-se algébrico se existe um polinémio de
coeficientes racionais do qual a é raiz. Caso contrério, o diz-se
transcendente.

Exemplos:

e Todos os racionais s3o reais algébricos;
V/2 é algébrico; x2 =2
V2 + /3 é algébrico; x4 —10x2+1

O nidmero de Champernowne, 0,1234567891011121314..., é
transcendente

e Os nimeros e e 7 s3o transcendentes;

N3o se sabe se e 4+ 7 é transcendente ou algébrico.
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Exemplos.

7. O conjunto dos niimeros algébricos é numeravel.
Um ndmero algébrico é raiz de um polinémio (de grau n) com n+ 1
coeficientes racionais. Como QQ é numeravel, o produto cartesiano de
n+ 1 conjuntos Q é numerdvel.

8. O intervalo real ]0,1[ ndo é numeravel
Se o intervalo fosse numeravel, podiamos listar todos os seus
elementos na forma:
0,an1a12a13 - -

0, ar1axaxz -

Mas, o niimero 0, by bobsb, - - -, onde b; # aj;, para todo i € N nao
aparece na lista.

9. R n3o é numeravel.

10. O conjunto dos niimeros transcendentes ndo é numerdvel.
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Temos que

Q ~ {ndmeros algébricos} < {ndmeros transcendentes} ~ R.

1. Se A é finito, identifica-se #A com o nimero de elementos de A.

2. #N =X (I&-se “alef zero");

3. #R = c (I&-se “continuo™).
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