relacoes de ordem parcial



Definicoes basicas

Definigdo. Seja A um conjunto.

Uma relagdo bindria R em A diz-se uma relacdo de ordem parcial em A
se R é reflexiva, antissimétrica e transitiva em A.

Se R é uma relagdo de ordem parcial em A diz-se que (A, R) é um
conjunto parcialmente ordenado ou, simplesmente, c.p.o.

Se ndo houver ambiguidade, referimo-nos ao c.p.o. (A, <) como o c.p.o.
A.

Um c.p.o. (A, <) diz-se finito se A é um conjunto com um ndmero finito

de elementos e diz-se vazio se A é vazio.
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Exemplos.
1. Sejam A={1,2,3,4} e
R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(1,4),(2,4),(3,4)}.

Entdo R é uma ordem parcial em A.

2. Sejam A={a,b,c,d,e} e
R =idaU{(a, b), (b, ), (c,d),(d,e)}

Ent3do R, apesar de ser reflexiva e antissimétrica, ndo é uma relagio
de ordem parcial em A, uma vez que ndo é transitiva
((a, b), (b,c) € R mas (a,¢) € R).

3. Seja A um conjunto qualquer. Ent3o, ids é uma relagdo de ordem
parcial em A e wa é uma relagao de ordem parcial em A se e sé se A

tem, no maximo, 1 elemento.
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. (R, <) é um c.p.o., onde < ¢ a rela¢do usual de menor ou igual a
considerada nos nlimeros reais.

. (N,]) é um c.p.o., onde | é a relagdo divide ou é divisor de definida
nos ndmeros naturais:

a|b&e3IxeN: b=xa.

. Seja A um conjunto qualquer. Ent3o, (P(A),C) é um c.p.o.
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Nota¢Ges. E costume representar uma relacdo de ordem parcial em A por
<4 ou simplesmente por <.

Sejam (A, <) um c.p.o. e a,b € A. Escrevemos

1. a < b se a estd relacionado com b;

(I&-se a é menor ou igual a b)
2.a>bseb<a;

(I&-se a é maior ou igual a b)
3. af bse~(a<b);

(I&-se a ndo é menor ou igual a b)
4. a} bse~(a>b);

(Ié-se a ndo é maior ou igual a b)
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=

a<bsea<bea#b

(Ié-se a é menor que b)
a>bseb<a;

(I&-se a é maior que b)
ak< bsea<be Ace A: a<c<b;

(lé-se a & coberto por b

ou a é sucedido por b)

a> bse bk a;

(Ié-se a cobre b ou a é sucessor de b)
alfbseagbebga

(Ié-se a e b sdo incompardveis)
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Diagrama de Hasse

Um c.p.o. finito e ndo vazio pode ser representado por um diagrama de
Hasse

1. Cada elemento a € A é representado por um ponto do plano:

®a

2. A proposicao a < b é representada por um segmento de reta de
extremos a e b, estando o ponto b representado “acima” do ponto a:

b b
Ia ou a/

3. A proposicao a < b é representada por uma linha poligonal
ascendente do ponto a ao ponto b.
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Exemplo 1. No conjunto A= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14}
considere-se a relacdo de ordem parcial definida por

x|y JkeN: y=kx.

O diagrama de Hasse deste c.p.o. é
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Exemplo 2. Seja A= {1,2,3}. O diagrama de Hasse do c.p.o.
(P(A),C) é
A

2,3}

{172}I |I | ;
{1} 3}

=
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ordem parcial induzida num subconjunto de um c.p.o.

Sejam (A, <) um c.p.o. e X C A

A relacdo <x definida em X por
x<xyex<y (x,y € X)

é uma relacdo de ordem parcial em X.

Definicdo. A ordem parcial <x diz-se a ordem parcial induzida por < em

X.
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Exemplo. Se A é o c.p.o. definido pelo diagrama de Hasse

e X ={1,2,3,12}, temos que (X,<x) é o c.p.o. de diagrama de Hasse
12
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Defini¢do. Sejam (A, <) um c.p.o. e <4 a relagdo bindria definida em A
por
x<gy<ey<x (x,y € A).

Ent3o, (A, <4) é um c.p.o., o qual se designa por c.p.o. dual de (A, <).

Exemplo. O dual de
d e
b c b c

Observagdo. Como (<4)4 =<, podemos concluir que o c.p.o. dual de
(A, <4) é o préprio c.p.o. (A, <).
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Elementos especiais de um c.p.o.

Definicdo. Sejam A um c.p.o. e X C A.

1. a € A diz-se um majorante de X se
Vxe X, x<a

Representa-se por Maj X o conjunto dos majorantes de X;

2. a € A diz-se um minorante de X se
Vxe X, x>a

Representa-se por Min X o conjunto dos minorantes de X;
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3. a € A diz-se um maximal de X se

acXeVxeX, x% a;

4. a € A diz-se um minimal de X se
aeXeVxeX, x<£ a;

5. a € A diz-se o supremo de X se

acMajX eVbeMajX, a<b.

Escreve-se a = sup X
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6. a € A diz-se o infimo de X se
aceMinXeVbeMinX, b<a.

Escreve-se a = inf X;

7. a € A diz-se o maximo de X se
aeXeVxeX, x<a.

Escreve-se a = max X;

8. a € A diz-se o minimo de X se
acXeVxeX, alx.

Escreve-se a = min X.
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Observagoes.

e Um subconjunto de um c.p.o. pode ndo admitir elementos especiais.
Por exemplo, no c.p.o. (R, <), onde < é a relagdo de ordem usual, o
préprio R ndo tem qualquer elemento especial listado.

e O supremo, o infimo, o0 maximo e o minimo de um subconjunto,
quando existem, sao Gnicos.

e S3o duais os conceitos de:
minimo /méximo
infimo /supremo
minimal /maximal
minorante /majorante
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Exemplo. Se A é o c.p.o. definido pelo diagrama de Hasse

e Se X ={2,4,6}, entdo
MinX = {1,2}  MajX={12}, infX =2,
sup X =12 max X n3o existe

e Se X ={2,3,4,6}, entdo
MinX = {1} MajX = {12}, inf X =1,
min X, max X n3o existem

min X = 2,

sup X =12,
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Algumas classes importantes de c.p.o.’s

| - Reticulados

Definicdo. Um c.p.o. (A, <) diz-se um reticulado se

Vx,y € Ada,be A: a=sup{x,y} e b=inf{x,y}.

Escreve-se a=xVyeb=xAyesex| y, nodiagrama de Hasse, temos

a=xVy

b=xAy

Se (A, <) é um reticulado e A é finito, entdo existe max A e min A.

Escrevemos maxA =1e minA = 0.
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Exemplos.

1. Seja A um conjunto um conjunto qualquer. Entdo, (A,ids) é um
reticulado se A tem, no maximo, um elemento.

2. Seja A um conjunto qualquer. Entdo, (P(A),C) é um reticulado.

3. Seja A=1{1,2,3,4,5,6} o c.p.o. definido pelo diagrama de Hasse

6
4 5 Ent3o, A n3ao é um reticulado,
ja que ndo existe, por exemplo,
2 3 sup{2,3}.
1
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Il - Cadeias ou Conjuntos Totalmente Ordenados

Defini¢cdo. Um c.p.o. (A, <) diz-se uma cadeia ou um conjunto
totalmente ordenado se

Vx,y € A, x<y ou y<x.

Exemplos.

1. Seja A um conjunto um conjunto qualquer. Ent3o, (A,ida) é uma
cadeia se A tem, no maximo, um elemento.

2. (N,<) e (R, <) s&o cadeias.

3. ({2": n € N}, |) é uma cadeia.
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Definicdo. Seja (A, <) um c.p.o.. Diz-se que X € A é uma cadeia de A
se 0 c.p.o. (X, <x) é um conjunto totalmente ordenado.

Uma cadeia de A com n de elementos (n € N) pode ser representada por
X1 < xp < x3<---< Xp, onde xq, X3, ..., X, € A. Diz-se que esta é uma
cadeia finita de comprimento n — 1.

Se o conjunto dos comprimentos de todas as cadeias de um c.p.o.
admitir um maximo k, diz-se que o c.p.o. tem comprimento k.

Sea, b€ Aea< buma cadeia de a a b é uma cadeia de A em que aéo
elemento minimo e b é o elemento maximo.

Uma cadeia maximal de a a b é uma cadeia de a a b que n3o esteja
contida noutra cadeia de a a b.
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Defini¢do. Seja (A, <) um c.p.o.. Diz-se que X € A é uma anticadeia de
A se <x=idy, ou seja,

Vx,y €A, x#£y=x|y.

Se X é uma anticadeia de A com n de elementos (n € N) diz-se que X
tem largura n.

Se o conjunto das larguras de todas as anticadeias de um c.p.o. admitir
um maximo k, diz-se que o c.p.o. tem largura k.
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Exemplo. Seja A o c.p.o. definido pelo diagrama de Hasse

Entdo,

1. As cadeias de A de maior comprimento tém comprimento 3:
1<2<4<12. Logo, A tem comprimento 3;

2. As anticadeias de maior largura tém largura 7: {8,12,9,5,7,11,13}.
Logo, A tem largura 7.
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Lema de Zorn

Seja A um c.p.o. no qual qualquer cadeia admite um majorante. Ent3o,
A tem um elemento maximal.

Axioma da Escolha
Seja F = {S; : i € I} uma familia ndo vazia de conjuntos n3o vazios.
Ent3o, existe uma funcdo
f:F—JS
icl

tal que 7(S;) € S;, para todo / € /.

A esta funcdo chama-se fun¢do de escolha, ja que escolhe um Unico
elemento f(S;) de cada conjunto S;.

196



111 - Conjuntos Bem Ordenados

Um c.p.o. (A, <) diz-se um conjunto bem ordenado ou c.b.o. se cada
subconjunto ndo vazio de A admite elemento minimo. Se (A, <) é um
c.b.o., a ordem < diz-se uma boa ordenagdo de A.

Exemplos.
1. O conjunto A={1,2,3,4,5}, ordenado com a ordem parcial usual,

é um c.b.o.;

2. O c.p.o. (R,<) ndo é um c.b.o.. Por exemplo, | — 1, 1[ ndo admite
elemento minimo.

3. O conjunto parcialmente ordenado N é bem ordenado. Principio da
Boa Ordenacao de N.
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Observagoes.

1. Todo o c.b.o. é uma cadeia, mas nem toda a cadeia é um c.b.o..

2. Eo Principio da Boa Ordenacdo de N que justifica o Principio de
Inducdo Matemitica.
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Aplicacoes entre c.p.o.’s

Defini¢do. Sejam (A, <) e (B,<g) c.p.0.'se ¢ : A— B uma aplicagio.
Diz-se que ¢ é uma aplicacdo isétona ou uma aplicacdo que preserva a
ordem se

Vx,y € A, x<ay = p(x) <g ¢(y).
Exemplo. Sejam A= {x,y,z} e B={1,2,3} os c.p.o.'s definidos pelos
Diagramas de Hasse

y

-/\- C
X z b

A aplicagdo f : A — B definida por f(x) = a, f(y) =ce f(z) = b é uma
aplicag¢ao bijetiva isétona.

199



Defini¢do. Sejam (A, <a) e (B,<pg) c.p.0.'s ¢ : A — B uma aplicagdo.
Diz-se que ¢ é um mergulho isétono se

VX,_)/ S A7 X SA}’@ @(X) SB SO(y)

Exemplo. Sejam A= {x,y,z} e B={1,2,3} os c.p.o.'s definidos pelos
Diagramas de Hasse

y
/'\ ‘
X z b
a
A aplicagdo f : A — B definida por f( ) = ( )=cef(z) =bndoé
um mergulho isétono, pois f(x) =a < b= f(z) e x £ z.

200



Observacoes.

1. Um mergulho isétono é sempre uma aplicacdo injetiva.

De facto, se f : A — B é um mergulho isétono, entdo, para x,y € A,

fF(x)=f(y) = fx) <) A F(y) < fly) o x<yAy<x&x=y.

2. Ainversa de uma aplicacdo bijetiva e isétona n3o é necessariamente
uma aplicacdo isétona.

3. Ainversa de um mergulho isétono, quando existe, é uma aplicagao
isétona.
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Definicdo. Sejam (A, <a) e (B,<g) c.p.o.'s ¢ : A — B uma aplicacio.
Diz-se que ¢ é um isomorfismo de ordem de A sobre B se ¢ é uma

aplicacdo bijetiva e isétona tal que ¢! : B — A é uma aplicacdo isétona.

Se p é um isomorfismo de ordem de A sobre B, entdo, go_l é um
isomorfismo de ordem de B sobre A. Assim, diz-se que A e B sdo

isomorfos e escreve-se A ~ B.

Teorema. Sejam (A, <a) e (B,<p) c.p.o.'s ¢ : A— B uma aplicaggo.
Ent3o, ¢ é um isomorfismo de ordem de A sobre B se e s6 se ¢ é um
mergulho de ordem sobrejetivo.

Se ¢ é um isomorfismo de ordem de A sobre B e A e B s3o finitos, entdo
os diagramas de Hasse dos dois c.p.o.'s sdo iguais.
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Exemplo. Os reticulados Ms = {0,1,a,b,c} e Ns = {0,1,x,y,z}
definidos pelos Diagramas de Hasse

1 1

nao s3o isomorfos.
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