relacoes de equivaléncia



Relacoes binarias num conjunto

Definicdes basicas

Seja A um conjunto. Representa-se por R(A) o conjunto das relagdes
binarias em A, ou seja
R(A) =P(Ax A).

Dadas R,S € R(A), temos que

R, RNS,RUS,SoR,S\R € R(A).

Mais ainda,
0,ida, wa € R(A).
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Propriedades. Entre todas as relagbes bindrias num conjunto A,
destacam-se as que satisfazem algumas das seguintes propriedades.

Sejam A um conjunto e R € R(A). Diz-se que:
1. R é reflexiva em A se
Vac A aRa (i.e., ida C R);
2. R é simétrica em A se
Va,be A, aRb=bRa (i.e., R7' =R);
3. R é transitiva em A se
Va,b,ce A, aRb AN bRc=aRc (i.e., RoR C R);

4. R é antissimétrica em A se

Va,bc A, aRb AN bRa=b=a (i.e., R"*NR Cidy);
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Exemplos. Seja A um conjunto qualquer. Ent3o,

1. A relacdo idy4 é reflexiva, simétrica, transitiva e antissimétrica em A.

s

2. A relacdo wp é reflexiva, simétrica e transitiva em A.
A relacdo wp é antissimétrica em A se e s6 se A tem no maximo um

elemento.

3. A relacio ) é simétrica, transitiva e antissimétrica em A.
A relacio ) é reflexiva em A se e sé se A= ().
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Exemplos. Seja A ={1,2,3,4}. Os exemplos seguintes mostram que as
4 propriedades s3o independentes.

1. R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3),(2,1)}
Ry é reflexiva;

Ry é n3o simétrica ((2,3) e R1 e (3,2) € Ru);
R € n&o transitiva ((1,2),(2,3) € R1 e (1,3) € Ry);
Ry é ndo antissimétrica ((2,1),(1,2) e Ry e 2 #1);

2. k= {(17 2)7 (27 1)7 (3, 3)7 (47 4)}

R, é n3o reflexiva (leAe(1,1) ¢ R);

R, é simétrica;

R, é ndo transitiva ((1,2),(2,1) € Ro e (1,1) € Ry);
R, é n3o antissimétrica ((2,1),(1,2) e R e 2 #1);
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3. R3= {(17 1)v (172)7 (2a 1)’ (27 2)a (3’ 2)7 (3a 1)}

R € n&o reflexiva; (3€Ae(3,3) ¢ Rs);

R3 é ndo simétrica ((3,2) e Rs e (2,3) € R3);

R3 é transitiva

R3 é n3o antissimétrica ((2,1),(1,2) e Rz e 2 #1);

. Ry = {(172)5 (17 1)7 (253)}

Ry é n&o reflexiva (3€Ae(3,3) ¢ Ra);
R4 é ndo simétrica ((1,2) € Ry e (2,1) &€ Ra);
R4 é n3o transitiva ((1,2),(2,3) € Ry e (1,3) & Ra);

R4 é antissimétrica
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Relacoes de equivaléncia

Definicdo. Seja A um conjunto. Uma rela¢do bindria R em A diz-se uma
relacao de equivaléncia em A se R ¢ reflexiva, simétrica e transitiva em
A.

Exemplos.
1. Seja
A = {x: x é aluno de Tépicos de Matemdtica em 2017,/2018}.
Entdo, a relacdo R definida em A por
X Ry < xeytém a mesma idade,

é uma relacdo de equivaléncia em A.

2. Seja A um conjunto qualquer. As relacbes ids e wa sdo relacdes de
equivaléncia em A.
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3. Sejam A={1,2,3,4,5} e

R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}.

Entdo, R é uma relagdo de equivaléncia em A pois é
(a) reflexiva: ida = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)} C R;

(b) simétrica: R™! =
{(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5,5), (2,1),(1,2), (4,3), (3,4)} = R;

(c) transitiva: RoR =
{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(2,1),(1,2),(4,3),(3,4)} C R.
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4. Seja m € Z. Entdo, a relacdo R, definida em Z por
X Ry, y < os restos das divisOes inteiras de x e y por m sdo iguais,

é uma relacdo de equivaléncia em Z, designada por relacao de
congruéncia médulo m.
E costume escrever-se x = y( mod m) em vez de x R, y.

5. A relagdo = ( mod 3) é uma relagdo de equivaléncia em Z.

Os inteiros x e y estdo em relagdo se os restos das divisdes de x e y
por 3 sdo iguais.
Temos entdo que x = 3k + r e y = 3k’ + r para alguns k, k' € Z,
pelo que

y —x=3(k—k),

ou seja, y — x é um multiplo de 3.
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6. Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma fun¢do. A relagdo bindria

definida em A por
x Re y < f(x) =1f(y)

é uma relacdo de equivaléncia em A.
De facto, Ry é:
(a) reflexiva: Vx € A, f(x) = f(x);

(b) simétrica: Vx,y € A, f(x) = f(y) = f(y) = f(x);

(c) transitiva:
Vx,y,z €A, (f(x)=F(y) A f(y) =1f(2)) = f(x) =f(2).
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Classes de equivaléncia

Definigdo. Seja A um conjunto. Se R é uma relagdo de equivaléncia em
A e x € A, chama-se classe de equivaléncia de x na relacao R, e
representa-se por [x]g ou Ry, ao conjunto

Xlr={y€A:x Ry}

Ao conjunto {[x]r : x € A} chama-se conjunto quociente de A por R
e representa-se por A/R.

Exemplos.
1. Seja A# (). Para x € A, temos que
[Xlia, ={y € A:y ida x} ={y € Aty =x} ={x}
e, portanto,

Alida = {{x} : x € A}. o



2. Seja A # (). Para x € A, temos que
Xlo,={y €A:ywax}=A
e, portanto,
Alwa = {A}.
3. Sejam A={1,2,3,4} ¢
R=1{(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(3,3),(4,4)}. Entdo,
Mr=A{12t =[]z, Blr={3}, [4r={4}.
Assim, temos que A/R = {{1,2}, {3}, {4}}.
4. Sejam A={1,2,3,4,5} e
R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (5,5), (1,2),(2,1), (3,4), (4, 3)}.
Entao,
[l]r = {1,2} = 2], [Blr = {3,4} = [4]r, [5]r = {5}.
Assim, temos que A/R = {{1,2},{3,4},{5}}.
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Propriedades das classes de equivaléncia

Teorema. Sejam A um conjunto ndo vazio e R uma relagdo de
equivaléncia em A. Entao,

1. Vx € A x € [x]r (e, portanto, [x]g # 0);
2. ¥x,y €A, (v € [X]r & [x]r = [Y]r):
3. Vx,y €A, (XIrNY]r # 0 = [x]r = [y]r):
4. | JKr=A
xX€EA
Demonstracao.

1. Como R é reflexiva, temos que, para todo x € A, x R x. Logo, por
defini¢do de [x]g, temos que x € [x]g.

2. Suponhamos que [x]g = [y]r. Queremos provar que y € [x]r.
De (1), temos que y € [y]g, pelo que y € [x]g.
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Suponhamos que y € [x]g. Queremos provar que [x]r = [y]r-
De y € [x]r temos que x R y. Como R é simétrica, concluimos que

v R x. Entdo,
a€lylr
e
ac [X]R

Logo, [x]r = [y]&.

<y Ra
=xRa
< ac[xr

& xRa
=y Ra
< aclyr

[x R y e R é transitiva]

[y R x e R é transitiva]
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3. Sejam x,y € A tais que [x]g N [y]r # 0. Entdo, existe a € A tal que

x Raey R a. Como R é simétrica e transitiva, concluimos que
y R x e, por (2), que [x]r = [y]r-

. A inclusdo U [x]r C A é bbvia porque [x]g C A, para todo x € A.
XEA
Provemos a inclusdo contraria:

xEA=>x€Exlg=x€ U[X]R

XEA
e, portanto,
Ac (-
XEA
Logo,
Uxlr=A

XEA
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Definicdo. Seja A um conjunto n3o vazio. Chama-se particao de A a
qualquer conjunto P de conjuntos tais que:

1. VX eP, 04X CA;
2.YX,YEP, XAY =XNY =0;

3. UX:A.

XeP

Observacdo. Das 3 condicdes, podemos concluir que

VxeA FXeP: xeX.
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Exemplo 1. Sejam A ={1,2,3,4,5,6,7} e
P ={{1,3,5},{4},{2,6,7}}.

Ent3o, P é uma particdo de A pois

(a) Os 3 elementos de P sdo subconjuntos ndo vazios de A;
(b) Os 3 elementos de P s&o disjuntos 2 a 2;

(c) {1,3,5}U{4}U{2,6,7} = A,
A

particdo P de A pode ser representada pelo diagrama de Venn

167



Exemplo 2. Sejam A=7Z e P = {Xp, X1, X2}, onde
Xo={3n:neZ}

X1={3n+1:neZ}

X, ={3n+2:neZ}.

Ent3o, P é uma particdo de A.

Exemplo 3. Sejam A=R e

P ={]—o0,-3],] —3,2[,[2,6],]6, +oc[}

Ent3o, P é uma particao de A.
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Particoes e relacoes de equivaléncia

As propriedades que as classes de equivaléncia definidas por uma rela¢ao
de equivaléncia satisfazem provam o seguinte resultado:

Teorema. Sejam A um conjunto n3o vazio e R uma relagcdo de
equivaléncia em A. Entdo, A/R é uma particdo de A.

Exemplo. Sejam A= {1,2,3,4,5,6} e
R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (5,5), (6,6),
(1,2),(2,1),(4,5),(5,4),(4,6),(6,4), (5,6),(6,5)}
. Ent3o, R é uma relagdo de equivaléncia em A e
A/R = {{1,2},{3},{4,5,6}}

é uma particao de A.
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O reciproco do teorema anterior também ¢é vdlido, i.e., cada particdo
também define uma relagcdo de equivaléncia.

Teorema. Sejam A um conjunto n3o vazio e P uma particdo de A. Seja
Rp a relagao binaria definida em A por

xRpy<=3IXeP: {xy} CX.

Entdo, Rp é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstracao. Temos de provar que Rp é

1. Reflexiva;
2. Simétrica;

3. Transitiva.
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1. Seja x € A. Entdo, como U X = A, temos que existe X € P tal

XeP
que x € X. Assim, {x} C X e, portanto, x Rp x. Logo, Rp é

reflexiva.

2. Sejam x,y € A tais que x Rp y. Entdo, existe X € P tal que
{x,y} C X. Assim, {y,x} C X e, portanto, y Rp x. Logo, Rp é
simétrica.

3. Sejam x,y,z € Atais que x Rp y e y Rp z. Entdo, existem
X1,X> € P tais que {x,y} C X; e {y,z} C Xp. Assim, X; N X5 # ()
e, portanto, como P é uma particao de A, X; = X5. Entdo,
{x,z} C X e, portanto, x Rp z. Logo, Rp é transitiva. O
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Observagdo. Sendo P = {X1, Xz, ..., X, }, entdo,

Rp:wX1wa2U---Uan.

Exemplo 1. Sejam A={1,2,3,4,5,6} e P = {{1,2,3},{4,6},{5}}
uma particao de A. Entdo,

R={(1,1),(2,2),(3,3).(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3).(3,2),
(4,4),(6,6),(4,6),(6,4), (5,5)}

Exemplo 2. Sejam A=7 e P = {Xp, X1, X2}, onde
Xo={3n:neZ}, X1={3n+1:n€Z}, Xo ={3n+2:necZ}.

Entao

x Rpy <= x=y( mod 3).
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Conclus3o. Seja A um conjunto n3o vazio. Entdo, se £(A) representar o
conjunto das relagdes de equivaléncia em A, temos que

R € E(A) = A/R particio = Ra g € E(A).

R = Ra/r

P particdo = Rp € £(A) = A/Rp particio.

P =A/Rp
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