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Cardinalidade de conjuntos

Dizemos que dois conjuntos A e B

sao equipotentes e escrevemos A ~ B,

ou que tém o mesmo cardinal e escrevemos |A| = |B| (ou #A = #B),
se existir uma bijecao f: A — B.

Ex.
» {m,0, -1} ~ {1,2, 3} porque, por exemplo,
f:{n,0,-1} — {1,2,3}
s > 1 € uma funcao bijetiva.
0] - 3
-1 - 2

» {m,2n} » {1,2, 3} porque ndo existe nenhuma funcao
sobrejetiva {m, 2n} — {1,2, 3}
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Outros exemplos

» Consideremos o conjunto S = {n? |ne N} ¢ N.
N~S, pois f:N — S éuma funcio bijetiva.
n = n2

(Galileu, 1638)

» No~N,pois f:Ng — N €uma funcao bijetiva.

n — n+1
» N~Z,pois f:N — Z
n P
5 senépar
n n+1 a7
- senelmpar

€ uma funcao bijetiva.
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Sejam A, B e C conjuntos.
1. A~A
2. Se A~ B, entao B~ A.
3. SeA~BeB~C entaioA~C.

(Como ja vimos que Ng ~ N e N ~ Z, podemos afirmar que Z ~ Np.)

Seja A um conjunto.

» A diz-se finitose A=@ ou A~ {x e N|1<x <n}, para algum
neN.

» A diz-se infinito se nao é finito.
» A diz-se infinito numeravel se A ~ N.

» A diz-se numeravel se A é finito ou infinito numeravel.
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Sejam n, m nimeros naturais; se n # m, entao
{xeN|1<x<n}+{xeN|1<x<m}

Dado um conjunto A, o que sera o cardinal de A
(que se representa por |A| ou #A)?
» |@|=0
» Se A for um conjunto finito ndo vazio, |A| € o Gnico n € N tal
que A~{xeN|1<x<n}
» IN|=Ng (le-se “alefe-zero”)
> 2

{m, 0, -1} é finito e |{m, 0, —1}| = 3.

Z é infinito numeravel, logo |Z| = No
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Q é também infinito numeravel:

Ordene-se todas as fracoes positivas como indicado abaixo,
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cancelando as fracées que
representem nameros repetidos
(por exemplo, % = % ou % = %);
teremos uma sucessao (gn)nen
G =1q=2qs=12q =%
qs = 3;...)

que percorrera todo o conjunto Q*
sem repeticao.

sera bijetiva.

sen>0
sen=0
sen<O0
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N, Z e Q sdo conjuntos infinitos numeraveis.

Havera conjuntos infinitos ndo numeraveis?

Sim. R € infinito ndo numeravel (Georg Cantor, 1874, 1891):

Seja f : N — R uma funcao; para cada n € N, consideremos a

expansao decimal de f(n) (sem sequéncias finais de 9s):
f(n) = aj,afajalay . ..

(a’a € Z e, para cada i, a? €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};

além disso, por exemplo, usamos 1,0000. .. e ndao 0,9999..

1 sea=0

Para cada i, seja b; = : ;
ara cada i, seja b; {O sl %0

consideremos o nimero b = 0,b1b, b3 by . ..

)
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Temos
f(1)=al,alal ala!
0% 9434 .-
2
f(2) = a%,a%azag aﬁ ..
— 3 4343433
f(3) = ag,a;aja3qa; . ..
I
f(4) = ay,afaya3qa;, ...

b =0,bibybsby ...
b#f(1); b#£(2); b#f(3); b#Ff(4); ...
Logo b ¢ CDom(f) e portanto f nao & sobrejetiva.

(Esta & a demonstracao diagonal de Cantor.)

Além disto, prova-se que R ~ P(N).
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Se existir uma funcao injetiva f : A — B, escreve-se |A| < |B|.

Se |A| < |B| e A + B (isto &, |A| # |B|), escreve-se |A| < |B|.

Sejam A e B conjuntos.
> A+ P(A)
> Al < |P(A)
» Se A é finito, |P(A)| = 2
» Se A e B sdo finitos, |A X B| = |A| X |B|
» Se A é infinito, A~ AXA

Sejam A, B e C conjuntos.
> Al < |A|
> Se |A| < |B| e |B| < |A|, entdo |A| = |B|
(Teorema de Schréder-Bernstein)
» Se |A| < |B| e |B| < |C|, entdo |A| < |C|



