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O “tamanho” de um conjunto finito pode ser facilmente “medido”. Intuitivamente, di-
zemos que o “tamanho” do conjunto A = {1,2,3,...,50} é 50, uma vez que A tem 50
elementos, e que os conjuntos B = {a,b,c,d} e C = {3,6,9,12} tém “tamanho” 4. Com-
paramos estes conjuntos, dizendo que os conjuntos B e C' tém o mesmo “tamanho” e que o
conjunto A é "maior” do que os conjuntos B e C. Mas o que dizer a respeito de conjuntos
infinitos? Serd que faz sentido falar no “tamanho” de conjuntos infinitos? Se sim, serd que os
conjuntos infinitos tém todos o mesmo “tamanho”? Georg Cantor foi o primeiro matematico
a desenvolver um estudo mais aprofundado sobre esta questdo e estabeleceu uma forma de
“medir”’ os conjuntos, comecando por observar que dois conjuntos tém o mesmo “tamanho”
caso exista uma bijecdo entre os mesmos. Depois de definir um processo para determinar
se dois conjuntos infinitos tém o mesmo “tamanho”, Georg Cantor mostrou que o conjunto
@ dos nidmeros racionais tem o mesmo “tamanho” que o conjunto N dos ndmeros natu-
rais. Na sequéncia desta descoberta, Georg Cantor conjeturou que o conjunto R dos niimeros
reais também teria 0 mesmo “tamanho” que o conjunto dos niimeros naturais. Porém, esta
conjetura ndo se confirmou, tendo Georg Cantor provado que o conjunto dos nimeros reais é
“maior” que o conjunto dos nlimeros naturais.

Neste capitulo apresentam-se alguns dos conceitos e dos resultados estabelecidos por Georg
Cantor e que permitem comparar o “tamanho” de conjuntos.

6.1 Conjuntos equipotentes

Definicao 6.1. Sejam A e B conjuntos. Diz-se que A é equipotente a B, e escreve-se
A «~ B, se existe uma aplicacdo bijetiva f : A — B. Caso A ndo seja equiptotente a B,
escreve-se A = B.

Exemplo 6.1.
(1) Os conjuntos A = {1,2,...,n} e B = {a1,az,...,a,}, com a; # a; se i # j, sdo
equipotentes, uma vez que a aplicagio f : A — B tal que f(i) = a;, para todo

i€{1,2,...,n}, é uma bijecio.

(2) Seja 2N o conjunto dos nimeros naturais pares. A aplicacio h : N — 2N tal que
h(n) = 2n, para todon € N, é uma bijecdo. Logo N -~ 2N.
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(3) Os conjuntos N e Z sdo equipotentes, pois a aplicagdo f : N — 7 definida por

z sen € par
f(n)Z{ ? ;

%‘H, sen é impar

€ uma bijec3o.

(4) As fungées f : [0,1] —]0,1[, g : [0,1[—]0,1[ e h :]0, 1] —]0, 1] definidas por

%, sex=0
flx) = HLH, sex =1, paraalgumn e N

x se:v;éOe:c#%, para todon € N

(

%, sex =0
g(x) = n+r17 sex =1, para algumn € N

x, sew;éOew;é%, para todon € N
e

%H, sex:%, para algum n € N
h(z) = |

T, sex # :, para todon € N

sdo bijetivas, pelo que [0,1] |0, 1], [0, 1[-~]0, 1] e ]O, 1] -~]O, 1].

(5) Sejam a,b,c,d € R tais que a < b e c < d. A aplicagdo g : [a,b] — [c,d] definida, para
todo x € [a,b], por
(z) = d_c(x—a)+c
g - b —a )

€ uma bijecdo. Assim, [a,b] «~ [c,d]. De forma similar prova-se que la,b[]c,d],
la,b] ~e,d] e [a,b[- [c,d].

(6) Dados a,b € R tais que a < b, tem-se R «|a,b[. De facto, da alinea (5) sabe-se que
la,b[«] —1,1] e, além disso, R «~] — 1,1], pois a aplicacdo f : R —| — 1, 1] definida por
sex >0

sex <0

m2
11,2
(@) ={ e
T+a?
é bijetiva.

(7) O dnico conjunto equipotente ao conjunto vazio € o conjunto vazio.

(8) Para cada conjunto A, o conjunto P(A) das partes de A € equipotente ao conjunto
{0,1}4 das aplicacées de A em {0,1}. De facto, a aplicacio x : P(A) — {0,1}4
definida por x(B) = xp, onde xp : A — {0,1} € a aplicacdo definida por

() 1 sexeB
XB\T) = )
0 sexecA\B

€ bijetiva.



Nos resultados seguintes estabelecem-se algumas propriedades bésicas a respeito da equi-
poténcia de conjuntos.

Lema 6.2. Sejam A, B, C conjuntos. Entdo
(1) A A.
(2) Se A ~ B, entdo B «~ A.
(3) Se Av~BeB«C, entdio A C.
Demonstracdo. (1) A aplicagdo id4 : A — A é uma bijecdo. Logo A « A.

(2) Se A « B, entdo existe uma aplicagdo bijetiva f : A — B. Sendo f uma aplica¢do
bijetiva, f é invertivel e a sua inversa f~1: B — A é também uma aplicacio bijetiva. Logo
B A.

(3) Se A~ B e B« C, entdo existem aplica¢des bijetivas f : A — Beg: B— C. Uma vez
que f e g sdo bijetivas, a aplicagio go f : A — C é também bijetiva. Portanto A ~C. U

Observe-se que, para quaisquer conjuntos A e B, se A« B, também se tem B « A, pelo
que se pode dizer apenas que os conjuntos A e B sdo equipotentes.

No resultado anterior podemos também observar que sdo estabelecidas para a equipoténcia
propriedades andlogas as de uma relagdo de equivaléncia. Porém, n3o podemos afirmar que «
é uma relacdo de equivaléncia, pois uma relagcdo de equivaléncia estd definida num conjunto e
a colecdo de todos os conjuntos ndo é um conjunto.

Lema 6.3. Sejam A, B, C, D conjuntos tais que A ~ B e C «~ D. Entdo
(1)) AxC <~ BxD.
(2) Se A e C s3o disjuntos e B e D s3o disjuntos, entio AUC ~ BU D.

Demonstracdo. Uma vez que A «~ B e C' «~ D podemos escolher fungdes bijetivas f : A — B
eg:C—D.

(1) No sentido de provar que A x C'«~ B x D, consideremos a fun¢do

h:AxC — BxD
(a.c) — (f(a).g(c)

A fungdo h estd bem definida, pois, para qualquer (a,c) € AxC, tem-se (f(a),g(c)) € Bx D,
uma vez que f e g sdo fungdes bem definidas. Além disso, para quaisquer (ai,c1),
(az,c2) € Ax C, se (a1,c1) = (az,c2), segue que a1 = ap e ¢c1 = ¢y, pelo que f(a1) = f(az)
e g(c1) = g(cz), uma vez que f e g sdo fungdes bem definidas; portanto, h(a1,c1) = h(az, c2).
Também se verifica facilmente que h é bijetiva. De facto, para quaisquer (ai,c1),
(az,c2) € A x C, se h(ai,c1) = h(az,cp), tem-se (f(a1),9(c1)) = (f(az2),9(c2)), donde
f(a1) = f(az) e g(c1) = g(c2) e, uma vez que f e g sdo injetivas, resulta que a; = ay e
c1 = ¢p; assim, (a1,c1) = (az,¢2). Logo h é injetiva. No sentido de provar que h é sobre-
jetiva, consideremos (b,d) € B x D. Uma vez que f e g sdo sobrejetivas, existem a € A

82



e ¢ € C tais que f(a) = b e g(c) = d. Por conseguinte, existe (a,c) € A x C tal que
h(a,c) = (f(a),g(c)) = (b,d). Logo h é sobrejetiva.

(2) Fica ao cuidado do leitor a verificagdo de que a aplicagdo h : AUC — B U D, definida

por
h(x):{f(x) sexe A ’
g(z) sexelC

é bijetiva. O

Teorema 6.4. (Cantor) Para qualquer conjunto A, A ~ P(A).

Demonstracdo. Pretendemos mostrar que qualquer que seja a fungdo f: A — P(A), f ndo é
uma bijecdo. Nesse sentido, vamos mostrar que qualquer que seja a fungdo f : A — P(A),
f ndo é sobrejetiva, isto é, mostramos que, para toda a fungdo f : A — P(A), existe um
conjunto D € P(A) tal que D & Imf. De facto, dada uma fungdo f : A — P(A), podemos
considerar o conjunto

D={zecAlz¢[f(x)}
e D & Imf, uma vez que D € P(A) e, por defini¢do de D,

Vee A, (xeD e xd f(x)),

pelo que
Ve e A, D # f(x).

6.2 Conjuntos finitos e infinitos

Definicdao 6.5. Um conjunto A diz-se infinito se é equipotente a uma sua parte prépria, i.e.,
se existe A" G A tal que A~ A’. Um conjunto A diz-se finito se A ndo € infinito.

Exemplo 6.2.
(1) O conjunto N € infinito, pois € equipotente & sua parte propria 2N.
(2) O conjunto R € infinito, pois € equipotente ao intervalo] — 1,1 e] — 1,1 S R.

(3) O conjunto {a,b}, com a # b, € finito, pois os seus subconjuntos proprios sdo (), {a} e
{b} e nenhum deles é equipotente a {a,b}.

(4) O € finito, pois () ndo tem subconjuntos prdprios.

Teorema 6.6. Sejam A e B conjuntos.
(1) Se A € infinito e B «~ A, entdo B € infinito.

(2) Se A € finito e B «~ A, entdo B € finito.
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Demonstracdo. (1) Uma vez que A é infinito, existe um subconjunto préprio A’ de A tal que
A A Sejam f: A— A’ e g: B — A bijecdes. Seja B’ = g71(A4’). Comog™'1:A— Bé
uma bijecio, entdo B’ é um subconjunto préprio de B. Além disso, a aplicacio h: B — B/,
definida por h(b) = g~1(f(g(b))), para todo b € B, é uma bijecdo. Logo B é infinito.

(2) Consequéncia imediata de (1). O

Teorema 6.7. Sejam A e B conjuntos.
(1) Se A € infinito e A C B, entdo B € infinito.
(2) Se B € finito e A C B, entdo A € finito.

Demonstracdo. (1) Admitamos que A é infinito. Entdo existe A" G A tal que A" «» A. Seja
f A — A’ uma bijecdo. E simples verificar que a aplicagdo g : B — A’ U (B \ A) definida

por
oz) = f(x), sexeA
x, sex € (B\A)

é bijetiva. No sentido de provar esta afirmacdo, comecemos por verificar que g estd bem
definida. Para qualquer = € B, tem-se g(z) € A/U(B\ A): sex € A, g(z) = f(x) € A" e
A CAU(B\A);sex e B\ A, entdo g(r) =z € B\Ae B\AC AU(B\A). Além disso,
se x =y, tem-se g(x) = g(y): se x =y, entdo z,y € A ou x,y € B\ A. No primeiro caso
segue que g(z) = z = y = g(y); no segundo caso, e atendendo a que f estd bem definida,
tem-se g(z) = f(z) = f(y) = 9(y).

Verifiquemos, agora, que a aplicagdo g € injetiva. Dados z,y € B, tem-se um dos seguintes
casos: z,y € B\ A, z,y€ Aoux € Aey € B\ A. Assim, se g(x) = g(y): do primeiro caso
segue que x = y; do segundo caso obtem-se f(x) = f(y) e, uma vez que f é injetiva, entdo
x = y; o ultimo caso ndo € possivel, uma vez que g(z) = f(z) € Ae g(y) =y & A.

Por dltimo, prova-se que g é sobrejetiva. Dado y € A’U(B\ A), tem-sey € A’ ouy € B\ A.
Se y € A’, entdo, como f é sobrejetiva, existe = € A tal que y = f(x) e, portanto, y = g(z)
com x € B (pois A C B). Caso y € B\ A4, entdo y = g(y) com y € B.

Provdmos, assim, que B «~ A’U(B\ A). Como B~ A U(B\ A) e A U(B\ A) é uma parte
prépria de B, conclui-se que B ¢ infinito.

(2) Imediato a partir de (1). O

Um conjunto é finito se ndo é equipotente a nenhuma das suas partes préprias. Vejamos,
agora, uma descricdo efetiva dos conjuntos finitos.

Dado n € N, representamos por I,, o conjunto {1,2,...,n}.

Lema 6.8. Sejam A um conjunto e n € N.
Se A € equipotente a I,,41, entdo, para qualquer x € X, A\ {x} € equipotente a I,,.

Demonstracdo. Admitamos que A «~ I,,+1 e seja f : A — I, 11 uma bijecdo. Sejam x € A e
A" = A\ {z}. Relativamente ao elemento z temos dois casos a considerar:

(i) fz)=n+1



(i) f(x) € L.

(i) Se f(x) =n+1, a fungdo g de A’ em I,,, definida por g(a) = f(a), para todo a € A’, é
bijetiva.

(ii) Se f(z) € I, existe um elemento y € A’ tal que f(y) = n+ 1. Por conseguinte, a fun¢do
de A’ em I, definida por h(y) = f(x) e h(a) = f(a) se a # y, é uma bijecio.

Em ambos os casos tem-se A’ «~ I,,. O

Teorema 6.9. (1) Para cada n € N, o conjunto I, € finito.

(2) Um conjunto A € finito se e sé se A € vazio ou, para algum n € N, A é equipotente a I,,.

Demonstracdo. (1) A prova é feita por indugdo sobre n.

(i) Base de indugdo (n = 1): Paran =1, temos I; = {1}. O dnico subconjunto préprio de
I; é o conjunto vazio e I; = (). Logo, para n =1, I, é finito.

(i) Passo de indugdo: Seja k € N. Admitamos que I, = {0,1,2,...,k} é finito. Pretendemos
mostrar que I11 = {0,1,2,... ,k,k+ 1} é finito. No sentido de fazer a prova por reducdo
ao absurdo, admitamos que Ijy1 € infinito. Ent3o existe X ; Ixyq tal que Ixg11 ~ X.
Relativamente ao conjunto X temos dois casos a considerar:

a) k+1leX;
) k+1¢X.

Caso a): Se k+ 1€ X, entdo X \ {k +1} & I;. Mas, uma vez que X ~ Iy, pelo lema
anterior tem-se X \ {k + 1} ~ I}, o que contradiz a hipdtese de que I é finito.

Caso B): Sek+1¢ X, entdo X C I;. Logo, paratodo z € X, X \ {z} G Ix. Uma vez
que X # 0 e X ~ Iy1, pelo lema anterior segue que existe x € X tal que X \ {z} ~ I,
contradizendo a hipdtese de que I, é finito.

Logo, para todo k € N, se Ij, é finito, I 11 também é finito.

Por (i), (ii) e pelo Principio de Indugdo para N, concluimos que, para todo n € N, I,, é finito.

(2) =) No sentido de fazer a prova por reducdo ao absurdo, admitamos que A é finito, A # ()
e que, para todon € N, A = I,. Uma vez que A # (), existe a; tal que a; € A. Entio
{a1} € A, mas {a1} # A, pois A = I;. Seja ay € A\ {a1}. Entdo {aj,a2} C A, mas
{a1,a2} # A, pois A = I,. De um modo geral, sejam a1, ay,...,ar elementos distintos de
A. Entdo {a1,a2,...,ax} G A, pois A < Ij. Assim, A" = {a; | i € N} C A. Entdo, como
A’ ~ N e N é infinito, o conjunto A’ ¢ infinito e, consequentemente, A também é infinito.

<) Admitamos que A =0 ou A ~ I, para algum n € N. Se A =1(), A é finito. Se A ~ I,,,
para algum n € N, entdo da alinea anterior segue que A é finito. U



6.3 Conjuntos contaveis

Definicdao 6.10. Um conjunto A diz-se numeravel se A € equipotente a N. Um conjunto A
diz-se contavel se € finito ou numeravel.

Exemplo 6.3.
(1) Os conjuntos N, 2N, Ny, Z sdo numerdvelis.

(2) O conjunto N x N também € numeravel. Dispondo os elementos de N x N conforme
sugerido no quadro seguinte

(L,1) — (1,2) (1,3) — (1,4)
e / e
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4)

L 4
(3,1) (3,2) (3.3) (3,4)
e

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4)

as setas indicadas sugerem uma maneira de estabelecer uma bijecio entre N x N e N;

F(1,1)=1,f(1,2) =2, f(2,1) =3,....
A aplicagdo f : N x N — N, definida por

1
€ bijetiva. Logo N x N «~ N.

(3) Os conjuntos Ng x Ny, Z x N, Z x 7 sdo numerdveis.

(4) O conjunto Q € numeravel. De facto,
Q= {g |peZ,qeN,mdc(pq) = 1}
e € simples verificar que a fungdo f : Z x N — Q, definida por
fp.q) = S’ para todo (p,q) € Z x N,

€ bijetiva. Logo, como Q ~ Z x N e Z x N € numerdvel, segue que Q € numerdvel.

Teorema 6.11. (Cantor) O conjunto P(N) ndo € contdvel.

Demonstracdo. Imediato, atendendo ao Teorema 6.4 e tendo em conta que P(N) é infinito. [
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Teorema 6.12. Seja A um conjunto contdvel. Se A’ C A, entdo A’ é um conjunto contdvel.

Demonstracdo. Seja A’ C A. Se A’ é finito, entdo A’ é contdvel. Consideremos, agora, o
caso em que A’ é infinito. Uma vez que A’ C A, o conjunto A também ¢ infinito, pelo que
A «~ N. Pondo A = {a;|i € N}, seja k1 o menor dos naturais k tais que a; € A’ (note-se
que tal natural existe pelo Principio da Boa Ordenagdo em N). Assim, {ay,} C A’, mas
A" # {ay, }, pois A’ é infinito. Seja k2 o menor dos naturais k > k; tais que ap € A’. Tem-se
{ak,,ar,} € A’, mas A’ # {ay,,ar,}. De modo geral, seja k,+1 0 menor dos naturais k > k,

tais que ay, € A'. Entdo {ag,, Gk, ... ,ak,.} C A, mas A" # {a1,az,...,a,}.
Seja A" = {ay, |j € N}. Entdo A” é numerdvel e A” C A'. Seja a € A'. Entdo a € Ae,
portanto, a = ag, para algum s € N. Se k; < s, para todo j € N, ter-se-ia, A” C {a1,...,as}

e A" seria finito, absurdo. Portanto {k;|k; > s} # (. Seja k;, o elemento minimo deste
conjunto. Tem-se k,,—1 < s < ky,. Se fosse k,,_1 < s, obtinha-se uma contradigido com o
facto de k,,, ser o menor dos naturais k > k,,_1 tais que a € A’, pois s < k,, eas =a € A'.
Logo kp—1 = s e, portanto, a = ag,,_, € A”. Assim, A’ C A", e, por conseguinte, A" = A"
€ numeravel. O

Teorema 6.13. Para qualquer conjunto A, as afirmacdes seguintes sdo equivalentes:
(1) A é contdvel.
(2) A =10 ou existe uma funcio sobrejetiva f : N — A.
(3) Existe uma fungdo injetiva f : A — N.

Demonstragdo. (1) = (2) Suponhamos que A é contdvel. Caso A = (), ndo hd nada a provar.
Se A # (), temos dois casos a considerar: A € finito ou A é infinito. Se A é infinito, entdo
A « N e, portanto, existe uma fungio sobrejetiva f : N — A. Se A é finito, ent3o existe
uma fungdo bijetiva ¢ : {1,2,...,n} — A, para algum n € N, e, por conseguinte, existe
uma fungdo sobrejetiva de N em A, uma vez que {1,2,...,n} CN; de facto, fixando a € A,
podemos considerar a fung¢do f : N — A definida por

{g(z) sei<n

a sei>n

f@) =

E simples verificar que f é sobrejetiva.

(2) = (3) Se A = 0, a fungdo @ : ) — N é injetiva. Consideremos, agora, o caso em
que existe uma fungdo sobrejetiva ¢ : N — A. Entdo, para cada a € A, o conjunto
9 ({a}) = {n € N|g(n) = a} # 0. Logo, pelo Principio da Boa Ordenagio em N, o
conjunto g ({a}) tem um elemento minimo. Assim, podemos definir a fungdo f : A — N
por

f(a) = min(¢g~ ({a})), para cada a € A.

E simples verificar que f estd bem definida. Além disso, para cada a € A, g(f(a)) = a, pelo
que go f =1ida. Logo, pela Proposicdo 4.12., f é injetiva.

(3) = (1) Suponha-se que existe uma fungdo injetiva f : A — N. Entdo A « f(A). Como
f(A) € N e N é contdvel, pelo teorema anterior segue que f(A) é contdvel. Consequente-
mente, A também é contdvel.
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Teorema 6.14. Sejam A e B conjuntos tais que B é contdvel. Se existe uma fungdo injetiva
de A em B, entdo A € contdvel.

Demonstracdo. Sejam B um conjunto contavel e f : A — B uma fungdo injetiva. Uma vez
que B é contdvel, existe uma fungdo injetiva g : B — N. Atendendo a que f e g sdo fungdes
injetivas, a fun¢do go f : A — N também é injetiva e, pelo teorema anterior, A é contdvel. [

Teorema 6.15. Sejam A e B conjuntos.

(1) Se A é contdvel ou B € contavel, entdo AN B € contavel.
(2) Se A e B sdo contaveis, entdo AU B é contdvel.

(3) Se A e B sjo contdveis, entdo A X B € contavel.

Demonstracdo. (1) Admitamos que A é um conjunto contdvel ou que B é um conjunto
contavel. Caso A seja contavel, ent3o, pelo Teorema 6.12, AN B é contdvel, pois ANB C A.
Se B é contavel prova-se de forma aniloga que A N B contavel.

(2) Admitamos que A e B s3o conjuntos contdveis.

Se A =10, tem-se AU B = B e, portanto AU B é contdvel. Se B = (), tem-se AU B = A,
pelo que AU B é contavel.

Consideremos, agora, que A # () e B # () e definam-se os conjuntos C; = {1} x A e
Cy = {2} x B. Atendendo a que A e B sdo conjuntos contaveis, existem fungdes injetivas
fi:A—Ne fo: B— N. Assim, pode-se definir a funcdo h : C; UCy — N x N dada por

h(i,x) = (i, fi(x))-

A funcdo h estd bem definida e é simples verifcar que esta fungdo € injetiva.
A fungio k : AU B — C1 U C, definida por

k(x)—{(l’x) se ze€A
(2,z) se xzeB\A

também € injetiva.
Uma vez que h e k sdo funcdes injetivas, a funcdo hok : AUB — N x N também ¢ injetiva.
Ent3o, atendendo a que N x N é contdvel e considerando o Teorema 6.14, AU B é contavel.

(3) Admitamos que A e B sdo conjuntos contdveis. Entdo existem fun¢des injetivas f : A — N
e g: B — N. A partir destas funcdes define-se a funcdo h: A x B —+ N x N por

h(z,y) = (f(2),9(v))-

E um exercicio simples verificar que a funcdo h estd bem definida e que é injetiva.
Atendendo a que N x N é contdvel, existe uma func3o injetiva j : N x N — N. A fun¢do
joh:Ax B — N também € injetiva e, portanto, A x B é contdvel. O

O resultado anterior pode ser generalizado a familias de conjuntos com mais de dois con-
juntos.



Teorema 6.16. Seja I um conjunto contdvel e {A;};c; uma familia de conjuntos contéveis.
(1) Se I # ), entdo (;c; A; € contdvel.
(2) O conjunto | J;c; A; € contdvel.

Demonstracdo. Sejam I um conjunto contédvel e {A;};c; uma familia de conjuntos contdveis.

(1) Admitamos que I # () e seja Ay, € {A;}icr. Como (;c; Ai € Ay, e Ay é contdvel, entdo,
pelo Teorema 6.12, (,o; A; é contavel.

(2) Seja A = |J;c; Ai. Pretende-se mostrar que A é contdvel.

SelI =10, tem-se A=( e () é contdvel.

Admitamos, agora, que I # (). Uma vez que I é contdvel, existe uma funcdo injetiva de [
em N; seja f : I — N uma dessas fun¢des. Atendendo a que, para cada ¢ € I, o conjunto
A; é contdvel, também existe uma funcio injetiva f; : A; — N. Para cada i € I, defina-se
By = {i} x Aj eseja B =J;c;Bi- Sei,j €Iei#j temse B;NB; = (. Logo, dado
b€ B, existeumeumséi € [ tal queb € B;, etem-se b= (i,z), para algunsi € I e z € A;.
Assim, pode definir-se a funcdo g : B — N x N por

g(i,l‘) - (f(2)7fz(x))7

a qual é injetiva.

Para cada x € A, fixemos i € [ tal que x € A; e considere-se a fun¢do h : A — B definida
por h(xz) = (i,x). A fungdo h é, claramente, injetiva.

Uma vez que g e h sido funcdes injetivas, a funcdo go h : A — N x N também ¢ injetiva.
Atendendo a que N x N é contavel, existe uma func3o injetiva j : NxN — N. Por conseguinte,

a fungdo jo(goh): A— N também é injetiva e, portanto, A é contavel. O
Teorema 6.17. Sejam n € N e C,...,C, conjuntos contdveis. Entdo C1 X ... x C, é
contavel.

Demonstracido. A prova pode ser feita por inducdo matematica. ]

Teorema 6.18. O intervalo real |0,1[ ndo € contavel.

Demonstracdo. No sentido de fazer a prova por redug¢do ao absurdo, admitamos que ]0, 1]
é contdvel. Entdo, existe uma fungdo injetiva g :]0,1[— N. Além disso, é simples verifi-
car que também existem fun¢des injetivas de P(N) em ]0,1[, como, por exemplo, a fungdo
f:P(N) —]0,1[ definida por

f(A)=0.didy...d;...

onde, para todo n € N,

)

4 = 3 seneA
" 7 send¢A

i.e., f(A) é um nimero real entre 0 e 1 dado pela sua representacdo decimal e tal que o
seu n-ésimo digito d,, é dado pela regra anterior. Para provar que f é injetiva, consideremos
A, B € P(N) tais que A # B. Ent3o, existe algumn € Ntalquen € Aeng Boun¢g Ae
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n € B. Consequentemente, f(A) e f(B) ndo sdo iguais, uma vez que a sua expansdo decimal
difere no n-ésimo digito. Logo, f € injetiva. Atendendo a que f e g sdo fun¢les injetivas, a
fungdo go f : P(N) — N também ¢é injetiva e, portanto, P(N) seria contdvel, o que contradiz
o Teorema 6.11. O

Teorema 6.19. O conjunto R ndo € contdvel.

Demonstracdo. Consequéncia imediata dos teoremas 6.12 e 6.18. ]

6.4 Cardinal de um conjunto

Na primeira seccdo deste capitulo foi definido o formalismo que permite comparar o “ta-
manho” de dois conjuntos, pelo que ja é possivel definir o que se entende por conjuntos com
o mesmo "tamanho”.

Definicao 6.20. Sejam A, B conjuntos. Se os conjuntos A e B sdo equipotentes diz-se que
A e B tém o mesmo cardinal, e escreve-se #A = #B ou |A| = |B|.

N3o definimos aqui de forma precisa o cardinal de um conjunto. Convencionamos apenas
que o cardinal de um conjunto designa a propriedade que A tem em comum com todos os
conjuntos equipotentes a A. O cardinal de um conjunto é, em geral, designado por uma letra
grega: «, f3, v, ... Paraindicar que o designa o cardinal de um conjunto A, escreve-se o = |A|.

Como ja observdmos anteriormente, o (nico conjunto equipotente ao conjunto vazio é o
conjunto vazio, e escreve-se |()] = 0. No caso de um conjunto finito, identifica-se o cardinal
de A com o ndmero de elementos de A. No caso dos conjuntos N e R, escreve-se |[N| = &g
(onde N, “alef”, é a primeira letra do alfabeto hebraico) e |R| = ¢ (¢ designa a poténcia do
continuo).

Da alinea (3) do exemplo 6.1 e da alinea (4) do exemplo 6.3 é imediato o resultado seguinte.
Teorema 6.21. |N| = |Z| e IN| = |Q|.

Dado um conjunto A, representa-se por 2|41 6 cardinal do conjunto {0, l}A das aplicacGes
do conjunto A em {0,1}. Assim, pela alinea (8) do exemplo 6.1 tem-se

Teorema 6.22. Para qualquer conjunto A, |P(A)| = 24,

Seguidamente define-se o que se entende por um cardinal ser menor do que outro.



Definicao 6.23. Sejam A e B conjuntos. Diz-se que o cardinal de A é menor ou igual do
que o cardinal de B, e escreve-se |A| < |B|, se A é equipotente a um subconjunto de B. Se
|A| < |B| e |A| # |B|, escreve-se |A| < |B| e diz-se que cardinal de A é menor do que o
cardinal de B.

A partir da definicdo anterior é simples a prova do resultado seguinte.

Teorema 6.24. Sejam A e B conjuntos. Entdo
1|4 < 4]
2. Se |A| < |B| e|B| < |C|, entdo |A| < |C].

Demonstracio. Exercicio. O

Teorema 6.25. (Teorema de Cantor) Para qualquer conjunto A, tem-se |A| < |P(A)].
Demonstracdo. Se A = (), tem-se |A| =0 e |P(A)| = 1.
Se A # (), a aplicagdo

A — P(A)

é injetiva e, portanto, |A| < |P(A). Pelo Teorema 6.4 conclui-se, entdo, que |A| < |P(A4)|. O

Se A e B sdo conjuntos tais que |A| < |B]| e |B| < |A|, entdo A e B ndo tém que ser
necessariamente iguais, mas sera que tém de ter o mesmo cardinal? Georg Cantor comegou por
dar uma resposta menos geral a esta questdo, mas trabalhos desenvolvidos posteriormente, de
forma independente, por Ernst Schroder (1841-1902) e Felix Bernstein (1878-1956) permitiram
dar uma resposta afirmativa a esta questdo.

Teorema 6.26. (Teorema de Schroder-Bernstein) Sejam A e B conjuntos. Se |A| < |B| e
|B| < |A|, entdo |A| = |B|.

Com base neste resultado é possivel estabelecer a igualdade entre o cardinal de P(N) e o
cardinal de R.

Teorema 6.27. |P(N)| = |R|, i.e, 2% =c.
Demonstragdo. Uma vez que N ~ Q, também se tem P(N) ~ P(Q).
A aplicacdo

"R — PQ)

a +— {reQ|zr<a}
é injetiva. Logo ¢ = |R| < |P(Q)| = |P(N)| = 2%.
A aplicacdo
g:{0, 1} — [0.1]

h —  0.h(1)h(2)A(3)...
também ¢ injetiva. Logo 2% = |P(N)| = [{0,1}| <[[0,1]| = |R| = c.
Entdo, pelo Teorema de Schroder-Bernstein, 2% = |P(N)| = |R| = c. O
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A respeito de cardinais, é também vélido o resultado seguinte

Teorema 6.28. Sejam A e B conjuntos. Tem-se um e um sé dos casos seguintes: |A| < |B
4] = |B|, |B| < |Al

1

1

7

E consequéncia do Teorema 6.12 que ndo existe qualquer conjunto infinito com cardinal
inferior a Ng. A partir de resultados estabelecidos anteriormente também se prova a existéncia
de cardinais superiores a Ng: de facto, R « N e, além disso, a fun¢do f : N — R definida por
f(n) = n, para todo n € N, é injetiva, pelo que N «» f(N) C R; assim, Ng # c e Rg < ¢
e, portanto, Ng < c¢. A existéncia de cardinais superiores a ¢ é consequéncia do Teorema
6.25. Quanto a cardinais entre Ry e ¢, Georg Cantor ndo conseguiu apresentar uma prova
da existéncia ou da inexisténcia de tais cardinais, pelo que avancou com a hipdtese seguinte,
conhecida por Hipétese do Continuo.

Hipédtese do Continuo N3o existe nenhum cardinal 3 tal que Ry < 8 < c.



