funcoes



definicoes basicas

Definicdo. Sejam A e B conjuntos e R uma rela¢do binaria de A em B.
Diz-se que R é um fungdo ou aplicacdo de A em B se

1. DRZA;

2. Para cada a € A, se by, by € B sio tais que (a, by), (a, bo) € R,
entdo, by = bs.

ou seja, R é uma fungdo de A em B se para cada a € A existe um e um
s6 b € B tal que (a,b) € R.
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Em geral, representa-se uma funcdo por uma letra mindscula: f, g, etc.
Escreve-se f : A — B para indicar que f é uma funcdo de A em B.

A cada elemento a € A chama-se objeto e, para cada a € A, o (nico
elemento b € B para o qual (a, b) € R diz-se a imagem de a por f e
representa-se por f(a).

O conjunto de todas as funcdes de A em B representa-se por BA.
Se f é uma funcdo de A em B, escreve-se

f: A—-B
aw f(a)
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Exemplos:

1. A relagdo identidade em A, ida = {(a,a) : a € A} é uma fungdo de
Aem A.

2. A relagdo universal em A, wa, nd3o é uma aplicagdo de Aem Ase e
sé se A tem pelo menos dois elementos.

3. Seja A= {1,2,3}. Entdo:
f=1{(1,2),(2,1),(3,1)} é uma fungdo de A em A;
g =1{(1,1),(2,1),(2,2),(3,1)} ndo é uma fun¢do de A em A;

h=1{(2,1),(3,1)} ndo é uma fun¢do de A em A;
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a aplicacao vazia

Definicdo. Seja A um conjunto. Chama-se aplicacdo vazia, e
representa-se por (), a funcdo de () em A:

h:0—A

Temos

A£D)= A" =[P} ADA =0
0° = {0}.
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igualdade de funcoes

Definicdo. Sejam A, B, A" e B’ conjuntose f: A— Beg: A — B’
aplicacdes. Diz-se que f € igual a g, e escreve-se f = g, se

1. A=A
2. B=FH;
3. (x,f(x)) = (x,g(x)) (i.e., f(x) = g(x)), para todo x € A.
Exemplo. Sejam A= {1,2,3} e B ={2,4,6,8}. Ent3o,
f=1{(1,2),(2,4),(3,6)} CAx B
g: A—B

X = 2x
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propriedades das funcoes

Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma aplicacdo. Diz-se que f é

1. injetiva se
Vx,y € A, f(x)=Ff(y)=x=y.

2. sobrejetiva se
Vbe BJac A:f(a)=b.

3. bijetiva se é simultaneamente injetiva e sobrejetiva.
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Exemplos.

1. Sejam A={1,2,3}, B={3,4,5,6} e f : A— B a aplicagdo
definida por f = {(1,3),(2,5),(3,6)}. Entdo, a aplicagdo f é
injetiva pois ndo existem dois objetos distintos com imagem igual. A
aplicacdo f n3o é sobrejetiva pois 4 € B n3o é imagem por f de
nenhum elemento de A.

2. Sejam A={1,2,3,4}, B={3,4,5} e g: A— B a aplicagdo
definida por g = {(1,3),(2,4),(3,5), (4,3)}. Entdo, a aplicagdo f
n3o é injetiva pois 1,4 € Asdo taisque 1 #£4 e g(1) =3 =g(4). A
aplicacdo f é sobrejetiva pois qualquer elemento de B é imagem por
g de algum elemento de A.
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3. Seja h: Z — Z a aplicagdo definida por h(x) = 2x + 1, para todo
x € Z. A aplicagdo h é injetiva pois, dados x, y € Z, temos que

h(x)=h(y) =2x+1=2y+1=x=y.
A aplicagdo h n3o é sobrejetiva pois, por exemplo, 4 € Z e nao
existe a € 7Z tal que 4 =2a+ 1.
4. Sejam A e B conjuntos tais que A # () e A C B. A aplicacdo

iA,B: A— B
X = X

é injetiva e designa-se por funcao inclusao ou mergulho de A em
B. Em particular, ia o =ida.
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restricao de funcoes

Definicdo. Sejam f : A — B uma aplicagdo e X C A. Chama-se restricdo
de f a X a aplicagdo f|x : X — B definida por

fix(a) = f(a), Va e X.

Exemplo. Seja f : Z — Z uma aplicagdo definida por f(x) = 2x, para

todo x € Z. Entao,
f|QZ T 22— 7

2x — 4x
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funcao composta

Teorema. Sejam A, B e C conjuntos, f : A— Be g: B — C. Entdo, a
relacdo bindria g o f é uma funcdo de A em C

Demonstracao. Comecamos por observar que
gof={(x,y) e Ax C:(3z€ B)(x,z) € fe(z,y) € g}

Para provar que g o f é fungao temos de provar que:

l.VaecAdce C: (a,c)egof;

2. (a,ca),(a,)€gof=0c =a.
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Provemos entdo cada uma das afirmacdes:

1. Seja a € A. Entdo, existe b € B tal que (a,b) € f. Como b€ Beg
é aplicac3o, existe ¢ € C tal que (b, c) € g. Logo, por definicdo da
relagdo bindria g o f, podemos concluir que (a,c) € gof.

2. Suponhamos que (a,¢c1),(a, ) € gof.
De (a,c1) € g o f podemos concluir que
dbeB:(a,bi)efe(b,a)ecg
e de (a, ;) € g o f podemos concluir que

3b2€8:(3,b2)€f€(b27C2)€g.

De (a, b1),(a, b2) € f, como f é uma fungdo, concluimos que
by = by. Assim, temos que (b1, c1), (b1, ) € g €, como g é
aplicag¢do, concluimos que ¢; = .
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Definicdo. Dadas as aplicagdes f : A— B e g: B — C, chamamos
aplicagdo (ou funcdo) composta de f com g a aplicagdo gof e

escrevemos
gof: A= C

x> g(f(x)

Propriedades. Sejam A, B, C e D conjuntosef:A— B, g: B — Ce
h: C — D. Entao,

ho(gof)=(hog)of;
foidyg = f =idgof;
Se f e g sdo injetivas, entdo, g o f é injetiva;

Se f e g sdo sobrejetivas, entdo, g o f é sobrejetiva;

@ ® N

Se f e g sdo bijetivas, entdo, g o f é bijetiva;
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Demonstracao.

1. Resulta do facto da composicdo de relagGes bindrias ser associativa;

2. Sejam x € A and y € B. Entdo,

(x,y)efoida &3z A:(x,z) €idaN(z,y)Ef
SIzeA:x=zA(z,y)Ef
< (x,y)ef

(x,y) €idgof < 3IweB:(x,w)efA(w,y)cidg
SIweB:(x,w)efAw=y

< (x,y) €f.
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3. Sejam xq, x; € A tais que (g o f)(x1) = (g o f)(x2). Entdo,
g(f(x1)) = g(f(x2)). Como g é injetiva, temos que f(x1) = f(x).
Como f é injetiva, concluimos que x; = x». Logo, gof é uma
aplicagdo injetiva.

4. Seja y € C. Porque g é sobrejetiva, existe z € B tal que g(z) = y.
Mas, se z € B, como f é sobrejetiva, existe x € A tal que f(x) = z.
Temos entdo que g(f(x)) =y, ou seja, dado, y € C, existe x € A
tal que (g o f)(x) =y. Logo, g of é sobrejetiva.

5. Consequéncia imediata de 3 e 4.
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funcao inversa

Dados conjuntos A e B, a relagdo bindria inversa de uma aplicacdo de A
em B pode nao ser uma aplicagao de B em A.

Exemplo. Sejam A = {1,2,3}, B={2,4} e F ={(1,2),(2,2),(3,4)}
uma relagdo bindria de A em B.

A relacdo bindria F é uma aplicagdo e a relagdo binaria
F~1=1{(2,1),(2,2),(4,3)} ndo é uma aplicagdo. Porqué?

Levanta-se entdo a seguinte questdo:

Em que condicdes é que F~1 é uma aplicacio?
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Teorema. Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma aplicagdo. A relagdo
bindria f~! é aplicacdo de B em A se e s6 se f é bijetiva. Neste caso,
f~1 é também bijetiva.

Definicdo. Seja f : A — B uma aplica¢do bijetiva. Chama-se aplicacdo
(ou fungdo) inversa de f, e representa-se por f 1 : B — A i aplicagdo
definida por

f1(b) =a < b= f(a), paraac€ Aebe B.
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Teorema. A aplicagdo f : A — B é bijetiva se e s se existe uma
aplicagao g : B — A tal que

gof =ida e fog=idg.

Mais ainda, a aplicagdo g € Unica nestas condicOes.
Demonstracdo. Basta ver que g = 1.

Teorema. Sejam f : A— B e g: B — C fungdes bijetivas. Entdo,

L (FYHt=r
2. (gof)t=fTlog™
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Demonstracao.

1. Segue de imediato do facto de f 1o f =idg e fo f~1=idg e do
teorema anterior.

2. Basta observar que

(gof)o(ftog™) =go(foft)og™
=goidgog t=gog ™t =id¢
®
(flog)o(gof) =flo(glog)of
= floidgof = f1of =ids

e aplicar os teoremas anteriores.
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imagens de conjuntos

Imagem de um conjunto por uma fung3o.

Definicdo. Sejam f : A — B uma funcdo e X C A.

Ao conjunto

f7(X) ={beB: JacX:b="1(a)}
={f(a) e B:ae X}

chamamos imagem de X por f.

Observacdo. Esta definicdo corresponde a definicdo de imagem de X pela
relacdo bindria f, pelo que também escrevemos f(X).
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Exemplos:

1. Sejam f : Z — 7 a aplicacdo definida por

2x +3 sex >0
f(x) =
3—x sex <0

e X ={—4,0,1,2}. Entdo,

2. Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma aplicagdo. Ent3o,
f7(0)=0e f?(A) = D;.

3. Seja f : Z — 7Z uma aplica¢do definida por f(x) = 2x, para todo
x € Z. Entdo, f7(2Z) =4Z e

f7({2n+1:ne€Z})={4n+2:ncZ}.
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Imagem inversa de um conjunto por uma fun¢3o.

Definicdo. Sejam f : A — B uma fungdoe Y C B.

Ao conjunto

FE(Y) ={acA: IbeY:b=f(a)}
:{aeA:f(a)Ey}

chamamos imagem inversa de Y por f.

Observacdo. A imagem completa inversa de Y por f é exactamente a
imagem de Y pela relagdo bindria f ! (que n3o é necessariamente uma
fungdo), pelo que também escrevemos f~1(Y).
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Exemplos:

1. Sejam f : Z — 7 a aplicacdo definida por

f(x) =

2x +3 sex >0
3—x se x <0

e Y ={-5,0,5}. Entdo, f(Y) = {-2,1} pois f(—2) =5,
f(1) =5 e ndo existe x € Z tal que f(x) = —5 ou f(x) = 0.

2. Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma aplicagdo. Ent3o,
f<@)=0ef(B)=Drf=A.

3. Seja f : Z — 7 uma aplicacdo definida por f(x) = 2x, para todo
x €Z. Entdo, f~(2Z)=Z e f~({2n+1:neZ}) = 0.
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Teorema. Sejam A e B conjuntos, f uma funcdo de Aem B, X C Ae
Y C B. Entao,

1. X CfF(f(X));
2. X =f(f(X)), se f éinjetiva.
3. f(F(Y)) CY;

4. f(f<(Y)) =Y, se f é sobrejetiva.
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Demonstracao.
1. Temos x € A, temos
x € X = f(x) € f(X) & x € F(f(X)).

Logo, X C < (f(X)).

2. Suponhamos que f é injetiva. Ent3o,

x € f(f(X)) < f(x)ef(X)
< (Jae X) f(x) =f(a)
= (FaeX)x=a
& x e X,

pelo que < (f(X)) C X. Por 1., obtemos a igualdade.
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3. Para y € B, temos

yef(f(Y)) & (3xef(Y))y="f(x)
= (AxecA)f(x)eYAy="Ff(x)
Syey.

Logo, f(f<(Y)C Y.

4. Suponhamos que f é sobrejetiva. Ent3o,

yeY yeBnY
& (JacA)f(a)=yeyY
< (FacA)aecfo(Y)
=y ="f(a)ef(f(Y),

pelo que Y C f(f<(Y)). A igualdade resulta do ponto 3.
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Teorema. Sejam A e B conjuntos quaisquer e ¥ : A — B. Ent3o,

1. f éinjetivase esése F(XNY)=F(X)NF(Y), para todos
X, Y CA

2. f é sobrejetiva se e s6 se B\ f(X) C f(A\ X), para todo X C A;

3. f é bijetiva se e s6 se B\ f(X) = f(A\ X), para todo X C A.
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Demonstracao.
1. [=] Sejam X, Y C A. Ent3o,

bef(XNY) & (JaecXnY)f(a)=b
= (Jae X)f(a)=bA(3ac Y)f(a)=0b
sSbef(X)Abef(Y)ebe f(X)Nf(y).

Assim, f(XNY) C f(X)Nf(Y). Mais ainda, se f é injetiva, temos
que
be f(X)Nf(Y) < bef(X)Abef(Y)
< (Ix e X)(3y € Y)f(x) =b=1f(y)
= (3xeX)TyeY)x=yAb=1(x)
S (ExeXnNY)b=f(x)ebef(XNY).

e, por isso, F(X)NF(Y) C F(XNY).
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[«] Suponhamos que f(X NY) = f(X)Nf(Y), para todos
X,Y C A. Sejam x,y € A tais que f(x) = f(y). Ent3o,
b="f(x)ef({x})eb="f(y) e f({y}), pelo que

be f({x})Nf({y}) = f({x} N {y}).
Logo, {x} N{y} # 0, o que sé acontece se x = y. Estamos em
condig¢des de concluir que f € injetiva.
. [=] Suponhamos que f é sobrejetiva. Seja X C A. Ent3o,

beB\f(X) ©beBAbgf(X)
< (Jae Ab="F(a)Af(a) € F(X)
= (JacAb=f(a)Aag X
& (@ae A\ X)b=f(a) & be f(A\ X).

Assim, B\ f(X) C f(A\ X).
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[«<] Suponhamos que B\ f(X) C f(A\ X) para todo X C A. Ento,

considerando X = (), obtemos B = f(A), pelo que f é sobrejetiva.

. [=] Suponhamos que f é bijetiva. Seja X C A. Como f é
sobrejetiva, temos, por 2., que B\ f(X) C f(A\ X). Para
concluirmos a igualdade, falta apenas provar a outra inclusdo. Se

b e f(A\ X), entdo, existe a € A\ X tal que f(a) = b. Vamos
provar que b & f(X). Se existisse x € X tal que f(x) = b, terfamos
f(x) = f(a). Mas, como f é injetiva, teriamos

x=aeXNA\ X =0, oque é uma contradi¢do. Logo.

be B\ f(X).

[«<] Suponhamos que B\ f(X) = f(A\ X) para todo X C A.
Entdo, por 2., f é sobrejetiva. A injetividade de f resulta de, para
todo a € A, B\ f({a}) = f(A\ {a}). De facto, se a; # a,, temos
que f(ay) # f(ap).
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