Topicos de Matematica (LCC) 2018/19 Jodo Caramalho Domingues
Funcoes

Dados conjuntos A e B, uma funcao f de A para B é “algo’
(uma regra? uma correspondéncia?)
gue a cada elemento de A faz corresponder um e um s6 elemento de B.

(O que & uma regra? O que € uma correspondéncia?)

Mais formalmente:
Uma relacao binaria f de A para B diz-se funcional se

Viea Wep Ve (((X,Y) efAx,z)ef)=y ZZ)

Uma funcao do conjunto A para o conjunto B € um terno (f, A, B),
representado por f : A — B, onde f & uma relacao funcional de A para
B, com dominio A.

(Ou seja, além da condicdo de f ser uma relacao funcional, tem-se
Viea Jyen (x,y) € ).



5. Funcoes

Dada uma funcao f : A — B, normalmente representa-se por f(a) o
Unico elemento b € B tal que (a, b) € f;
assim, escreve-se f(a) = b, em vez de (a,b) e foua f b.

A diz-se também o dominio da funcdao f: A — B.
Ao conjunto B chama-se conjunto de chegada da funcao f: A — B.

O contradominio de f : A — B é o contradominio da relacao f; isto &,
é o conjunto {y € B | Jyea : f(x) =y}

Normalmente chama-se funcao so a relacdo funcional f e se ndao
houver perigo de confusao falaremos na “funcao f, em vez de
“funcdo f : A — B”; mas, por exemplo, a relacao

f={(xx*) xR}

pode dar origem as funcdesf: R — Ref: R — R} que
formalmente sao distintas, por terem conjuntos de chegada distintos.



5. Funcoes

Quando temos uma expressao explicita de f(x) para cada x € A,
podemos apresentar a funcao f : A — B da seguinte forma:
f:A —- B
x +— [expressao de f(x)]

Ex.
> f - 7
n +— n?
> g:Z - Zz



5. Funcoes

Dado um conjunto A, a funcao identidade em A é a funcao
idy:A — A
X B X

Uma funcao f : A — B diz-se constante se existe b € B tal que
f(x) = b, para todo o x € A.

Por exemplo, a funcao
f:{1,2,3} — {3,4}

1 - 3
2 — 3
3 - 3

€ constante.



5. Funcoes

Sejam f: A — Buma funcdo,X CAeY CB.

» Aimagem de X por f & o conjunto f(X) = {f(x) | x € X}.

> A pré-imagem, ou imagem inversa, de Y por f & o conjunto
fI(Y)={xeA|f(x)e Y}

Ex.:

» Consideremosafuncio f: 72 — Z .
n +— n?
f({-1,0,1,2}) = {0,1,4};
f1({0,1,2,3,4}) = {-2,-1,0,1,2}.
» Dada qualquer funcao f: A — B, aimagemde A éo
contradominio de f; e a pré-imagem de B & o dominio A.



5. Funcoes

Algumas propriedades
Sejam f : A — B uma funcao, Xi, X, C Ae Y, Y, C B. Entao

1. (@)=

f(2)=0

f'(B) = A

Se Xi C X3, entdo f(X;) C f(X3)
f(X;) C YyseesoseX; Cf(Yy)
(X1 U Xp) = F(X1) U f(X2)

f(Xq N Xp) C F(Xp) N F(X7)
FI(Y1UYy) = () UF(Yy)
FInYy) = () N ()

O ® N o kW



5. Funcoes

Dadas funcdes f : A — Be g : B — C, a funcdo composta de g com f
(“g apos f”) € a funcao
gof:A — C
x = g(f(x)

Ex.
Consideremos as funcbes f:Z — Z e g:Z - Z

n — n? n — n+1

com estas funcoes formam-se as compostas gof:7Z — Z
n — n?+1
e fog:Z — VA
n — (n+1)>?

[Nota: g o f, entendida como relacao funcional, & precisamente a
composta das relacoes funcionais g e f.]



5. Funcoes

Seja f : A — B uma funcao. Diz-se que
» f: A — Béinjetiva se Ycp Ve (x £y = f(x) £ f(y))
(ou, equivalentemente, se Yca Wea (f(x) = f(y) = x = y)))
» f:A — B é sobrejetiva se V,cg Iycp : f(X) =y

» f:A — B é bijetiva se é injetiva e sobrejetiva
(neste caso, também se diz que f : A — B &€ uma bijecao)

Ex.:

Consideremos as funcées f: R — R} e g:R — R ;
x - x2 X = x?

f:R — R} é sobrejetiva, mas nao ¢é injetiva;

g: R — R nao é sobrejetiva nem injetiva;

eaindaasfuncées h:N —- N e k:Z —» Z
n — n+1 n — n+1

h:N — N é injetiva, mas nao é sobrejetiva;

k:7Z — Z é bijetiva.



5. Funcoes

Sejamf:A —» Beg:B — C funcoes.
» Sef:A — Beg:B — Csaoinjetivas, entaiogof:A— Cé
injetiva.
» Sef:A— Beg:B — Csao sobrejetivas, entdogof:A > Cé
sobrejetiva.

» Sef:A — Beg:B — Csao bijetivas, entaogof:A— Cé
bijetiva.

Uma funcdo f : A — B é injetiva se e s6 se a relacdo f~' é funcional.

Uma funcado f : A — B é sobrejetiva se e s6 se o dominio da relacdo
f~1 & o conjunto B.

Uma funcio f : A — B é bijetiva se e s6 se existe a funcio f': B — A.



5. Funcoes

Seja f : A — B uma funcao bijetiva. Chamsamos funcao inversa a
funcdo f~': B — A e dizemos que f : A — B é invertivel.

Se f: A — B éinvertivel,
» flof=idy e
» fof ' =idg.

Seja f : A — B uma funcao invertivel. A nica funcdo g tal que
gof=idyefog=idgég=~F"

Se f : A — B nao é bijetiva, ndo existe nenhuma funcao g tal que
gof=idyefog=idg.



5. Funcoes

Seja f : A — B uma funcéo invertivel; entdo f~' : B — A também é
invertivel e a sua inversaé f: A — B.

Ex.

Consideremos asfuncoes k:7Z —» Z e j:7Z — Z
n - n+1 n - n-1

Cada uma destas funcoes é inversa da outra.

Sejam f: A — Beg: B — C funcoes bijetivas. Entao a funcaogof é
invertivele (go f)™' =fTog™.



5. Funcoes 12

Nota: Se uma funcao f : A — B é injetiva mas nao sobrejetiva

(f(A) = C < B), a mesma relacao funcional f da origem a uma funcao
bijetivaf: A — C;

e arelacdo f~' da origem a uma funcdo f': C — A;

esta funcdo ndo éinversade f: A — B (fof'=idc # idg);

mas € inversa da funcao f : A — C e é frequentemente chamada, com
alguma ambiguidade, inversa de f.

Ex.:
Consideremos afuncao f: R} — R ;
X = X

esta funcao é injetiva, mas nao sobrejetiva, logo, estritamente falando
nao tem inversa;
masafuncao f:RY — R teminversa,

X = X
queé 1R — RY.

XP—?X2



