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5. Relacoes binarias

No dia a dia é usual definirmos relacoes entre objetos, tais como a relacao de igualdade
entre objetos, a relacao menor do que entre inteiros, a relagao de inclusdo entre conjuntos.
Neste capitulo formaliza-se a nocao de relagao bindria entre objetos e estudam-se algumas
propriedades a respeito deste tipo de relagoes.

5.1 Nocgoes basicas

A nocao de relagao entre dois objetos baseia-se na ideia de que esses objetos estao
associados de alguma forma. Assim sendo, define-se relagdo bindria como um conjunto de

pares ordenados e os seus elementos sao os pares ordenados (a, b) tais que a estd associado
ab.

Definigao 5.1. Dados conjuntos A e B, chamamos rela¢cao bindria de A em B a
qualquer subconjunto R de A x B. Quando A = B, diz-se que R é uma relagdo bindria
em A.

Se (a,b) € R, diz-se que a estd relacionado com b por R e escreve-se a Rb. Se
(a,b) € R, diz-se que a ndo estd relacionado com b por R e escreve-se a Rb.

Exemplo 5.1.

(1) Sendo A o conjunto de alunos da Licenciatura em Ciéncias da Computacao (L.C.C.)
e D o conjunto de disciplinas do plano de estudos deste curso, podemos definir uma
relagio R de A em D da sequinte forma: dados a € A ed € D, (a,d) € R sed é
uma disciplina do 1° ano do curso e o aluno a estd inscrito na disciplina d.

(2) Sejam A =1{2,3} e B=1{3,4,5,6}.

(o)) Sao exemplos de relagoes bindrias de A em B as que a sequir se listam:

(’L) R = {(2’ 4)’ (2’ 6)’ (3’ 3)’ (3’ 6)};
(i) S ={(2,5)};
(iii) 0;
(iv) A x B.



A respeito da relagcdo R verifica-se que esta pode ser definida por
aRb se e sé se a divide b, para quaisquer a € A eb € B.

No caso da relagao S, o par (5,2) nao € elemento de S, pelo que 552.

B) T = {(2,3),(3,2),(3,4)} ndo é uma relagao bindria de A em B, wvisto que
(3,2) ¢ Ax B.

(8) Sejam A ={1,2,3,4}, B=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e R a relagdo bindria de A em
B definida por
aRb se e so se b= 2a.

Entao
R= {(17 2)7 (27 4)7 (37 6)7 (47 8)}
Note-se que 1 R 3, pois 3 # 2 x 1.
(4) Dados conjuntos A e B, uma fun¢io f: A — B é uma relagdo bindria de A em B.
Dados conjuntos A e B, o conjunto de todas as relactes bindrias de A em B é o conjunto
P(A x B). Se os conjuntos A e B forem finitos, com n e m elementos, respetivamente,
entdo A X B tem nm elementos, pelo que P(A x B) tem 2™ elementos. Assim, existem

2" relacoes bindrias de A em B. Em particular, os conjuntos () e A x B sao relacoes
bindrias de A em B, designadas, respetivamente, por relagao vazia e relagao universal.

Dado um conjunto nao vazio A,
ida = {(a,a)|a € A} e wy=A%={(z,y)|z,y € A}
sdo relacoes bindrias em A designadas, respetivamente, por relagao identidade em A e

relacao universal em A.

Definigao 5.2. Dados conjuntos A e B e uma relagdo bindria R de A em B, chamamos:

- dominio de R ao conjunto

Dom(R) = {a | Fpep (a,b) € R};

- imagem ou contradominio de R ao conjunto

Im(R) = {b | Joea (a,b) € R}.

Exemplo 5.2.
(1) Sendo R a relagao definida em (1) do Exemplo 5.1 tem-se

- DomR = {a € A|a estd inscrito em, pelo menos, uma disciplina do 1° ano da L.C.C};

- ImR ={d € D| existe, pelo menos, um aluno do 1° ano da L.C.C. inscrito em d}.
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(2) Consideremos os conjuntos A = {2,4,5}, B = {2,3,4,5} e a relagio R de A em B
definida por (a,b) € R se e s6 se a <b. Entdo temos:

- R= {(2’ 3)’ (2’ 4)’ (2’ 5)’ (4’ 5)};
- Dom(R) = {2,4} ¢ Im(R) = {3,4,5}.

Duas relacoes bindrias R e S de um conjunto A num conjunto B sao iguais se
os conjuntos R e S s@o iguais. Assim, se R = S, tem-se Dom(R) = Dom(S) e
Im(R) = Im(S). Note-se, no entanto, que nao é necessariamente verdade que R = S
sempre que Dom(R) = Dom(S) e Im(R) = Im(S).

Seguidamende apresentam-se alguns processos que permitem obter novas relagoes a
partir de relacoes dadas.

Uma vez que uma relagdo binaria é um conjunto, podemos construir novas relagoes
recorrendo aos processos estudados anteriormente para obter novos conjuntos a partir de
conjuntos dados. Assim, se R e S sdo relagdes binédrias de A em B, o mesmo acontece com

RUS,RNS, R\ S.

Exemplo 5.3. Sejam A = {1,2,3}, B = {2,4,5,6} e consideremos as relagoes
R=1{(1,2),(2,4),(3,2),(3,5)} e S ={(2,4),(2,6),(3,5)}. Entao sdo relagées bindrias de
A em B:

- RNS={(2,4),(3,5)};
- RUS={(1,2),(2,4),(2,6),(3,2),(3,5)};
- R\S={(1,2),(3,2)}.

Além destes processos para obter novas relacoes, existem outros que sao especificos
das relagoes bindrias.

Definicao 5.3. Sejam A, B conjuntos e R uma rela¢do bindria de A em B. Chama-se

relacao inversa de R, e representa-se por R™1, a relacdo de B em A definida por
R™t={(b,a) | (a,b) € R}.

Exemplo 5.4. Consideremos os conjuntos A = {2,4,5}, B ={2,3,4,5} e a relagio R de

A em B definida por (a,b) € R se e sé sea < b. Uma vez que R = {(2,3),(2,4),(2,5),(4,5)}

tem-se
R71=1{(3,2),(4,2),(5,2),(5,4)}.

Proposicao 5.4. Sejam A, B conjuntos e R e S relagées bindrias de A em B. FEntdo

(1) Dom(R™!) = Im(R) e Im(R~!) = Dom(R).

62



(2) (R"YH)t=R.
(3) Se RC S, entdo R~* C S71.

Demonstragao. Apresenta-se a prova das propriedades (1) e (2), ficando a prova de (3)
como exercicio.

(1) Facilmente prova-se que Dom(R~!) = Im(R). De facto, para qualquer objeto y,

y€Dom(R™Y) & Fiea(y,x) € R
= EI:z:EA (CE, y) €ER
&y e Im(R).
A prova de Im(R™1) = Dom(R) é andloga.
(2) Uma vez que RC Ax Be (R™Y)™! C A x B e, para qualquer (z,y) € A x B,

(r,y) €R < (y,v)€ R}
& (zy)e®H

concluimos que R = (R~1)~1. O

Definigao 5.5. Sejam A, B, C e D conjuntos, R uma relagdo bindria de A em B e .S uma
relacdo bindria de C em D. Chama-se relacao composta de S com R, e representa-se
por So R, a relagao bindria de A em D definida por

SoR={(z,y) | 3z€e BNC: (z,2) € RN (z,y) € S}.

Note-se que, nas condicoes da definicao anterior, se BN C = (), tem-se S o R = ().

Exemplo 5.5. Sejam A = {1,2,3}, B ={1,2,3,4,5}, C ={0,2,3,4} e D = {0,1,3,5}
e consideremos as relacoes bindrias
R=1{(1,2),(1,3),(2,2),(2,4)} € Ax B,
S =1{(0,1),(3,0),(3,3),(3,5),(4,0)} CC x D.
Entao
(1) So R ={(1,0),(1,3),(1,5),(2,0)};
(2) RoS =1{(0,2),(0,3)}.

Do exemplo anterior podemos concluir que a composicao de relacées binarias nao é,
em geral, comutativa.

Proposigao 5.6. Sejam R, S e T relagoes bindrias. Entdo

(1) Dom(S o R) C Dom(R) e Im(S o R) C Im(S5).
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(2) (ToS)oR=To(SoR).
(3) (SoR)™ =R 1toS™ L

Demonstragao. (1) Resulta facilmente da definigdo de relagao composta. Com efeito, se
xz € Dom(S o R), entdo existe y tal que (z,y) € S o R. Logo existe z tal que (z,z) € R e
(z,y) € S. Portanto, z € DomR. Desta forma, provamos que Dom(S o R) C DomR.

De forma semelhante prova-se que Im(S o R) C ImS.

(2) Seja (x,y) € (T oS)o R. Entao existe z tal que (z,z) € Re (z,y) € ToS. De
(z,y) € T o S segue que existe w tal que (z,w) € S e (w,y) € T. Dado que (z,z) € R
e (z,w) € S, entdo (z,w) € So R. Agora, de (z,w) € So R e de (w,y) € T, tem-se
(x,y) € To(SoR). Logo (ToS)oR C T o (SoR). De modo andlogo, prova-se que
To(SoR)C (ToS)oR.

(3) Para todo o objeto (z,y),

(z,y) € (SoR)™! (y,x) € SoR

(y,z) € RN (z,2) € S
. (z,y) € R7IA(z,2) € 71
y) € R"1oS™ L

O

Seguidamente referem-se algumas propriedades que permitem definir classes especiais
de relacoes binarias.

Definicao 5.7. Sejam A um conjunto e R uma relagao bindria em A. Diz-se que:

- R € reflexiva se
\V/aGA (aa CL) € R;

- R é€ simétrica se
Vapea ((a,b) € R= (b,a) € R);

- R ¢€ antissimétrica se

Vabea (((a,b) € RA(b,a) € R) = a = b);

- R ¢ transitiva se

Vabeea (((a,b) € RA(b,c) € R) = (a,¢)) € R.

Note-se que uma relagao bindria R em A é antissimétrica se e s se

Vabea ((a,b) € RANa#b) = (ba) € R.



Exemplo 5.6. (1) Sejam A ={1,2,3,4} e

Rl - { 15 1)5 y“)s L9 9)s 2,2)5 2’ )a (3’ 3)’ (454)}’
R2 :{ 154)5 252 ) ) ) ) ) ,1)}’
RS = 273)}

Uma vez que (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) € Ry, a relagao Ry € reflexiva. O par (1,2) € ele-
mento de Ry, mas (2,1) € Ry, logo Ry nao é simétrica. Atendendo a que ndo existem
elementos distintos a,b € A tais que (a,b) € Ry e (b,a) € Ry, podemos afirmar que a
relacao Ry é antissimétrica. Além disso,

(L)eR A1) eR)AN(,1) e Ry
(1,1) e Ry A (L,2) € Ry) A (L,2) € Ry
((1,1) e Ry A (1,3) € Ry) A (1,3) € Ry
((1,2) e RiN(2,2) e Ri)AN(1,2) € By
((1,2) e Ry AN (2,3) € Ry) AN (1,3) € Ry
((1,3) e RiN(3,3) € Ri) AN (1,3) € Ry
((2,2) € Ry AN (2,2) € R1) N (2,2) € Ry
((2,2) e Ry AN (2,3) € R1) AN (2,3) € Ry
((3,3) e RiN(3,3) € R1) AN (3,3) € Ry
((4,4) € Ry A (4,4) € Ry) AN (4,4) € Ry

e, portanto, Ry € transitiva.
Uma vez que 1 € A e o par (1,1) nao € elemento de Ry, entao Ry ndo € reflexiva. Esta
mesma relagdo € simétrica, pois, para quaisquer a,b € A,

(a’ b) € Ry = (b’ a) € Ry;

de facto,

Facilmente verificamos que Ry ndo € antissimétrica, pois 1 # 4, (1,4) € Ry e (4,1) € Rs.
Esta mesma relagdo também nao € transitiva: (1,4) € Ro A (4,1) € Ro, mas (1,1) & Ra.

No que diz respeito a relagdo Rs, € simples verificar que esta é uma relagdo transitiva,
antissimétrica, nao reflexiva e ndo simétrica.

(2) Seja A um conjunto ndao vazio. A relagao idg e a relagao universal wa sao relagoes
simultaneamente reflexivas, simétricas e transitivas.



Proposigao 5.8. Sejam A um conjunto e R uma rela¢do bindria em A. Entdo
(1) R é reflexiva se e s6 se idg C R;
(2) R é simétrica se e s6 se R~ = R;
(3) R € transitiva se e s¢ se Ro R C R;

(4) R € antissimétrica se e s6 se RN R™' Cidga.

Demonstracdo. Exercicio. O

5.2 Relacoes de equivaléncia

Na secc¢ao anterior vimos que a relacao identidade id 4 e a relacao universal w4 definidas
num conjunto A sao relagoes reflexivas, simétricas e transitivas. RelagGes que verifiquem
simultaneamente estas propriedades sao designadas por relagées de equivaléncia.

Definigao 5.9. Seja A um conjunto. Uma rela¢do bindria R em A diz-se wma relagao
de equivaléncia se R ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 5.7. Seja A ={1,2,3,4} e consideremos a relagao
R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(2,3),(3,2),(3,4),(4,3),(2,4),(4,2)}.
A relagdo R € reflexiva, pois
ida ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} C R.
A relacdo € simétrica, uma vez que
R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(3,2),(2,3),(4,3),(3,4),(4,2),(2,4)} = R.
A relagao R também € transitiva, pois
RoR={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(2,3),(3,2),(3,4), (4,3),(2,4), (4,2)} C R.

Logo R é uma relagdo de equivaléncia.

Exemplo 5.8. A relagao R definida no conjunto A = {x |z € aluno da L.C.C.} por
x Ry se e s se x ey nasceram no mesmo ano

€ uma relacdo de equivaléncia em A.



Exemplo 5.9. Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma funcdo. A relagdo bindria
definida em A por

xRyy se e sose f(x) = f(y)

€ uma relacdao de equivaléncia em A. De facto,
- Ry € reflexiva, pois, para todo x € A, f(x) = f(x) e, portanto, x Ry x;
- Ry € simétrica, wma vez que para quaisquer x,y € A,

rRpy = f(x) = fly) = fly) = f(z) = y Ry x;

- Ry € transitiva, pois para quaisquer x,y,z € A,

(xRry NyRyz) = (f(x) =) A fly) = f(2) = f(z) = f(2) = z Ry 2.

Exemplo 5.10. Seja R a relagdo bindria em Z definida por
aRb se e s se a—1b € divisivel por 3.

E simples verificar que R € uma relagdo de equivaléncia. Com efeito, para todo a € 7Z,
a—a = 0 ¢ divisivel por 3, logo a Ra. Portanto, R ¢ reflexiva. Por outro lado, para
quaisquer a,b € Z, se a Rb, entao a — b = 3k, para algum k € Z. Logo b — a = 3(—k),
com —k € Z e, por consequinte, b Ra. Assim, R € simétrica. Além disso, para quaisquer
a,b,c € Z, seaRb e bRc, entio a —b = 3k, para algum k € Z e b — ¢ = 3K', para algum
k' €Z. Logoa—c=(a—b)+ (b—c) =3(k+k), com k+k €Z, pelo que a Rc. Logo R
€ transitiva.

Note-se que, dado a € Z, tem-se

1Ra & 1—a=3k, para algum k € Z
< a=3k+1, para algum k € Z

< a tem resto 1 na divisdo inteira por 3.

De modo andlogo, prova-se que 2 Ra se e s se a tem resto 2 na divisao inteira por 3 e
que O Ra se e sé se a tem resto 0 na divisao inteira por 3. Assim, uma vez que 08 Unicos
restos possiveis na divisdo inteira por 3 sdo 0,1,2 e atendendo a que R € uma relacdo de
equivaléncia, os elementos de 7 podem ser agrupados mos sequintes trés subconjuntos de
Z:

Xo={ala€Z NORa} ={a|a €Z N ez a = 3k}

Xi1={ala€Z N 1Ra} ={ala €Z N Fyez a=3k+ 1}
Xo={ala€Z AN 2Ra}={ala €Z N Fyez a=3k+2}

Definicao 5.10. Sejam R uma relagdo de equivaléncia num conjunto A e x € A. Chama-
-se classe de equivaléncia de x médulo R ou, caso ndo haja ambiguidade, classe de
equivaléncia de x, ao conjunto

[lr={y |y € AN xRy}

Ao conjunto de todas as classes de equivaléncia dos elementos de A chamamos conjunto
quociente de A médulo R e representamo-lo por A/R, i.e.,

A/R = {[z]r [ © € A}.
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Exemplo 5.11. Considerando a relagdo de equivaléncia R definida no exemplo anterior,
tem-se
Olg ={ala €Z N pez a =3k},

Mr={a|la €Z N Fyez a =3k + 1}
2lr ={ala € Z N Tgez a = 3k + 2},

e Z/R = {[0]r, 1]z, [2|r}-

Exemplo 5.12. Seja A = {1,2,3,4} e consideremos a rela¢iao de equivaléncia em A
definida por

R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(2,3),(3,2),(3,4),(4,3),(2,4),(4,2) }.

Entao
[r={1} e[2lr = [3]r = [4r = {2,3,4}

A/R ={[1]r, [2|r}.

Exemplo 5.13. Seja f : Z — 7 a fungao definida por f(n) = |n|, para qualquer n € N,
e seja Ry a relagdo de equivaléncia associada a f, isto €, seja Ry a relagdo bindria em Z
definida por

xRyy se e so se f(x) = f(y).

Entao, para cada x € 7Z,

[zlr, ={yly€Z N xRry}t ={yly€Z A f(z) = f(y)} = {z, —=}
Z/R; = {{z,—x} |z € Z}.

A respeito do conjunto quociente indicado em cada um dos exemplos anteriores verifica-
-se 0 seguinte: os seus elementos sao conjuntos nao vazios, sao disjuntos dois a dois e a
uniao dos seus elementos é o conjunto no qual estd definida a relagdo bindria. Estes
conjuntos quociente satisfazem as condigoes do conceito a seguir definido.

Definicao 5.11. Sejam A um conjunto e I1 C P(A). Diz-se que Il é uma particao do
conjunto A se satisfaz simultaneamente as sequintes condigoes:

(1) para todo X € 11, X # (;
(2) para todo X, Y €Il, (X Y = X NY =0);

(3) para todo a € A, existe X €11 tal que a € X.



Exemplo 5.14. Sejam A ={1,2,3,4,5} e
I = {{1’ 2}’ {}’ {3’ 4, 5}}’ Iy = {{1’ 2}’ {2’ 3}’ {4’ 5}}’
I3 = {{1’2}’{4’ 5}}’ Iy = {{1’2}’{3}5{4a5}}
Nenhum dos conjuntos 11y, 11y, 113 € uma particao de A. Com efeito:
- 0 € 11y e, portanto, o conjunto II; nao verifica a condi¢io (1) da defini¢do anterior;

- o congunto Iy nao satisfaz a condigao (2), pois X = {1,2} € I, Y = {2,3} € Iy,
X#£Y eXNY #0;

- no caso do conjunto Il3 falha a condi¢ao (3), uma vez que 3 € A e nao existe X € I3
tal que 3 € X.

No que diz respeito ao conjunto 11y, € simples verificar que qualquer uma das condi¢des
(1) a (3) da defini¢ao anterior € satisfeita e, portanto, Iy é uma particao de A.

A cada relacdo de equivaléncia definida num conjunto A estd sempre associada uma
particdo de A, como se pode verificar pelo resultado que a seguir se prova.

Proposicao 5.12. Seja R uma relagao de equivaléncia num conjunto A. Entao A/R €
uma particdo de A.

Demonstragao. Sendo R uma relacao de equivaléncia em A, prova-se facilmente que A/R
é uma particao de A. De facto:

(1) Uma vez que R é reflexiva, tem-se xRz, para todo = € A, e, portanto, x € [x]g.
Logo, para todo [z]r € A/R, [z]r # 0.

(2) Dadas duas classes de equivaléncia [z]gr,[ylr € A/R, se [z]r # [y]g, entdo
[]r N [y]r = 0. Com efeito, se admitirmos que [z]g N [y|r # 0, existe z € A
tal que z € [x]g e z € [y|g. Assim z Rz e y Rz e, uma vez que R é simétrica, temos
também z Ry. Daqui segue que, para todo a € A,

a€zlp = zRa

= aRx (R ¢ simétrica)

= aRz (x Rz e R é transitiva)
= aRy (z Ry e R é transitiva)
= yRa (R ¢ simétrica)

= a€ [y|r.

e, portanto, [x|g C [y|g. De forma andloga prova-se que [y|g C [z]g. Logo
[z]r = [Y]r-

(3) Para todo = € A, tem-se x Rx e, portanto, existe [z]gr € A/R tal que = € [z]p.

Assim, por (1), (2) e (3), temos que A/R ¢é uma particao de A. O
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O reciproco do resultado anterior também é vélido, ou seja, cada particdo de um
conjunto define uma relagao de equivaléncia nesse conjunto.

Proposigao 5.13. Sejam A um conjunto, 11 uma particao de A e Ry a relagdo bindria
em A definida por

x Ry se e so se existe X € 11 tal que x,y € X.

Entao Ry € uma relacdo de equivaléncia em A.

Demonstragao. (1) Uma vez que II é uma partigdo de A, entdo, para todo = € A, existe
X €1l tal que x € X. Logo x Ry x e, portanto, Ry é reflexiva.

(2) Dados z,y € A, se x Ry y, é 6bvio que também temos y Ry z; logo Ryy é simétrica.
(3) Dados z,y,z € A, se z Rijy e y Ry z, existem X,Y € II tais que z,y € X e y,z € Y.
Dado que y € XNY, tem-se X NY # ) e, como II é uma particao de A, segue que X =Y.
Assim, existe X € II tal que z,z € X e, portanto, x Ry z. Logo Ry é transitiva.

De (1), (2) e (3) concluimos que Ry é uma relacao de equivaléncia em A. O

Exemplo 5.15.

(1) Sejam A = {1,2,3,4,5} e 11} = {{1,2},{3,4,5}}, I, = {{1,3},{2},{4},{5}}
particoes de A. Entao

RHI = {(171)7(272)7(373)7(47 4)7(57 5)7(172)7(27 1)
(37 4)7 (47 3)7 (37 5)7 (57 3)7 (47 5)7 (57 4)}7
R, = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3), 3, )}-

(2) Seja 11 = {Xo, X1, X2} a particio de Z onde
Xo={8klkeZ}), X ={3k+1|keZ}, Xo={3k+2|keZ}.
Entao, para quaisquer a,b € Z,

a R b se e sé se a—0b € divisivel 3.
5.3 Relacoes de ordem

A nocao de ordem pode ser encontrada nas mais diversas situacoes do dia a dia, e sob
variadas formas, quando fazemos referéncia a expressoes tais como: primeiro, segundo, ter-
ceiro; maior versus menor; melhor versus pior; precedéncia, preferéncia, ... Nesta seccao
formalizamos o que se entende por relagdo de ordem e apresentamos algumas nogoes rela-
cionadas com este conceito.



5.3.1 Nogoes basicas

Definicao 5.14. Sejam A um conjunto e R uma relagao bindria em A. Diz-se que R é
uma relagcdo de ordem parcial em A se R € reflexiva, antissimétrica e transitiva. Se A
¢ um conjunto nao vazio e R é uma ordem parcial em A, ao par (A, R) dd-se a designa¢ao
de conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.).

Exemplo 5.16. Sdo exemplos de c.p.o.’s 0s sequintes pares:

(1) (A,ida), onde A € um conjunto nao vazio e ida = {(a,a) : a € A}.

(2) (N, <), onde < € a relagao “menor ou igual” usual em N (para todo x € N, x < x,
logo < € reflexiva; para quaisquer x,y € N, se x < y ey < x, entdo x = y e,
portanto, < € antissimétrica; para quaisquer x,y,z € N, se x <y ey < z, tem-se
x < z, assim < € transitiva. Entdo < é uma relagio de ordem parcial em N).

(3) (N,]), onde | é a relagao “divide” em N.

(4) (P(A),C), onde A é um conjunto qualquer e C € a relagdo de inclusao usual.

Em geral, sempre que tal nao cause confusado, representamos uma ordem parcial num
conjunto A por < e o respectivo c.p.o. por (A, <). Formalmente, um conjunto parcialmente
ordenado é um par (A; <), onde A é um conjunto nao vazio e < é uma relacao de ordem
parcial. Porém, caso seja claro a partir do contexto qual é a relagao <, é usual dizer
apenas “seja A um conjunto parcialmente ordenado”.

Dado um c.p.o. (4, <) e dados a,b € A, escrevemos:

- a < belemos “a é menor ou igual a b” ou “a precede b” para representar (a,b) € <;

a £ b e lemos “a nao é menor ou igual a b” se (a,b) &€ <;

a < b e lemos “a é menor do que b’ (ou a “precede propriamente b”) se a < b e

a # b;

- a << belemos “bé sucessor de a” (ou “b cobre a” ou “a é coberto por b”) se a < b
e 7(Jeca a < c<b).

Diz-se que a,b sao elementos comparaveis se a < b ou b < a; caso contrario, ou seja, se
af€bebZa,aebdizem-se incomparaveis e escrevemos al|b.

Um c.p.o. (4,<), em que A é um conjunto finito, pode ser representado por meio de
um diagrama de Hasse da seguinte forma:

- cada elemento ¢é representado por um ponto;

- se a, b sao dois elementos de A tais que a < b, representa-se b acima de a; além disso
se a << b unem-se estes dois pontos por um segmento de reta.



Exemplo 5.17.
(1) Sejam A ={1,2,3,4,6,10,12} e | a ordem parcial definida por

z|y & Jgen y = k.
O c.p.o. (A,|) pode ser representado pelo seguinte diagrama de Hasse

12

10 6

1
(2) Consideremos o conjunto A = {a,b,c,d,e} e a relagao bindria R definida em A por
R ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e, e), (a,b), (a,c), (b,e), (c,d), (e, d)}.

E simples verificar que R € uma relagao de ordem e que a << b, a << ¢, b << e,
c<<dee<<d. Assim, a relagdo R pode ser representada pelo diagrama de Hasse

sequinte

d

a

(8) Seja A ={1,2,3}. O c.p.o. (P(A),C) pode ser representado pelo diagrama de Hasse

que se seque

A

{1,2} {2,3}

{1} {3}



Dados um c.p.o. (4,<) e X um suconjunto de A podem existir elementos com pro-
priedades especiais relativamente a X.

Definigao 5.15. Sejam (A, <) um c.p.o., X um subconjunto de A e m € A. Dizemos que
m é:

- um elemento maximal de X se m € X e =(Jpex m < z);
- um elemento minimal de X se m € X e —(Jpex © < m);
- majorante de X se Vycx < m;

- minorante de = se V,cx m < x;

- supremo de X se m € majorante de X e m < m/, para qualquer m' majorante de
X;

- infimo de X se m é minorante de X e m’ < m, para qualquer m’ minorante de X ;
- maximo de X se m € majorante de X em € X;

- minimo de X se m é minorante de X em € X.
O conjunto dos majorantes de X e o conjunto dos minorantes de X sao representados por

Maj(X) e Min(X), respetivamente. Caso exista, o supremo (infimo, maximo, minimo) de
um subconjunto X de A ¢ unico e representa-se por sup(X) (inf(X), max(X), min(X)).

Exemplo 5.18. Consideremos novamente o c.p.o. (A,|) representado por

12

10 6

1
e sejam X = {1,2,3} e Y ={2,4,6,10}. Entao:

- 2 e 3 sdo os elementos mazximais de X; 1 € o unico elemento minimal de X;

Maj(X) = {6,12}; sup(X) = 6; nao eziste mdzrimo de X ;

Min(X) = {1}; inf(X) = 1; min(X)=1;

- 4, 6 e 10 sdo os elementos maximais de Y; 2 € o unico elemento minimal de Y
- Maj(Y) = 0; nao existe supremo de Y ; nao existe mdzimo de Y;

- Min(Y') = {1,2}; inf(Y) = 2; min(Y") = 2.
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Relativamente ao conjunto A tem-se o sequinte:
- 10 e 12 sdo os elementos maximais de A; 1 € o dnico elemento minimal de A;
- Maj(A) = 0; A nao tem supremo; A nao tem mdzimo;

- Min(A) = {1}; inf(A) = 1; min(A)=1.

Proposicao 5.16. Num conjunto parcialmente ordenado (A, <) sao equivalentes as se-
guintes proposigoes, para quaisquer a,b € A:

(1) a < b;
(2) sup({a,b}) = b;
(3) inf({a,b}) = a.

Demonstracao. (1) = (2) Admitamos que a < b. Entado, uma vez que também temos
b < b (pois < é reflexiva), segue que b é um majorante de {a,b}. Além disso, se x é um
majorante de {a, b}, temos b < z. Logo b é o menor dos majorantes de {a, b} e, portanto,

sup({a,b}) = b.

(2) = (3) Admitamos que sup({a,b}) = b. Entao b ¢ um majorante de {a, b}, pelo que
a < b. Assim, como a < a e a < b, a é um minorante de {a,b}. Além disso, se z é um
minorante de {a, b}, tem-se, em particular, z < a e, portanto, a é o maior dos minorantes

de {a,b}. Logo inf({a,b}) = a.

(8) = (2) Se inf({a,b}) = a, entdo a é um minorante de {a,b} e, por conseguinte, a < b.
Logo as trés proposicoes sao equivalentes. ]

Seguidamente estudam-se alguns processos de construgao de novos c.p.o.’s a partir de
c.p.o.’s dados.

Se (A, <) é um conjunto parcialmente ordenado e X é um subconjunto nao vazio de
A, arelagao <, definida, para quaisquer a,b € X, por

ag‘szeeséseagb

¢ uma relagdo de ordem parcial em X. A relagdo <|, designa-se por ordem parcial
induzida por < em X.

Sendo (A, <) um conjunto parcialmente ordenado, define-se a partir da relagdo < uma
outra relacdo de ordem parcial em A. A relacdo <4 definida em A por

a<gbseesdseb<a

é também uma relacdo de ordem parcial em A. A relacdo <, designa-se por relagcdo de
ordem dual de < e o conjunto parcialmente ordenado (A4, <) designa-se por conjunto
parcialmente ordenado dual de (A, <). E simples perceber que (<4)q =< e que o c.p.o.



dual de (A4, <y) é (A4,<). Os c.p.os (4,<) e (4, <;) dizem-se conjuntos parcialmente
ordenados duasis.

Se ® é uma afirmagao sobre conjuntos parcialmente ordenados, a afirmagao ®4, obtida
de ® substituindo toda a ocorréncia de < por <;4, designa-se por afirmac¢ao dual de
®. Note-se que se ® é uma afirmagao verdadeira em (A4, <), entdao ¢, é verdadeira em
(A, <4), pelo que é valido o seguinte principio.

Principio de dualidade para c.p.o.’s Uma afirmacao é verdadeira em qualquer con-
junto parcialmente ordenado se e s6 se 0 mesmo acontece com a respetiva afirmacao dual.

Observe-se que os conceitos de majorante, supremo, elemento méximo, elemento ma-
ximal sao duais dos conceitos de minorante, infimo, elemento minimo, elemento minimal,
respetivamente. Assim, se & é uma afirmacao sobre c.p.o.s envolvendo algum destes con-
ceitos, a afirmacao @4 é obtida substituindo cada um destes conceitos pelo conceito dual
e substituindo toda a ocorréncia de < por <j.

5.3.2 Homomorfismos

No estudo de aplicagoes entre conjuntos parcialmente ordenados tém particular inte-
resse aquelas que preservam a ordem.

Definicao 5.17. Sejam (A1,<1) e (A2,<2) dois conjuntos parcialmente ordenados e
o Ay — Ay uma aplicagdo. Diz-se que:

a aplica¢ao o € isétona ou que € um homomorfismo (alternativamente, também
se diz que o preserva a ordem) se, para quaisquer a,b € Ay,

a <1 b= ala) <2 a).

a aplicacdo « € antitona se, para quaisquer a,b € Ay,

a <1 b= ab) < ala).

- «a é um merqgulho de ordem se, para quaisquer a,b € Ay,
a<i1bs ala) <2 ab).
- «a € um itsomorfismo de c.p.o.s se a € um mergulho de ordem e € uma aplicagcdo
sobrejetiva.

Caso exista um isomorfismo de c.p.o.s de (A1, <1) em (Az, <3), diz-se que o c.p.o. (A1,<y
) € isomorfo ao c.p.o. (Az, <s).



Exemplo 5.19. (1) Seja Pr(N) a familia dos subconjuntos finitos de N. Entao (Pr(N), C)
é um c.p.o.. Consideremos, também, o c.p.o. (Ng,<). Seja s : Pr(N) — Ny a aplicagdo
definida por s(X) = |X|, para todo X € Pp(N) (por |X| representa-se o nimero de
elementos de X ). A aplicagio s é um homomorfismo de c.p.o.’s. Esta aplicagcdo nao é,
no entanto, um isomorfismo de c.p.o.’s, pois ndo € bijetiva.

(2) Sejam A ={a,b}, B=1{1,2,3,6} e | a relagao de ordem definida em B por
x|y se e sd se pen y = k.

Claramente, os conjuntos parcialmente ordenados (P(A),C) e (B,|), representados pelos
diagramas de Hasse sequintes, sao isomorfos.

{a, b} 6

{a} {b} 2 3

(P(A),S) 0 (B;[) 1

Fica ao cuidado do leitor a verificagao de que a aplicagao f : B — P(A), definida por

f(1) =0, f(2) ={a}, f(3) ={b} e f(6) = {a,b}, € um isomorfismo de c.p.o.’s.

Um isomorfismo de c.p.o.s é uma aplicagao bijetiva. Assim, se a é um isomorfismo de
um c.p.o. (A1, <1) num c.p.o. (As, <s), entdo a~!: Ay — A; também é um isomorfismo
de (Ag,<9) em (A1, <1). Caso exista um isomorfismo entre os c¢.p.o.s (A1, <) e (Ag, <o)
diz-se que os c.p.o.s s@o isomorfos e escreve-se (P, <1) = (P, <2).

Note-se que, embora um isomorfismo de c.p.o.s seja uma aplicagao isétona e bijetiva,
uma aplicacao bijetiva e is6tona nao é necessariamente um isomorfismo de c.p.o.s. Por
exemplo, sendo (Aj, <) e (A2, <2) os c.p.o.s com os diagramas de Hasse a seguir apre-
sentados

dp ——— ¢ 4
b 3
Cp —————————> ¢ 2
a 1
(A1, <y) (Az, <o)
Figura 5.1

a aplicacdo a de Ay em As definida por a(a) =1, a(b) = 3, a(c) = 2 e a(d) = 4 ¢é isétona
e bijetiva, mas nao é um isomorfismo de c.p.o.s.
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5.3.3 Reticulados, cadeias, conjuntos bem ordenados

Nesta seccao referem-se algumas classes especiais de conjuntos parcialmente ordenados.

Definicao 5.18. Um conjunto parcialmente ordenado (A,<) diz-se um reticulado se,
para quaisquer x,y € A, existem o supremo e o infimo do conjunto {z,y}.

Exemplo 5.20. (1) Dos c.p.o.’s a sequir representados sdo reticulados os c.p.o.’s Ra e
R3; Ry ndo € reticulado, pois, por exemplo, nao existe supremo de {b,c}.

e
d e d c
d
b c b c b
Rl a R2 a RB a

(2) Dado um conjunto A, o c.p.o. (P(A),C) é um reticulado.
(3) O c.p.o. (N,|) é um reticulado.

Definicao 5.19. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. A ordem parcial < diz-
-se uma ordem total ou ordem linear se quaisquer elementos a e b de A sdo com-
pardveis. Neste caso, (A, <) diz-se uma cadeia ou um conjunto totalmente ordenado.
Um subconjunto X de A diz-se uma cadeia em (A, <) ou um subconjunto totalmente
ordenado de (A, <) se, para quaisquer x,y € X, x ey sGqo compardveis.

Exemplo 5.21.

(1) {3,6,12} e {2,4} sdo cadeias em ({1,2,3,4,6,10,12},|), mas este c.p.o. nao € uma
cadeia, pois 4 e 10 ndo sdo compardveis.

(2) (N, <), (R,<), (Z,<) sao cadeias.

Proposigao 5.20. Se (A, <) é uma cadeia, entao (A, <) € um reticulado.

Demonstragao. Se (A,<) é uma cadeia, entdo, para quaiquer a,b € A, tem-se a < b
ou b < a. Caso a < b segue que sup({a,b}) = b e inf({a,b}) = a; caso b < a, entdo
sup({a,b}) = a e inf({a,b}) = b. Assim, para quaisquer a,b € A, existem sup({a,b}) e
inf({a, b}) e, portanto, (A, <) é um reticulado. O

Conjuntos parcialmente ordenados nos quais toda a cadeia admita um majorante tém
garantidamente um elemento maximal. Este resultado, conhecido por Lema de Zorn, é
fundamental no estudo de conjuntos parcialmente ordenados e tem aplicagbes nas mais
diversas areas, tais como Algebra Linear, Algebra Universal e Anélise.



Teorema 5.21 (Lema de Zorn). Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado no qual
qualquer cadeia admite um majorante. Entao, A tem um elemento mazximal.

O Lema de Zorn, equivalente ao Axioma da Escolha, é geralmente utilizado para
estabelecer a existéncia de um objeto que nao pode ser construido diretamente (como, por
exemplo, uma base num espaco vetorial nao trivial ou um ideal maximal num anel).

Definigao 5.22. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Diz-se que < € uma
boa ordem em A se cada subconjunto nao vazio de A tem elemento minimo. Neste caso,
diz-se que (A, <) é um conjunto bem ordenado (c.b.o.).

Exemplo 5.22. Todo o conjunto totalmente ordenado finito € um conjunto bem ordenado.

Proposicao 5.23. Se (A, <) é um conjunto bem ordenado, entao (A, <) é uma cadeia.

Demonstragao. Sejam (A,<) um conjunto bem ordenado e a,b € A. Uma vez que
(A, <) é um conjunto bem ordenado, o subconjunto {a,b} tem elemento minimo; entao
min{a,b} = a e tem-se a < b, ou min{a,b} = b e tem-se b < a. Assim, quaisquer dois
elementos de A sdo comparaveis e, portanto, (A4, <) é uma cadeia.l] O

Embora todo o conjunto bem ordenado seja uma cadeia, existem cadeias que nao sao
conjuntos bem ordenados.

Exemplo 5.23. (R, <) € uma cadeia, mas ndo é um conjunto bem ordenado; de facto,
{r eR:0 <z <1} € um subconjunto nao vazio de R e nao tem elemento minimo.

Proposigao 5.24. Um conjunto totalmente ordenado é bem ordenado se e so se nao
contém qualquer cadeia descendente infinita

1 >X9>...>%p > ...

Demonstragdo. A prova que se apresenta seguidamente é uma prova informal; uma prova
formal deste resultado requer a aplicacdo do Axioma da Escolha e podera ser consultada
em bibliografia adequada.

Se (P, <) é um conjunto totalmente ordenado que contém uma cadeia descendente infinita
T1>T2>...>Tp > ...,

entao (P, <) nao é bem ordenado.

Reciprocamente, suponhamos que (P,<) é um conjunto totalmente ordenado que nao
contém qualquer cadeia descendente infinita. Pretendemos mostrar que se A é um sub-
conjunto nao vazio de P, entdao A tem elemento minimo. Uma vez que A # (), existe
a1 € A. Se ay é o elemento minimo de A, a prova estd completa. Caso a; néo seja um
elemento minimo, entdo existe az € A tal que a; £ az. Uma vez que a ordem ¢ total,
segue que as < aj. Se as € o elemento minimo de A, a prova termina. Caso contrario,
existe ag € A tal que ao ;{ ag, donde a3 < az. Ora, uma vez que (P, <) nao tem ca-
deias descentes infinitas, este processo termina num numero finito de passos, digamos
a; > ag >ag > ... > a,. Logo a, é o elemento minimo de A. O

78



Coroldrio 5.25. (Principio da Boa Ordenacgdo de N) O conjunto parcialmente or-
denado (N, <) € bem ordenado.



