relacoes binarias



definicoes basicas

Definicdo. Dados os conjuntos A e B, ndo necessariamente distintos,
chama-se relagdo bindria de A em B a qualquer subconjunto R do
produto cartesiano A x B.

Se A = B, R diz-se uma relacio binaria em A.

Se (a, b) € R, diz-se que a estd R relacionado com b e escreve-se

aRb.

Definicdo. Duas relacdes bindrias R e R’ de A em B dizem-se iguais se os
subconjuntos R e R’ de A x B si3o iguais.
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Exemplos.

1. Sejam A={1,2,3,4} e B={a, b,c,d}. Entdo,
R ={(1,a),(1,b),(2,b),(3,d)} é uma relagdo binaria de A em B.O
conjunto S = {(1, a), (2, b),(2,€e)} ndo é uma relagdo binaria de A
em B pois SZ A x B, jéd que (2,e) € Se (2,e) ¢ Ax B.

2. Sejam A= {1,2,3,4}, B={1,3,4,8,9} e

R=1{(1,1),(2,4),(3,9)} é uma relagdo binaria de A em B que
pode ser definida por

aRbs b=2 (ac A beB).
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3. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Entdo A x B e () sdo
relagles binarias de A em B.

4. Seja A um conjunto qualquer. Ent3o,
ida={(x,x) :x €A} e wa=A%={(x,y):x,y € A}

sdo relacdes bindrias em A. A ida chamamos relacdo identidade em
A e a wa chamamos relagcdo universal em A.

5. A relacdo bindria R definida em N por
m R n < m é divisor de n

é o conjunto
R ={(m,n):3k € N: n= mk}.

106



Definicdo. Se R é uma relacdo bindria de A em B chama-se:

1. dominio de R ao conjunto
Dr={x€ A:(x,y) € R para algum y € B};
2. contradominio de R ao conjunto

Dr={y€eB: 3xe A: (x,y) € R}.

Exemplos.

1. Sejam A=1{1,2,3,4,5} e B={2,3,4,5,6}. O conjunto
R =1{(1,2),(1,6),(2,2),(3,5),(3,6)} é uma relagdo binaria de A
em B tal que Dg = {1,2,3} e Dy = {2,5,6}.
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2. Sejam A={1,2,3,4,5} e B=1{2,4,6,8,10,12,14,16,18,20}. Seja
R a relacdo binaria de A em B definida por

xRy&y=x?ouy=5x.

Entdo, Dg = {2,4} e D = {4,10,16,20}.

3. O conjunto N é o dominio e o contradominio da relagdo R definida
em N por
m R n < m é divisor de n.
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Observacdo. Se R = R’ entdo Dg = Dg' e Di = Dg,. O reciproco ndo é
necessariamente verdadeiro. Os dominios e os contradominios de duas
relagOes bindrias podem ser iguais e as relagbes ndo serem a mesma.

Exemplo. Sejam R = {(1,2),(1,3),(2,2),(3,2)} e
R"=1{(1,3),(2,2),(3,3)} duas relagdes de A = {1,2,3,4} em
B ={2,3,4,5}. Entéo,

DR = {1,2,3} = DR/ e DI{'\’ = {2,3} = D,/?/

No entanto, R # R’.
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relacao inversa

Definicdo. Se R é uma relagdo binaria de A em B, chama-se relacdo
bindria inversa de R, e representa-se por R~!, ao subconjunto de B x A
definido por

Rt ={(y,x) € BxA:(x,y) € R}.

Exemplos.

1. Sejam A=1{1,2,3,4,5}, B={3,5,7,9}
R={(1,3),(1,5),(2,3),(4,7),(3,3)} € Ax B. Entdo,

R™! ={(3,1),(5,1),(3,2),(7,4),(3,3)}.
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. Seja R a relagdo bindria definida em R por
xRy&y=x°
Entdo, R~ é a relac3o binaria definida em R por
xR1lyex=y%
. Se R é a relacdo binaria definida em N por
m R n< m é divisor de n,

ent3o, R~! é a relacdo bindria em N definida por

m R~ n< m é miltiplo de n.
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propriedades

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer e R e S relacdes bindrias de A em
B. Entdo,

1. Se RC Sentio R-1C S L
2. (RTHY =R
3. DR—I = D,/? € D;?,l = DR.

Demonstracdo.

1. Sabendo que R C S queremos provar que R~ C S71 ie., que
x R7'y = x S~ ! y. De facto,

xRy = yRx (por def. de R71)
=y Sx (porque R C S)
— xSty (por def. de S—1)
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2. Sejam x,y € A. Entdo,
x(RHY'yeyR'xe xRy,

pelo que (R71)"! = R.

3. A primeira igualdade resulta de termos que

x€Dp1 & xeBAE@y€A): (xy)eR?
sxeBA(EycA):(v.x)eR

& x € Dp.

A segunda igualdade resulta da primeira por 2.
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composicao de relacoes binarias

Definicdo. Sejam R uma relacdo bindria de A em B e S uma relacdo
bindria de C em D. Chama-se relacdo bindria composta de R com S, e
representa-se por S o R, a relacdo binaria de A em D definida por

xSoRy<3dzeBNC:xRzezSy.

Observacdo. Se BN C = () entdio So R =)

114



Exemplos:

1. Sejam
A=1{1,2,3,4}, B ={4,5,6},

C:{172a7}a D:{4757677a8}a
R= {(174)7 (234)7 (275)3 (375)7 (4ﬂ6)} CAxB

S =1{(1,4),(1,5),(2,5),(2.8),(7,8)} C C x D

Ent3o, como BN C = (), temos que So R = ().
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2. Sejam
A = {1727 37 4}7 B = {4’ 57 6}’ C = {57 67 7}7 D = {47 57 67 77 8}7

R =1{(1,4),(2,4),(2,5),(3,5),(4,6)} C Ax B,
S ={(5,4),(5,5),(6,5),(7,8),(6,8)} C C x D
Entdo, So R = {(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5), (4,8)}.

De facto, temos BN C = {5,6} e
(2,5) e RA(5,4) € S=(2,4)eSoR

€S=(2,5)eSoR
€5=(3,4)eSoR
€5=(3,5)€SoR
€5=(45€SoR

)
)
)
)
)
)eES=(4,8)€SoR
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3. Se R e S sdo as relagdes bindrias definidas em N por

n R m< né divisor de m,

nSmen=m

respetivamente, entao,
n(SoR)m < 3peN:nRpApSm
& 3p e N:nédivisor de p A p = m?

< n é divisor de m?
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propriedades

Sejam A, B, C, D, E e F conjuntos, RCAxB,SCCxDe
T C E x F. Entao,

1. DSoRgDReDéoRng-
2. No geral, SoR# Ro S.
3. To(SoR)=(ToS)oR.
4. (SoR) =R 1loS™L

Demonstracao.

1.
x€Dsog =3JyeD: (x,y)€SoR
=3dyeD:3ze BNC: (x,z) e RA(z,y) €S
=3Jze: (x,z)€R
= x € Dg

pelo que Dsor € Dg. A outra inclusao prova-se de modo andlogo. .
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2. Contraexemplo para So R = Ro S: Sejam A = {1,2} um conjunto
e R={(1,1)},5={(1,2)} C A x A. Entdo,

SoR={(1,2)} #0=RoS.

3. xTo(SoR)y

<3JdzeDNE: x(SoR)zAz Ty
JzeDNE:IweBNC:(x RwAwSz)AzTy
S3JzeDNE:weBNC:xRwA(wSzAzTy)
IdweBNC:x RwA(w ToSy)

& x(ToS)oRy

peloque To(SoR)=(ToS)oR.
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x(SoR)ly &y (SoR)x
<3JzeBNC: (y,z) RN (z,x) €S
&3zeBNC: (z,y) e RN (x,z) € 71
xR 1oS 1ty

pelo que (SoR)"! =R 1051
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imagem de um conjunto por uma relacao binaria

Definicdo. Sejam A e B conjuntos, R uma rela¢do bindria de Aem B e
X C A. Chama-se imagem de X por R ao conjunto

R(X)={be B:3Jac X: (a,b) € R}.

Observacdo. Se R é uma relacdo de A em B, como A C A, podemos falar
na imagem de A por R, R(A). Facilmente se conclui que R(A) = Df.

Exemplo. Sejam A={1,2,3,4,5} e B={1,3,5,7,8} ¢
R=1{(1,1),(1,3),(2,5),(4,5),(4,7)} C Ax B. Se X = {1,5}, temos
que R(X) = {1,3}.
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imagem completa inversa de um conjunto por uma relacao

binaria

Definicdo. Sejam A e B conjuntos, R uma relagdo bindria de Aem B e
Y C B. Chama-se imagem completa inversa de Y por R ao conjunto

RT(Y)={acA:3be Y: (ab)cR}

Observacdo. Se R é uma relacdo de A em B, como B C B, podemos
falar na imagem completa inversa de B por R, R* (B). Facilmente se
conclui que R (B) = Dg.

Exemplo. Sejam A={1,2,3,4,5} e B=1{1,3,5,7,8} ¢
R=1{(1,1),(1,3),(2,5),(4,5),(4,7)} CAx B. Se Y = {1,5,8}, temos
que R (Y) ={1,2,4}.
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