Topicos de Matematica (LCC) 2018/19 Jodo Caramalho Domingues

Relacoes binarias

Definicoes basicas

Dados conjuntos A e B, uma relacdo binaria R de A para B € um
subconjunto do produto cartesiano A X B.

Habitualmente,

em vez de escrever (a,b) € R, escrevemos aR b,

e, em vez de (a,b) ¢ R, escrevemos a R b.

Ex.:
Sejam P; o conjunto de todas as pessoas e P, o conjunto dos paises
do mundo. Podemos definir a relacao N (de “naturalidade”) como

N ={(x,y) € PyxP; | x nasceu em y}

Se o Joao nasceu em Portugal, (Jodo, Portugal) € N;
o que podemos escrever como Joao N Portugal.



4. Relacdes binarias

No caso de A = B, isto €, de R C AXA, dizemos que R € uma relacao
binaria em A.

Exemplo:
{(x,y) e N? | x <y} & uma relacdo binaria em N,

mais precisamente, a relacdo “menor que” (<) em N.

Outro exemplo:
Qualquer que seja o conjunto A, podemos definir a relacdo de
igualdade (=) em A (também chamada identidade em A) como

{(x,x) | x € A}

[Nota: Também se definem relacées ternarias, como subconjuntos
de produtos cartesianos AxBx C.

Mais geralmente, uma relacao de aridade n & um subconjunto de
A XAy X ... XA, ]



4. Relacdes binarias

O conjunto de todas as relacoes binarias de A para B € o conjunto
P(AXB).
@ é arelacao vazia.

A X B é arelacao universal de A para B.

Seja R uma relacao de A para B.
1. O dominio de R é o conjunto
Dom(R)={a€A|3Jpe:(a,b)eR}
2. O contradominio de R € o conjunto
CDom(R) = {b € B|34ea : (a,b) eR}
Ex.:
Sejam A ={1,2,3,4}, B={-1,0,1} e R={(1,1),(2,-1),(2,1),(3,-1}.
Entao Dom(R) = {1,2,3} e CDom(R) = {1,-1}.
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Sejam A, B e C conjuntos, R uma relacao de A para B e S uma relacao
de B para C.
1. Arelacao inversa de R é a relacdo de B para A
R'={(b,a)|aRb}.
2. A compostade SeR (“Sapos R”) é arelacao de A para C
SoR={(a,c)|Ipes: (@RbAbSC)}.

Ex.:

Sejam A = {1,2,3,4}, B={-1,0,1}, C = {8,9,10,11},
R={(1,1),(2,-1),(2,1),(3,-1} e S={(-1,8),(~1,11),(0,9),(1,10)}.
Entdo R~ = {(1,1),(-1,2),(1,2),(-1,3)}

e SoR=1{(1,10),(2,8),(2,11),(2,10),(3,8),(3,11)}
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Algumas propriedades
Sejam R uma relacao de A para B, S uma relacdo de B para C e T uma
relacao de C para D. Entao

. (RH =R

. Dom(R™") = CDom(R)
. CDom(R™") = Dom(R)
. To(SoR)=(ToS)oR
. (SoR)y"=R 05!

—_

v B~ W N
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Seja R uma relacao binaria no conjunto A. Dizemos que

> R é reflexiva em A se Vycp,aRa
[se ndo houver perigo de confusao, dizemos so6 reflexiva]

» R é simétrica se VycpVbea(@Rb=bRa)
[nesse caso, Voepa Vhea (@ Rb © bR a)]

> R é anti-simétrica se Vyea Vbea (@RbADRa) = a=b)
> R é transitiva se VyeaVbea Veea (@RbABRC) = aRc)

Exemplo

Consideremos as seguintes relacées no conjunto A = {1,2,3}:
R={(1,1.(2,2),(2,3),(3,1)}
S={(1.1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}
T={(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(3,3)}
U={(11),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3).(3,3)}

S e U sdo reflexivas em A; R e T nao.
T é simétrica; R, S e U nao sao.
R e U sao anti-simétricas; S e T nao.
U e transitiva; R, S e T nao sao.
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Relacoes de equivaléncia

Uma relacao de equivaléncia num conjunto A &€ uma relacdo binaria
em A reflexiva, simétrica e transitiva.

Ex.:
» Seja R a relacdo no conjunto P das pessoas definida por:
aRb se e so se aebfazem anos no mesmo dia.
> Seja S arelacdo em A = {1, 2,3} definida por
S={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}.
> Seja ~ a relacao em Z definida por:
a ~ b se e so se a—b é divisivel por 3.

R, S e ~ sdo relacoes de equivaléncia.
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Uma particao de um conjunto nao vazio X € uma familia O de
subconjuntos de X (D € P (X)) tal que

1. @¢ D,

2. os elementos de P sao disjuntos dois a dois
(Vaep Ve, (A #B=ANB = 2))

3. UD =X

Ex.:
» {{1,2},{3}} & uma particdo de A = {1,2,3}
» {To,T1, T2} € uma particao de Z, onde
To ={n € Z | n é divisivel por 3},
Ti={neZ|orestodadivisaiodenpor3él}e
T, ={n € Z| o resto da divisao de n por 3 € 2}.
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Sejam E uma relacao de equivaléncia no conjunto A e x € A.
A classe de equivaléncia de x relativamente a E (ou classe de
equivaléncia de x médulo E) é o conjunto

xXle={y€AlyEx}

Se nao houver perigo de confusao, escreveremos [x] em vez de [x]¢.

Ex. (usando as relacbes de equivaléncia R, S e ~ definidas
anteriormente):

» Se o José faz anos no dia 19 de novembro,
[José]gr = {pessoas que fazem anos no dia 19 de novembro}.

» [1ls ={1.2} =[2]s; [3]s = {3}
> [13]. = {3k+1|k e Z}.
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Ao conjunto de todas as classes de equivaléncia modulo E, que
representamos por A/E, chamamos conjunto quociente de A por E
(ou conjunto quociente A médulo E):

A/E={[x]e|x € A}

Ex.:
» Para a relacdo de equivaléncia S em A = {1,2,3} definida
anteriormente,

A/S ={[11s.[3]s} = {{1.2}.{3}}

» Para a relacdo de equivaléncia ~ em Z definida anteriormente,
Z|~={To,T1, T2}
(estes Tp, Ty, T, foram também definidos num exemplo atras).
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Seja A um conjunto nao vazio.

Qualquer que seja a relacao de equivaléncia E em A,
A/E € uma particao de A.

Qualquer que seja a particao D de A,
a relacao binaria E em A definida por:

xEy seesose xey pertencem ao mesmo elemento de D

€ uma relacdo de equivalénciae A/E = D.

Logo, definir uma relacao de equivaléncia em A é “o mesmo” que
definir uma particao de A.
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Relacoes de ordem (parcial)

Uma ordem parcial, ou relacao de ordem parcial, num conjunto A &
uma relacio binaria em A reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Ex.:

» Arelacdo < em Z & uma ordem parcial
[é também uma ordem total].
> Arelacdo | (“divide”) em N definida por
alb seesd Jyen:b=axk
€ uma ordem parcial.
» Sendo X um conjunto qualquer, a relacao C em P (X) € uma
ordem parcial.

Quando R & uma ordem parcial em A, chama-se
conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.)
ao par (A,R) ou ao conjunto A, munido da relacao R.

(Z,<), (N,]), (P(X),C) sao c.p.os.
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E frequente representar uma ordem parcial pelo simbolo <, mesmo
quando essa ordem parcial ndo € uma das relacdes “menor ou igual”
habituais em N, Z, R,...).

Ainda mais habitual €, tendo uma qualquer ordem parcial <, lera < b
como “a € menor ou iguala b”.

Se R & uma ordem parcial, R~! também é

(diz-se que cada uma destas é dual da outra).
Assim, por exemplo (Z, >) e (P(X),2) sao c.p.o.s
(duais de (Z, <) e (P(X), C), respetivamente).
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Se A for um conjunto finito, um c.p.o. (A, <) pode ser representado
por um diagrama de Hasse:

1. pontos representando os elementos de A, colocados de forma
que, se a < b ea # b, o ponto relativo a a fica mais abaixo do
que o relativo a b;

2. linhas ligando elementos consecutivos do c.p.o. (isto &,
elementos a,b tais que a < b e ndo existe ¢ tal que a < c < b).

O diagrama de Hasse de (P ({1,2}),C) € o seguinte:

{1.2}
{1} {2}



4. Relacdes binarias

Outro exemplo:
arelacdo | (“divide”) em {2,3,4,6,9,10,12,20} & uma ordem parcial;

o seu diagrama de Hasse é

20 212
6 »9
2 43

Por outro lado, se soubermos que o diagrama de Hasse de (A, <) €
e
c d
b

podemos concluir que a ordem parcial < em A é

{(a.a),(b,b).(c.c).(d.d).(e.e).(a,c).(a.d).(a,e),(b.d).(b.e).(d.e)}
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Sejam (A, <) um c.p.o, X C A e a € A; dizemos que
» gémaximode Xseae X e Vyex,Xx < q;
» aéminimode Xseae X e Vex,a<x;
> a & majorante de X se Yex, X < q;
€ minorante de X se Ycx,a < x;

€ supremo de X se a € minimo do conjunto dos majorantes de

é infimo de X se a € maximo do conjunto dos minorantes de

Q2 X2 9 9

’

» a é elemento maximalde X seae X e ~Jyex: (@#XxAa L x);

> a é elemento minimalde X seae X e ~Jyex: (@#xAXx < Q).

[Maximo e minimo sdo conceitos duais: a € maximo de X para uma
ordem parcial sse for minimo para a sua ordem parcial dual;
analogamente, majorante e minorante, supremo e infimo, elemento
maximal e elemento minimal sdo conceitos duais.]
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Exemplo
SejaA={2,3,4,6,9,10,12,20} e consideremos o c.p.o. (A,|)

20 212
6 ~9
2 3

» 20,12 e 9 sao elementos maximais de A; 2 e 3 sao elementos
minimais de A; ndo existem majorantes nem minorantes (nem
supremo, infimo, maximo ou minimo) de A.

» Se X ={2,4,6}, 4 e 6 sdo elementos maximais e 2 é elemento
minimal de X; 12 € majorante e 2 € minorante de X; 12 & supremo
e 2 é infimo de X; 2 € minimo de X e ndo existe maximo de X.

» Se Y ={2,4}, 4, 20 e 12 sdo majorantes de Y; 4 & supremo e
maximo de Y.
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Sejam (A, <) um c.p.o. e X CA.
Caso existam,

» o0 maximo de X é Gnico;
» 0 minimo de X é (nico;
» o supremo de X & Unico;

» o infimo de X é Gnico.

Notacao:
Representa-se por

» maxX o maximo de X;
» minX o minimo de X;
» supX o supremo de X;

» infX o infimo de X.

max X existe se e sO se sup X existe e supX € X;
nesse caso, maxX = supX.

min X existe se e so se infX existe e infX € X;
nesse caso, minX = infX.
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Um reticulado é um c.p.o. (A, <) tal que, para quaisquer dois
elementos a,b de A, existem sup{a,b} e inf{a,b}.

Neste caso, € habitual representar sup{a,b} poraVvb
einf{a,b} poraAb.

Ex.:
> (Z,<) & um reticulado.

» Sendo X um conjunto qualquer, (P (X), <) € um reticulado
(AVB=AUB e ANAB=ANB).

» (N,]|) € um reticulado (a vV b = mmc(a,b) e a Ab = mdc(a,b)).

» ({2,3,4,6,9,10,12,20},|) ndo & um reticulado (p.ex., ndo existe
6V9).
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Uma cadeia, ou conjunto totalmente ordenado, € um c.p.o. (A, <) tal
que, para todos os a,b€ A, a<boub <a.
Nesse caso, a ordem parcial < & uma ordem total.

Ex.:
» (N, <), (Z,<2), (R, <),...s30 cadeias.
» (N,>), (Z,2), (R, >),...s30 cadeias.

Toda a cadeia & um reticulado
(mas nem todo o reticulado € uma cadeia).
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Um conjunto bem ordenado € uma cadeia (A, <) tal que todo o
subconjunto nao vazio de A tem minimo
(este minimo é habitualmente designado primeiro elemento).

» (N, <) &€ um conjunto bem ordenado.

» (Z,<) nao € um conjunto bem ordenado (Z~ nao tem primeiro
elemento).



