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4. Funcoes

Sao diversas as situagoes do dia a dia em que existe a necessidade de associar cada
elemento de um determinado conjunto a um unico elemento de um outro conjunto. Por
exemplo, a cada aluno que realize um teste de Tépicos de Matematica é atribuida uma
e uma s6 classificagao pertencente ao conjunto de niimeros reais entre 0 e 20. Este tipo
de associacao é um exemplo de uma funcao. A nocao de funcao é essencial na drea da
matematica e na area das ciéncias da computagao.

4.1 Nocoes basicas

O conceito de fungdao de um conjunto A num conjunto B é, por vezes, definido como
sendo uma correspondéncia que a cada elemento de A associa um e um sé elemento do
conjunto B. Esta definicdo, embora nao seja incorreta, ndo é muito precisa, pois falta
definir o que se entende por “correspondéncia que ... associa ...”. Sendo assim, comegamos
por apresentar uma definicdo mais precisa do conceito de funcao.

Definicao 4.1. Sejam A e B conjuntos e R C A x B. Diz-se que R é uma fungao (ou
aplicagao) de A em B se as duas condig¢des sequintes sao satisfeitas:

(1) para cada x € A, existe y € B tal que (x,y) € R;

(2) para cada x € A, se (z,y1) € R e (x,y2) € R, com y1,y2 € B, entdo y1 = ya.

Exemplo 4.1.
(1) Sejam A ={a,b,c,d,e} e B=1{5,6,7,8,9}. Entdo

p=1(a,8),(6,7),(c,6),(d,8), (e,9)}
¢ uma funcdo de A em B, pois, para cada x € A existe um e um sé elemento y € B tal
que (,y) € p.
O conjunto de pares ordenados
0 = {(a,6),(b,5),(c,8),(d,6), (e,9), (a, 7)}

ndao € uma fungio de A em B, pois (a,6) € 0 e (a,7) € 0, mas 6 # 7.
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O conjunto

0= {(a7 5)7 (b7 6)7 (d7 7)7 (ev 8)}
também nao € uma funcdo de A em B, uma vez que ¢ € A, mas nao existe y € B tal que
(c,y) € 0.
(2) O conjunto 7 = {(z,y)|(x,y) € No X Z A = = |y|} ndo é uma funcio de Ng em Z,
uma vez que (2,2) € T e (2,-2) € T.

(8) O conjunto ¢ = {(z,y)|(xz,y) E RXR A y=+/x} ndo é uma func¢io de R em R, uma
vez que —1 € R e nao existe y € R tal que (—1,y) € ¢.

Representamos as fungoes por letras minusculas f, g, h,...,a, 8, @, .... Dados conjun-
tos A e B, escrevemos f : A — B para indicar que f é uma funcao de A em B. Para cada
a € A, o unico elemento b de B tal que (a,b) € f representa-se por f(a); a este elemento
dé-se a designacao de imagem de a por f. Pode, entao, escrever-se

f: A - B
a +— f(a)
Em f: A — B, chamamos:
- dominio ou conjunto de partida de f ao conjunto A;
- codominio ou conjunto de chegada de f ao conjunto B;

- imagem ou contradominio de f ao conjunto das imagens por f de todos os ele-
mentos de A:

Imf ={f(z) :x € A}.

O conjunto de todas as funcoes de A para B representa-se por B4. Dado um conjunto A,
chama-se aplicagao vazia a aplicacao () : ) — A; esta é a tinica aplicacao de ) em A e,
portanto A% = {0}. Se A nao é vazio nao existem aplicagoes de A em (), pelo que A = ¢,

Exemplo 4.2. Sejam A = {a,b,c,d}, B ={1,2,3,4} e f a fungdo de A em B definida
por
f= {(a’ 2)’ (b’ 3)’ (C’ 3)’ (d’ 4)}
Entao
fla) =2,f(b) =3,f(c) =3 e f(d) = 4.

A funcao f pode ser representada por

f:A{a,b,c,dy — {1,2,3,4}
a — 2
b — 3
— 3
d — 4

e tem-se Imf = {2,3,4}.



Definigao 4.2. Dados conjuntos A, B, A’, B’ e funcoes f : A — B eg: A" — B, dizemos
que as fungoes f e g sao iguais se as duas condigcoes sequintes sao satisfeitas:

(1) A=A", B=DB"e

(2) para todo x € A, f(x) = g(x).

Exemplo 4.3. Sejam [ :Z — 7,9 :Z —7Z, h:Q —Z ek : Q — Q funcdes definidas,
respetivamente, por

) >0
flz)= { Tosew ;o g(x) =|z|,Ve € Z;  h(z)=k(z) =|z|,Vz € Q.
—x, sex <0

Tem—sef:g,g#h,g#k,h#k.

Definicao 4.3. Sejam A, B conjuntos.

- Uma fungdo f: A — B diz-se uma fungao constante se existe b € B tal que, para
todo a € A, f(a) =b.

- Designa-se por funcao identidade de A, e representa-se por id4, a funcdo de A
em A que a cada a € A faz corresponder a; i.e.,

idg: A —- A

a = a.

Exemplo 4.4.
(1) A funcao f : Z — Z definida por f(x) =2, para todo x € 7, é uma fun¢do constante.

(2) Seja A ={1,2,3}. A fungao f: A — A definida por f(1) =1, f(2) =2 ¢ f(3) =3¢
a fungao ida.

Definigao 4.4. Sejam A, B conjuntos, f : A — B uma fungio, X € A eY C B.
Designamos por

- imagem de X por f o conjunto f(X) ={f(z) |z € X};
- imagem inversa (ou pré-imagem) de Y por f o conjunto
fCY)={z|lz€e AN f(z)e Y}
Exemplo 4.5. Dada a func¢ao
f+ R - R

tem-se:



(1) f({_1707 1}) - {f(_1)7f(0)7f(1)} = {’ - 1’7 ‘0‘7 ’1’} = {07 1};
fR)={f(z) ]|z € R} ={|z]|z € R} =Ry ";

(2) f=({1}) ={zlz eR A f(z) e {1}} ={z|z e R A |z| = 1}} = {-1,1};
JTR)={z|zeRA f(z) eR }={z|z€R A |z| e R™} =0;
fEFR)={z|zeRA f(z)eR}={z|z R A |z| e R} =R.

Proposigao 4.5. Sejam A, B conjuntos, f : A — B uma funcdo, A1,As C A e
Bl,BQ g B. Entao:

(1) f(0) =0;

(2) f(A) € B;

(3) se Ay C Ag, entdo f(A1) C f(A2);

(4) f(A1U Ag) = f(A1) U f(A2);

(5) f@) =10

(6) f<(B)=4;

(7) se By C B, entdo f(B1) C f<(B2);
(8) fT(BiUBs) = fT(B1)U f™(B2);
(9) 7 (BiNBy) = f7(B1) N f7(B2).

Demonstracao. Apresentamos a prova das propriedades (3), (4) e (8). A demonstracdo
das restantes propriedades é deixada como exercicio.

(3) Admitamos que A; C Ay e mostremos que f(A;) C f(A2), i.e., mostremos que a
proposicao

Vy (y € f(A1) = y € f(A2))

é verdadeira.

Seja y € f(A1). Entao y = f(x) para algum x € A;. Mas Ay C Ag, logo x também é um
elemento de As. Assim, y = f(z) para algum = € Aj e, portanto, y € f(Az). Provdmos,
desta forma, que f(A;) C f(As2).

(4) Pretendemos mostrar que f(A; U As) = f(A1) U f(Az). Para tal, comecemos por
mostrar que f(A4; U As) C f(A1) U f(Asg), i.e., mostremos que a proposigao

Vy (y € f(A1UAs) — y € f(A1) U f(A2))

é uma proposicao verdadeira.

De facto, se y € f(A1 U Ay), entao y = f(x), para algum = € A; U Ay, ou seja, y = f(x),
para algum x tal que x € A; ou x € As. Ora, se x € Ay, tem-se y € f(A1). Se z € Ag,
tem-se y € f(Ag). Assim, y € f(A41) ou y € f(Az) e, portanto, y € f(A1) U f(A2).
Provamos, desta forma, que f(A; U As) C f(A1) U f(A2).



Mostremos, agora, que f(A1) U f(A2) C f(A; U Ag), i.e., mostremos que a proposicao
Vy (y € f(A1) U f(A2) =y € f(A1U Az))

também é verdadeira.

Ora, dadoy € f(A1)U f(As2), tem-se que y € f(A1) ouy € f(Az2). Casoy € f(A1), tem-se
y = f(x), para algum =z € A;. Caso y € f(Aq), tem-se y = f(x), para algum x € As.
Assim, y = f(x), para algum objeto x tal que z € A; ou x € Ay, i.e., y = f(z) para algum
x € A1 U As. Portanto, y € f(A; U Az). Logo, f(A1) U f(A2) C f(A1 U A,).

Das duas inclusoes que provamos segue que f(A; U As) = f(A1) U f(A2).

(8) Para todo o objeto z, tem-se

x € f©(B1UBy) x€ AN f(x) € B1UBy
x€ AN (f(x) € B1V f(x) € Ba)
(x e AN f(x) € By)V(x € AN f(x) € By))
z € fT(Bi)Va e [T(B)
B1)

x € fT(B1)U f(Ba).

tr e T

Logo f<(B1UBg) = f<(B1)U f<(Ba). U

4.2 Composicao de funcoes

O resultado seguinte estabelece um processo de definir novas fungoes a partir de fungoes

dadas.

Proposigao 4.6. Sejam A, B,C conjuntos e f: A— B eg: B — C fungdes.
Entao {(z,y) | (z,y) € AxC AN y=g(f(z))} € uma fung¢io de A em C.

Demonstragdo. Seja a € A. Entdo, como f é uma fungdo de A em B, existe um uinico
elemento b € B tal que f(a) = b. Agora, uma vez que b € B e g é uma funcao de B em
C, existe um unico elemento ¢ € C tal que g(b) = ¢. Assim, para cada elemento a € A,
existe um unico elemento ¢ € C' tal que g(f(a)) = g(b) = ¢. Logo

{(@,y)[(z,y) € AxC Ay =g(f(x))}

é uma funcao de A em C. O

Definicao 4.7. Sejam A, B,C conjuntos e f: A— B eg: B — C func¢ées. Designa-se
por funcao composta de g com f, e representa-se por g o f, a funcdo de A em C
definida por (go f)(z) = g(f(x)), para cada x € A, ou seja, go f € a fungao

gof: A = C
z = g(f(@)).



Exemplo 4.6. Dadas as funcoes f: Z — Ny e g : Ng = Z definidas por

2z, sex >0
flx) = e g(x) = —x2 para todo z € Ny,
-3z, sex <0

podemos considerar as fungoes go f : Z — Z e fog: Ng — Ny definidas da segquinte
forma:

—4z?, >0
(g0 )(x) ={ by o ¢ (Fea)) =5 pa todow € No
-9z, sex <

Tal como se pode verificar no exemplo anterior, a composi¢ao de func¢ées nao €, em
geral, comutativa. Prova-se, no entanto, ser véalida a propriedade associativa para a com-
posicao de fungoes.

Proposigao 4.8. Sejam A, B,C,D conjuntos e f : A —> B,g: B—~Ceh:C — D
fungoes. Entio (hog)o f=ho(gof).

Demonstragao. As fungoes (hog)o f e ho(go f) tétm ambas o mesmo dominio A e o
mesmo conjunto de chegada D. Além disso, para todo x € A,

((hog)of)(x) = (hog)(f(x))
= h(g(f(x)))
h((g o f)(x))

= (ho(go f))(=).

Logo as fungoes (hog)o f e ho(go f) sao iguais. O

Além da associatividade, prova-se também a propriedade seguinte a respeito da com-
posicao de funcoes.

Proposigao 4.9. Sejam A, B conjuntos e f : A — B uma funcao.
Entao foida= f eidgo f=f.

Demonstragdo. Apresenta-se a prova da igualdade f oids = f. Claramente, as funcoes
foidy e f tém o mesmo dominio A e o mesmo conjunto de chegada B. Além disso, para
qualquer x € A,

(foida)(x) = f(ida(z)) = f(x).
Logo foids = f. A prova da igualdade idg o f = f é andloga. U

4.3 Funcoes injetivas, sobrejetivas e bijetivas
Nesta seccao consideram-se alguns tipos especiais de fungoes que desempenham um

papel relevante na area da matematica, bem como em diversas aplicacoes das ciéncias da
computacao.



Definigao 4.10. Sejam A, B conjuntos e f : A = B uma fun¢do. Diz-se que a funcdo f
é

- injetiva se

Vapea (a#b= f(a)# f(b)).

- sobrejetiva se
VoeB Jaca fla) =0,

- bijetiva se f € injetiva e sobrejetiva, i.e., se

Voen Joca fla)=0.

Observacao: Seja f: A — B uma funcao.

- A funcdo f é injetiva se e s6 se elementos de A diferentes tém imagens diferentes.
Dito de forma equivalente, a funcao f € injetiva se e sé se se, para quaisquer a,b € A,

fla) = J(b) = a=b.

- A funcdo f é sobrejetiva se e s6 se todo o elemento de B ¢é imagem por f de, pelo
menos, um elemento de A. Equivalentemente, a funcao f é sobrejetiva se e s6 se

f(A) = B.

- A funcao f é bijetiva se e s6 se todo o elemento de B é imagem por f de um e um
86 elemento de A.

Exemplo 4.7.

(1) A funcao f : Z — 7 definida por f(x) = 2z, para todo x € Z, € injetiva mas nao €
sobrejetiva.

Facilmente se verifica que f € injetiva. De facto, para todo x,y € Z,

flx) = fly) =2z =2y = 1(22) = 1(2y) = 2 =y.

Esta mesma aplicagdo nao é sobrejetiva, pois 1 € 7 e nao existe x € Z tal que f(x) =1
(note-se que 1 = f(x) sse x = 1, mas £ € Z).

(2) A fungao g : R — Rar definida por g(x) = 2, para todo x € R, € sobrejetiva mas ndo
€ injetiva.

De facto, para todo y € R, existe x = VY tal que x € R e g(x) = y; logo g € sobrejetiva.
Porém, esta aplicagao ndo € injetiva, pois 1 e —1 sdo elementos distintos de R e g(1) =
g(=1) =1

(8) A funcao h : Z — 7 definida por f(x) =z + 1, para todo x € Z, € bijetiva.

Dados z,y € 7Z,

hz)=h(y)=z+1=y+1=(z+1)—-1=(y+1)—-1=>ax=y

e, portanto, h € injetiva. Além disso, para todo y € Z, existe x =y — 1 tal que x € Z ¢
h(z) =y; logo h é sobrejetiva. Sendo h injetiva e sobrejetiva, entdo h € bijetiva.
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Apresentam-se seguidamente alguma propriedades a respeito da composicao de fungoes
de tipos especiais.

Proposigao 4.11. Sejam A, B,C conjuntos e f : A— B e g: B — C funcgdes.
(1) Se f e g sdo injetivas, entao go f € injetiva.
(2) Se f e g sdo sobrejetivas, entao go f € sobrejetiva.
(3) Se f e g sao bijetivas, entdo go f € bijetiva.
Demonstragao. (1) Admitamos que f e g sdo injetivas. Entao, para quaisquer x,y € A,
(gof)@) = (g0 f)y) = g(f(z))=9(f(y)) (definicao de go f)

= [fl2)=f(y) (g ¢ injetiva)
= =y (f é injetiva).

Logo g o f é injetiva.

(2) Admitamos que f e g sao sobrejetivas e mostremos que g o f é sobrejetiva.

Uma vez que g é uma funcao sobrejetiva de B em C, entdo, para todo z € C, existe
y € B tal que g(y) = z. Agora, dado que y € B e f é uma funcdo sobrejetiva de A
em B, existe x € A tal que f(x) = y. Assim, para todo z € C, existe z € A tal que

(go f)(z)=g(f(x)) =g(y) = z. Logo go f é sobrejetiva.
(3) Resulta de (1) e (2). 0

Proposicao 4.12. Sejam A, B conjuntos e f: A— B eg: B— A func¢ées. Entdo:
(1) Se go f =1ida, entao f € injetiva.
(2) Se fog=1idg, entio f é sobrejetiva.

Demonstragao. (1) Admitamos que g o f = id4. Entao, para quaisquer z,y € A, tem-se

f@)=F) = 9(f() =9(f(¥)) ( pois g ¢ fungao)
= (gof)x) = (g0 /)(y) (deﬁm@ao de go f)
= ida(z) =ida(y) (go f=ida)
= = (deﬁnl(;ao de idy).

Logo f é injetiva.

(2) Se fog=1idp, entao, para todo b € B, tem-se

b=idp(b) = (f o g)(b) = f(g(b)).

Logo, para todo b € B, existe a = g(b) € A tal que f(a) = b. Portanto, f é sobrejetiva. O



4.4 Funcoes invertiveis

Uma funcao f que seja simultaneamente injetiva e sobrejetiva permite a definicao de
uma nova funcao, designada por funcdo inversa de f.

Teorema 4.13. Sejam A, B conjuntos e f : A — B uma fungdo.
A funcao f € bijetiva se e sé se existe uma unica funcdo g: B — A tal que go f =ida e
fog=1idp.

Demonstragao. (=) Admitamos que f é uma fungao bijetiva. Entao f é sobrejetiva,
pelo que, para cada b € B existe a € A tal que f(a) = b, isto é, para cada b € B,
existe a € A tal que (b,a) € {(y,2)|(y,z) € Bx A ANy = f(z)}. Seja g o conjunto
{(y,z)|(y,z) € Bx AN y= f(x)}. Para provar que g é uma funcao, resta mostrar que
para cada elemento b de B existe um tnico elemento a de A tal que (b,a) € g. Ora, se
admitirmos que existem aj,as € A tais que (b,a1) € g e (b,a2) € g, tem-se, por definigao
de g, f(a1) =be f(az) =b. Mas f é injetiva, logo a; = ay. Assim, para cada elemento b
de B, existe um tnico elemento a de A tal que (b,a) € g. Logo g é uma funcao.

A provade go f =ida e de fog =idp é simples. Mostramos, apenas, que go f = idg
(sendo andloga a prova de fog = idp). As funcoes go f e id4 tém ambas dominio A e
conjunto de chegada A. Verifica-se, ainda, que, para todo a € A, (go f)(a) = ida(a). De
facto, sendo b o elemento de B tal que f(a) = b, tem-se (b,a) € g e, portanto, g(b) = a.
Assim, para todo a € A,

(go f)a) = g(f(a)) = g(b) = a = ida(a).

Logo go f =id4.

Mostremos, agora, que a funcao g é unica. Para tal, admitamos que ¢’ é uma funcao de
Bem Atal que g o f =idg e fog =idg. As funcoes g e ¢’ tém o mesmo dominio e o
mesmo conjunto de chegada. Além disso, para todo b € B,

g(b) = g(idg(b)) = g((fog)(Db))
= (go(fog))) = ((gof)og)(b)
= ((ida)og)(b) = g'(b).

Logo g e ¢’ sao iguais.

(<) Resulta da proposicao anterior. O

Definigao 4.14. Sejam A, B conjuntos e f : A — B uma func¢do bijetiva. A inica fungao
g: B — Atal que fog=1idp e gof =ids chamamos fungao inversa de f. Escrevemos
g = f1 e dizemos que f é invertivel.

Exemplo 4.8.

(1) Seja A um conjunto. Uma vez que ida oida = ida, tem-se (ida) ™t = ida.



(2) Consideremos as fungoes

f: R = R{ g: Rf — R{.

x = z? x = T

[

Tem-se

(90 @) = g(f(2)) = Va? = 2 = idyy (),
(fo9)(@) = flg(@)) = (V) = 2 = idgs (2).

Logo f € a inversa de g e g € a inversa de f.

Proposigao 4.15. Sejam A, B,C conjuntos e f : A — B, g : B — C funcées bijetivas.
Entao:

(1) (f7H =1
(2) (gof)y t=f"log "

Demonstragao. (1) Exercicio.

(2) Dado que f e g s@o fungoes bijetivas, g o f é bijetiva. Logo g o f é invertivel; sendo a
sua inversa uma funcao de C em A. Uma vez que f~! é uma funcdo de B em A e g ! é
uma funcdo C em B, f~' o g~ é uma funcio de C em A. Assim, as funcdes (go f)~! e
f~log ! tém o mesmo dominio e o mesmo conjunto de chegada. Além disso, para todo
x € C,

(ftog (@) = (flog toide)()

1

Logo as funcdes f~1og! e (go f)~! sdo iguais. O



