conjuntos



Conceitos basicos

Um conjunto é uma colecao de objetos.
Os objetos dizem-se elementos ou membros do conjunto.

Se B é um conjunto, escreve-se b € B para dizer que “b é um elemento
do conjunto B". Lé-se “b pertence a B".

Exemplo. Escrevemos v/2 € R porque v/2 é um niimero real.

Dois conjuntos A e B dizem-se iguais se tem exatamente os mesmos
elementos.

Exemplo. {1,2,3,4,5,6} = {2,4,1,3,6,5}. -



Existem varias formas de descrever um conjunto:

1. por extensao - a descricdo é feita listando todos os elementos do
conjunto.

Exemplo 1. A={1,2,3,4,5,6}

O conjunto A é um conjunto com 6 elementos.

Exemplo 2. B = {&,$,0, &}

O conjunto B é um conjunto com 4 elementos.

Exemplo 3. C = {1,{1},V/33,&%,A}

O conjunto B é um conjunto com 5 elementos.
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2. por compreensao - a descricdo é feita apresentando uma ou mais
condicBes que sdo satisfeitas pelos elementos e apenas por estes.

Exemplo 1. A={neN:n<6}

O conjunto A é o conjunto dos nimeros naturais que s3o menores ou
iguais a 6. Temos que A= {1,2,3,4,5 6}.

Exemplo 2. B = {x : x é um naipe de cartas}.

O conjunto B é um conjunto com 4 elementos: paus, copas, espadas e

ouros.
Exemplo 3. C = {n e N: né par}.

O conjunto C é um conjunto com um ndmero infinito de elementos: 2, 4,
6, 8, 10, ...
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3. por Diagrama de Venn - o conjunto corresponde ao interior de uma
curva fechada.

NaW,
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Observacoes.

1. Dos trés modos de descricdo de conjuntos, a descricdo por diagrama
de Venn é a menos formal e a menos precisa.

2. A descricao de um conjunto por extens3o é, teoricamente, usada para
descrever conjuntos com um nimero finito de elementos. No entanto,
por vezes abusamos da linguagem e escrevemos, por exemplo,

{2,4,6,8, ...} para representarmos o conjunto dos naturais pares.

Rigorosamente falando, esta descricdo pode ser ambigua, pois a leitura
que se faz das reticéncias nem sempre é a mesma - o que nao devia
acontecer. Se o contexto é claro, esta forma de descricdo é aceitavel.
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Conjunto vazio

Chama-se conjunto vazio ou nulo ao conjunto sem elementos.
Representa-se por () ou { }.

Em compreensdo, o conjunto vazio pode ser descrito fazendo uso de uma
condi¢do impossivel.

Exemplo. {x € Z: x> =3} = 0.

Observacdo. Dado um objeto x qualquer, temos que x & () é uma
condicdo universal e que x € () é uma condicdo impossivel.

Exemplo. “x € ) = x? + 3x = 50" é uma proposicdo verdadeira.
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Subconjuntos

Diz-se que um conjunto A é um subconjunto de um conjunto B se todo
o elemento de A é também elemento de B.

Escreve-se A C B e lé-se “A esta contido em B" ou “B contém A".

Assim, temos
ACB& [xe A= x e B].

Exemplo. Se A={2,4,6,8} e B={2n: n € N}, podemos afirmar que
ACB.
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Observacao. Basta que um elemento de A n3o pertenca a B para ndo
podermos afirmar que A seja subconjunto de B. Neste caso escrevemos
A< B.

Exemplo. Se A= {1,2,4,6,8} e B={2n: n € N}, podemos afirmar
que AZ B.

Um subconjunto A de um conjunto B diz-se um subconjunto proprio se
ACBeA#B. Escrevess ACBouAGB.
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Propriedades envolvendo a inclusao

1. Qualquer conjunto A é um subconjunto de si mesmo. Diz-se que A €
subconjunto impréprio de A.

2. Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Ent3o,

ACBeBCC=ACC (Transitividade)

3. Sejam A e B conjuntos quaisquer. Ent3o,
A=B&<ACBeBCA (lgualdade)

Prova-se que 2 conjuntos iguais provando uma dupla inclus3o.

4. O conjunto () é um subconjunto de qualquer conjunto A, pois a
proposicao
xeEh=>x€eA

¢é verdadeira.
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Operacoes com conjuntos

Complementar de um conjunto

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se complementar relativo
de B em A, e representa-se por A\B, ao conjunto
AB={x:x€Aex¢gB}.

Quando todos os conjuntos com que estamos a trabalhar s3o
subconjuntos de um tnico conjunto (ao qual chamamos universo),
chama-se complementar de B, e representa-se por B ou B’, ao conjunto
B'={x:x ¢ B}.
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Exemplos.

e Se A=1{1,2,3,4,5,6} e B={2n: n € N}, entdo,
A\B = {1,3,5}.

OSeA:{xeR:O§x§1},entéoA:{xER:x<Ooux>1}.

e Se A é um conjunto qualquer, A\() = A.

e Se A é um conjunto qualquer, A\A = ().

e Se A=1{1,2,3,4,5,6} e B={4,5,6,7,8,9}, ent3o,
A\(B\A) = {1,2,3,4,5,6} = A.
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interseccao de conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se interseccdo de A e B, e
representa-se por AN B, ao conjunto

ANB={x:xe€AexeB}.

Se AN B =), os conjuntos A e B dizem-se disjuntos.

ANB
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Exemplos.
e Se A={1,2,3,4,5,6} e B={4,5,6,7,8,9}, entdo,

ANB={4,5,6}.

e Se A=1{1,2,3,4,5,6} e B={2n: n € N}, entdo,

AN B = {2,4,6}.

eSe A=1{1,2,3,4,5,6} e B={4,5,6}, entdo,

ANB = {4,506} =B.
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Unido de conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se unido de A e B, e
representa-se por AU B, ao conjunto

AUB ={x:x€ Aoux e B}.

AUB

Exemplo. Se A={1,2,3,4,5,6} e B={2n: n € N}, entdo,
AUB={neN:népar Vn<5}
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Algumas propriedades que envolvem operacdoes com conjuntos

Sejam A, B e C dois conjuntos quaisquer. Ent3o,

1. AUA=A, ANA=A:

xXCAUAS xEcAVXEAS XEA
e
xXEANAS xEAANXEAS XEA

2. AUD=A, AND=0;

xXEAUDEe xeAVxehlexe A
e
xEAND e xecAAxeD s xeD
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3. AUB=BUA, AnB=B NA
x€EAUB& xcAVxeB&exeBYVxeA& xceBUA
S
xEANBE& xEAANXxEBSxeEBAXEAS XxEBNA

4. AUBUC)=(AUB)UC, An(BNC)=(AnB)NC;
x€AU(BUC) &xecAvxeBUC
S x€eAV(xeBvVxeQ)
& (xeAvxeB)vxeC
SxeAUuBvVvxeC
& xe(AuB)UC

De modo andlogo, prova-se a segunda igualdade.
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5. ACAUB;

Queremos provar que x € A= x € AUB.

x€EA =>xcAVxeB [p=pVdq]
=x€AUB

6. AU B é o menor conjunto que contém simultaneamente A e B;
Sabemos que AU B é, por definicdo, um conjunto. Mais ainda,
sabemos que AC AUB eque BC AUB.

Falta provar que AU B é o menor nestas condi¢es. Seja C um
conjunto tal que AC C e B C C. Entdo,

x€EAUB=xcAVvxeB=>xeCVvxeC=xeC(C.

Provamos que AU B C C.
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7. AN B é o maior conjunto que estd contido simultaneamente em A e
B;

8. ACBs AUB=B< ANnB=A;
Provemos a primeira equivaléncia: Suponhamos que A C B.
Ent3o,

xEAUBexeAVxeB=xeBVxeB&xeB,

pelo que AU B C B. Pela propriedade 5, podemos concluir que
AUB =B.
Reciprocamente, suponhamos que AU B = B. Entao,

xEA=>x€AUB & x € B,

pelo que A C B.
A equivaléncia A C B < AN B = A prova-se de modo analogo.
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9. AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC);

A primeira igualdade resulta de

x€eAN(BUC) ©xecAAxeBUC
SxeAN(xeBvVvxeQ)
& (xeAAxeEB)V(xeAAxe Q)
S (xeANB)V(xe AN Q)
< xe(ANB)U(AN Q).

A segunda igualdade prova-se de modo andlogo.

10. A\(BN C) = (A\B)U(A\C), A\(BUC) = (A\B)N (A\C).

A primeira igualdade resulta de

xe€A\(BNC) ©xecAAxgBNC
SxeEAN(xEBVxgC)
S (xeAANXEB)V(xeAAx ¢ C)
& (x € A\B) V (x € A\C)
& x € AABUA\C)

A segunda igualdade prova-se de modo andlogo.
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Produto cartesiano de conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se produto cartesiano de
A por B, e representa-se por A x B, ao conjunto

Ax B={(a,b):acAebe B}

Ao elemento (a, b) chamamos par ordenado.

Importante. A ordem na descricdo dos pares é fundamental: em geral,

(a, b) # (b, a).

A igualdade de pares ordenados é definida componente a componente:

(a,b) =(x,y) & a=xeb=y.

Notacdo. Escreve-se A? para representar A x A.
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Exemplo. Se A= {1,2,3} e B = {4,5}, entdo,
Ax B=1{(1,4),(2,4),(3,4),(1,5),(2,5),(3,5)}
BxA={(41),(51),(4,2),(5,2),(4,3),(53)}.

Temos que A x B # B x A.

Exemplo. Se A= {2n:ne N} e B={2n+1:n € N}, entdo,

Ax B={(2n2m+1):n meN}.
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Algumas propriedades

Sejam A, B, C e D conjuntos quaisquer.

1. Se A tem n elementos e B tem m elementos, entdo, A x B tem nm

elementos.
2. Ax(BUC)=(AxB)U(Ax ().
Temos que

(x,y) eAx(BUC) & xcAAN(yeBvye(l)
S (xeANyeB)V(xeAAy e ()
& (x,y)€eAx BV (x,y)e Ax C
< (x,y) € (AxB)U(Ax C)

o que prova que Ax (BUC)=(Ax B)U(Ax C).

3. AXx(BNC)=(AxB)Nn(Ax Q).
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4. (AxB)n(CxD)=(AnC)x(BnND).
(x,y)€e(AxB)N(CxD) < (x,y)€AXBA(x,y)eCxD
& (xeAANyeB)A(xe CAy e D)
S (xeAAxe CO)AN(yeBAyeD)
SxeANCAyeBND
< (x,y) e (ANB)x (AN C)

Observacao. Em geral, (Ax B)U(C x D) # (AU C) x (BUD).
Contraexemplo: Basta considerar quatro conjuntos singulares
distintos dois a dois.

5. AxD=0xA=0.
Temos que
AxD={(x,y):x€ ANy € B} =0,
jd que y € () é uma condic3o impossivel.

De modo andlogo, prova-se que ) x A = ().
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Teorema. Sejam A e B conjuntos. Se A x B = B x A entdo um dos
conjuntos A ou B €é vazio ou A= B.

Demonstracido.

Suponhamos que A x B =B x Ae que A# () e que B # (.

Sejam x € Ae y € B. Entdo, (x,y) € Ax B e, portanto, (x,y) € B x A.
Logo, x € Bey € A

Provamos, assim, que A C B e que B C A, ou seja, provdimos que A = B.

O
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Poténcia de um conjunto

Seja A um conjunto qualquer. Chama-se conjunto poténcia de A ou
conjunto das partes de A, e representa-se por P(A), ao conjunto de
todos os subconjuntos de A, i.e.,

P(A) = {X : X C Al.

Exemplo. Se A = {a, b}, entdo,
P(A) = {0,{a}, {b}, A}.

Exemplo. Se A= {a, b, c}, entdo,

P(A) = {Qv {a}v {b}v {C}v {av b}v {bv C}v {av C}vA}'

Observacdo. Se A tem n elementos, entdo, P(A) tem 2" elementos.
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Familias de conjuntos

Seja | um conjunto n3o vazio (ao qual se chama conjunto de indices) tal
que, para cada i € I, A; é um conjunto.

Chama-se familia de conjuntos A; (com i € I) ao conjunto cujos
elementos sdo os conjuntos A; (i € I). Escreve-se

F=(A)ier ={Ai:iel}

Observacao. O conjunto dos indices pode ser finito ou infinito . Quando
é finito e tem n elementos, é costume escrever-se | = {1,2,3, ..., n}.

Exemplo. F = {0, {a}, {b},{a, b}} é uma familia de conjuntos. De
facto, dado um conjunto qualquer A, o conjunto poténcia de A é uma
familia de conjuntos.
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Exemplo. Para cada i € {1,2,3,4}, seja
Ai={4n+i:neN}
Entdo
(A)ieg234r = {{4n+1:n €N} {4n+2:ne N},

{4n+3:neN},{4n+4:ne N}}

Exemplo. F = {[x,x + /2] : x € R} é uma familia de conjuntos.

Exemplo. Sejam A; =0 e A; = P(Ai_1) para i € N com i > 2. Entio,

(A)ien = {0,{0},{0,{0}},{0,{0}, {{0}},{0, {0} }}, ..}.
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Operacoes com familias de conjuntos

Os conceitos de intersecgcdo, unido e produto cartesiano de conjuntos
podem ser estendidos a uma familia de conjuntos:

(A ={x:(Viel) xeA}

UJA={x:@iel)xeA}
iel
Se | ={1,2,...,n},

HA,':A]_XA2><"'XA,7:{(31,32,"'7an):(Vi€I) aiEAi}
iel
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Propriedades

Dados um conjunto A e uma familia de conjuntos {B;}c;, temos que:

1. ﬂB,- C B,, paratodoon€ [

iel
2. B, C U B;, paratodoo n€e [;
ieN
3. (U&) \A=J(Bi\A):
iel iel

4. A\(B =J(A\B);
iel iel

5. Ax(Bi=[)(Ax B));
iel i€l

6. Ax|JBi=J(Ax B).
i€l i€l
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