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Teoria elementar de conjuntos

Definicoes basicas

Um conjunto & uma colecdo de objetos, chamados elementos desse
conjunto;

se a € um elemento do conjunto A, escrevemos

acA (“apertenceaA”)

e se b ndo € um elemento do conjunto A, escrevemos

b¢A (“bnao pertenceaA”);

um conjunto fica completamente determinado pelos seus elementos:
A =B se e sO se A e B tém os mesmos elementos.

Quatro conjuntos de nimeros especiais:
N: conjunto dos nimeros naturais

Z: conjunto dos numeros inteiros

Q: conjunto dos nimeros racionais

R: conjunto dos nimeros reais



3. Teoria elementar de conjuntos

A linguagem de conjuntos é frequentemente utilizada para indicar os
universos de quantificacdo, das seguintes formas:

Viea P(x) ou  Vyea,P(x)

e

ea P(x) ou e : P(x)

Por exemplo:

Viez Jkez i x =1xk

Repare que

Yeea PX) & Y (xeA—Px))
e

Avea Px) & Iy (x € AAP(x))
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Um conjunto pode ser descrito por extensao, apresentando todos os
seus elementos (desde que seja finito), como em

A={1,49}

(“conjunto formado por 1, 4 e 97)

ou por compreensao, apresentando uma propriedade que seja
verificada pelos seus elementos e so6 por eles, como em
A={n’|neNAn<3} ou A={n’:neNAn<3}

(“conjunto formado pelos n? tais que n € um nimero natural menor
ou igual a 3")

Note-se que {n? | n € NAn < 3} = {1,4,9}, pois os seus elementos
Sa0 0S Mesmos.
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O conjunto vazio, que se representa por {} ou @ € o conjunto que
nao tem nenhum elemento.

O conjunto vazio pode ser descrito por compreensao, por exemplo
da seguinte forma:
{x|x#x}

Um conjunto pode ser elemento de outro conjunto.

Por exemplo, o conjunto A = {2,42, {42,15}}

tem trés elementos, dos quais dois (2 e {42,15}) sdo conjuntos
e um (42) & um naimero.

(Note que 15¢ A))
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Se todo o elemento dum conjunto A é também elemento dum
conjunto B, dizemos que A esta contido em B, ou que A é
subconjunto de B e escrevemos

ACB

(nota: A C B significa Vyea X € B, ou VY (x € A= x € B))

Se A C B e algum elemento de B nao é elemento de A, dizemos que
A esta propriamente contido em B, ou que A é subconjunto proprio
de B e escrevemos
ACB ou AGCB

Se A ndo esta contido em B, ou seja se algum elemento de A nao é
elemento de B, escrevemos
AZB
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Ex.:
» {a,c} C{a,b,c}
> {a,c} & {a,b,c}
> {a,c} £ {a,b}
» NCZZOSCR

Algumas propriedades.
Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Entao

1. ACA
2. @ CA;
3.seAcCBeBcCc(CentaoACCe
4. A=BseesoseACBeBCA.
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Dado um conjunto A,
o conjunto poténcia de A, ou conjunto das partes de A,
que se representa por P (A), € o conjunto

P(A) = (X | X C A}

Ex.
Se A ={a,b}, entdao P(A) = {@, {a},{b}, {a,b}}.

Duas propriedades:
1. para qualquer conjunto A, @ € P(A) e A € P(A)

2. se A for um conjunto finito com n elementos, P(A) tera 2"
elementos.
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Operacoes sobre conjuntos

Sejam A e B dois subconjuntos de um conjunto X, chamado universo.
A uniao (ou reuniao) de A com B, que se representa por AUB, € o
conjunto

AUB={xeX|xeAvxeB}

A intersecao de A com B, que se representa por AN B, &€ o conjunto
ANB={xeX|xeAAxeB}

O complementar de B em A (“A exceto B”), ou diferenca entre A e B,
que se representa por A\ B ou por A — B, & o conjunto
A\B=A-B={xeX|xeAAx¢B}

X\ B chama-se simplesmente o complementar de B e também se
representa por B.
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Ex.:

Consideremos o universo dos nimeros naturais, N, e sejam
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e

B={neN|Jpen:n=2k}

entao

AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,16,18, ...}
=BU{1,3,5,7,9}

ANB={2,4,6,8,10}
A\B=1{1,3,5,7,9}
B\A={neN|n>10A3yen :n =2k}
A={neN|n>10}
B={neN|Jen:n=2k—1}
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Algumas propriedades
Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto X. Entao

| 2

>

|

vV v.v.vyYy

ACAUBeBCAUB

AU =A

AUA=A

AUuX=X

AUB=BUA
(AUB)UC=AUBUC()
seACB entaoAUB=8B
ANBUC)=(ANB)UANC)

>

>

vV v V. vV VY

ANBCAeANBCB

AN =02

ANA=A

ANX=A

ANB=BNA
(ANB)NC=AN(BNC)
seACB entaocANB=A
AUBNC)=(AUB)N(AUC)
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> ANA=0 > AUA=X

> A\o=A > seACB entiocA\B=g
» AUB=ANB » ANB=AUB

> A=A

Se ANB = @, dizemos que A e B sdo disjuntos.
(P.ex., A e A sdo disjuntos)
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Familias de conjuntos

Uma familia de conjuntos € um conjunto cujos elementos sao todos
conjuntos.

Por exemplo, ¥ = {{1,2}, {2,3}, {1,2,4}} € uma familia de conjuntos.

Dada uma familia de conjuntos ¥, definimos a sua unidao como
UF ={x|Jncr:xcA}
e a sua intersecao como
NF ={x|VacF.x €A}

No exemplo acima,
UF ={1.2,3,4} e
NF =1{2}
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E habitual apresentar as familias de conjuntos através de um conjunto
de indices:
F ={Ai|iel}, ondecadaA;é um conjunto

I & um conjunto de indices
(na maior parte das vezes, I=N, I=Np, I={1,2,...,n} ou
I={0,1,2,...,n})

Nesse caso, representamos a uniao e a intersecao, respetivamente,
por

a e (A

iel iel

ou (se fizer sentido)

n n
UA,’ e ﬂA/
i=1 i=1
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Por exemplo, se A = {1,2}, Ay = {2,3} e A3 = {1,2,4}, a familia do
exemplo anterior pode ser escrita como

{Ailie{1,2,3}}

€ escrevemos

3 3
Ja=0234) e (Aa={2}
i=1 i=1

Outro exemplo: para cada i € N, seja A; o conjunto dos nimeros
naturais divisores de i;

(A ={1},A2={1,2},..., An={1,2,3,4,6,12}, ...)

entao

UA,-:N e ﬂA,-:ﬂ}

ieN ieN
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Produto cartesiano

Dados dois objetos a e b, se apenas quisermos considera-los juntos
tomamos o conjunto {a,b} (= {b,a}); mas, se nos interessar a sua
ordem, tomamos o par ordenado

(a,b)
(onde a é a primeira coordenada e b a segunda coordenada)

ou o par ordenado

(b,a)
(onde b & a primeira coordenada e a a segunda coordenada)

> (a,b)=(u,v)seesdbsea=ueb=v
> sea#b,(a,b)#(b,a)
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Dados conjuntos A e B, o produto cartesiano A X B &€ o conjunto

AxB={(a,b)|acAnbeB}

Ex.

Sejam A={1,2,3} e B={2,4};

entao
AxB={(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4)} e
BxA={(2,1),(2,2),(2,3),(4,1),(4,2),(4,3)}

> em geral, AXB #BXxA

> se A e B forem finitos, com n e m elementos respetivamente,
tanto A X B como B X A terdo n X m elementos

> AxA também se representa por AZ
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Analogamente, dados conjuntos A, B e C, o produto cartesiano
A XBxC é& um conjunto de ternos ordenados:

AXxBxC={(a,b,c)|(aecAAbeB)Ace(}

> AS=AxAxA

Mais geralmente, dados conjuntos Ay, A;,...Ap, o produto cartesiano
A1 XAz X...xA, €um conjunto de n-aplos ordenados:

A xAyx... XA, ={(ar,az,...,an) | Vicq2,. 0y ai € Ai}

> AT=AxAX...xA (“nvezes’)



