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2. Teoria Elementar de Conjuntos

A nogdo de conjunto é uma nogdo fundamental da matematica. Este conceito revela-se
essencial ndo s6 em muitos campos da matemadtica, mas também em muitas outras dreas
associadas a matematica como é o caso da area das ciéncias da computacdo.

O estudo de conjuntos, designado por Teoria de Conjuntos, foi introduzido por Georg Cantor
nos finais do século XIX. A teoria de Cantor, um tanto intuitiva, conduz, contudo, a algumas
inconsisténcias indesejaveis. No sentido de ultrapassar estas dificuldades, a teoria de Cantor
foi posteriormente tratada de forma axiomdtica por varios matemdticos. Um dos sistemas
axiomdticos mais conhecido é o sistema de Zermelo-Fraenkel, o qual foi proposto por Ernst
Zermelo e Abraham-Fraenkel.

Ao longo deste texto adota-se uma abordagem intuitiva no estudo de conjuntos, sendo, no
entanto, de notar que os resultados apresentados s3o também validos no sistema axiomatico
referido.

2.1 Nocoes Basicas

Nesta unidade curricular vamos considerar a no¢3o de conjunto como um conceito primitivo,
i.e., como uma noc¢do intuitiva, a partir da qual serdo definidas outras nocdes.

Intuitivamente, um conjunto é uma colecdo de objetos, designados os elementos ou
membros do conjunto.

Exemplo 2.1. S3o exemplos de conjuntos as colecées de:
(1) disciplinas do primeiro ano curricular do plano de estudos de LCC;
(2) pessoas presentes numa festa;
(3) meses com 30 dias;

(4) vogais do alfabeto portugués.

S3o também exemplos de conjuntos os que a seguir sdo listados e que sdo frequentemente
utilizados: o conjunto N de todos os nimeros naturais; o conjunto Z de todos os niimeros
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inteiros; o conjunto Q de todos os niimeros racionais; o conjunto R de todos os nliimeros reais;
o conjunto C de todos os nliimeros complexos.

Ao longo deste capitulo, estamos interessados no estudo de conjuntos de forma mais abs-

tracta. Representaremos os conjuntos por letras maidsculas A4, B, C, ..., X, Y, Z (possivel-
mente com indices) e os elementos de um conjunto serdo representados por letras mintsculas
a, b, ¢, ..., x, y, z (também possivelmente com indices).

Dados um conjunto A um conjunto e um objeto x, diz-se que x pertence a A, e escrevemos
x € A, se x é um dos objetos de A. Caso = n3o seja um dos objetos de A, diz-se que = nao
pertence a A e escrevemos x ¢ A.

Exemplo 2.2. Tem-se, por exemplo, =2 € 7Z,0€ Z, 1 € Z, 0 ¢ N, % ceQ V2¢Q.

Um conjunto fica determinado quando s3o conhecidos os seus elementos. Assim, se A e B
sdo dois conjuntos com os mesmos elementos, A e B dizem-se conjuntos iguais e escreve-se
A = B. Esta facto, intuitivamente claro, é bastante significativo para ser expressa sob a forma
de um principio da teoria de conjuntos.

Principio de Extensionalidade

Sejam A, B conjuntos. Tem-se A = B se e s6 se A e B tém os mesmos elementos.

Simbolicamente, dois conjuntos A e B s3o iguais se a proposicdo
Ve (x € Az € B)

é uma proposicdo verdadeira. Dois conjuntos A e B dizem-se diferentes, e escreve-se A # B,
se existir um elemento num dos conjuntos que ndo pertenga ao outro.

Um conjunto pode ser descrito de diversas formas. Uma dessas formas consiste em enu-
merar explicitamente os seus elementos, os quais sdo colocados entre chavetas e separados por
virgulas - neste caso diz-se que o conjunto é descrito por extensao.

Exemplo 2.3.

(1) O conjunto A dos nimeros naturais menores do que 5 pode ser descrito por extensdo por
A=1{1,2,3,4}.

(2) O conjunto dos niimeros naturais divisores de 4 pode ser representado por {1,2,4}.

(3) O conjunto B dos niimeros reais que sdo solucdo da equacdo x> — 72> + 14z —8 = 0
também pode ser representado por B = {1,2,4}.

Em certos casos, ndo é possivel ou praticdvel a enumeracdo de todos os elementos do
conjunto. Nestas situagles, é usual listar alguns dos elementos do conjunto seguidos de
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reticéncias (...). Note-se, no entanto, que este tipo de representacdo ndo é precisa, podendo
conduzir a interpretacGes erradas. Por exemplo, serd que a partir da representacdo seguinte

{7,17,37,47,2,11,3,5,...}

é possivel assegurar que este é o conjunto de todos os niimeros naturais primos? Caso se opte
por uma representacdo recorrendo a reticéncias, deve, entdo, ficar claro o que é pretendido,
utilizando-se uma notac¢3o sugestiva e ndo ambigua que permita intuir os elementos do conjunto
que nao estao expressos.

Exemplo 2.4. O conjunto dos nimeros naturais e o conjunto dos nimeros inteiros sdo usu-
almente representados usando a notagdo N = {1,2,3,...} e Z ={...,-2,-1,0,1,2,...},
respetivamente. O conjunto dos naturais menores do que 100 pode ser representado por
{1,2,3,...,99}.

Na impossibilidade de se descrever um conjunto enumerando todos os seus elementos,
pode-se optar por uma descri¢do mais rigorosa do conjunto, indicando um predicado p(z) que
seja satisfeito exatamente pelos elementos do conjunto; neste caso, o conjunto diz-se descrito
por compreensao.

Na teoria intuitiva de conjuntos, a descricdo de conjuntos por compreensdo € justificada
pelo Principio de Abstracdo.

Principio de Abstracao
Dado um predicado p(x), existe o conjunto dos objetos que satisfazem p(z).

O conjunto dos objetos x tais que p(x) é uma proposi¢cdo verdadeira representa-se por {z | p(z)}
ou por {z : p(z)}.

O Principio de Abstragdo é frequentemente utilizado pelos matematicos, porém, a uti-
lizacdo deste principio sem quaisquer restricdes origina contradi¢cdes. Admitamos que, usando
este principio, se define o conjunto R dos conjuntos que n3o pertencem a si proprios, i.e.,
R = {z|x & z}. Sendo R um conjunto pode-se, entdo, colocar a questdo se R é um ele-
mento de si mesmo. As linicas respostas possiveis para esta questdo sio R € Rou R ¢ R,
pelo que uma destas respostas deveria ser verdadeira. Contudo, qualquer uma destas op¢des
conduz a uma contradicdo. De facto,

- se R € R, entdo, por definicido de R, R ¢ R;
- se R ¢ R, novamente por definicio de R, R € R.
A contradic3o anterior, descoberta por Bertrand Russel e resultante do facto do Principio de

Abstracdo permitir a definicdo do conjunto R, é conhecida como paradoxo de Russel.

No sentido de eliminar problemas como o que foi mencionado anteriormente, a teoria
formal de conjuntos utiliza uma versdo mais restrita do Principio de Abstracdo, o Principio de
Compreens3o, o qual estabelece restricbes no tipo de predicados que s3o aceitas na definicdo
de um conjunto.



Principio de Compreensao (ou Axioma de Separagao)

Dados um conjunto U e um predicado p(x), existe o conjunto dos elementos de U que satis-
fazem p(x).

O conjunto {z |z € U e p(x)} dos elementos = pertencentes a U e tais que p(x)

é uma
proposi¢cao verdadeira pode ser representado por {z € U | p(x)} ou por {z € U : p(z)}.

Exemplo 2.5. O conjunto {1,2,4} pode ser descrito por {n € N|n é divisor de 4} ou por
{n € N|n é solucdo da equagio x> — 7% + 14x — 8 = 0}.

O Principio de Compreensdo n3o origina paradoxos como o Paradoxo de Russel, uma vez
que os elementos sdo escolhidos de entre os elementos de um conjunto previamente conhecido.
Dado um conjunto U, podemos definir o conjunto Ry = {x € U |« & =}, sendo que a defini¢do
deste conjunto n3o conduz a uma contradic3o:

- se Ry € Ry, entao, por definicido de Ry, Ry ¢ Ry, pelo que temos uma contradic3o;
- se Ry € Ry, entdo, Ry ¢ U ou Ry € Ry, donde se conclui que Ry € U.

Note-se que desta prova resulta que, para qualquer conjunto U, existe um conjunto que nao
é um elemento de U. Consequentemente, n3o existe um conjunto V tal que todo o conjunto
é elemento de V/, i.e. ndo existe o “o conjunto de todos os conjuntos”.

Como j3 foi referido anteriormente, o Principio de Abstragdo conduz a paradoxos tal como
o Paradoxo de Russel, pelo que este principio é rejeitado na teoria formal de conjuntos; em
alternativa é utilizado o Principio de Compreens3do. Observe-se, no entanto, que a aplicacdo
do Principio de Compreensao em certos casos necessita de principios adicionais que garantam
a existéncia do conjunto U. No sentido de evitarmos, por agora, o estudo de tais principios,
continuaremos a usar o Principio de Abstracdo, sendo, contudo, importante referir que todos
os argumentos que aqui sdo apresentados s3o igualmente vélidos se substituirmos o Principio
de Abstracdo pelo Principio de Compreens3o juntamente com principios de existéncia.

Na teoria intuitiva de conjuntos assume-se a existéncia de um conjunto sem elementos e,
pelo Principio de Extensionalidade, este conjunto é tnico. Ao Unico conjunto que n3o tem
qualquer elemento chamamos conjunto vazio e serd representado por () ou por {}. O conjunto
vazio pode ser representado por compreensdo, recorrendo a um predicado que n3o possa ser
satisfeito. Por exemplo, ) = {z |z # x}.

Definicao 2.1. Sejam A e B conjuntos. Diz-se que A esta contido em B ou que A é
subconjunto de B, e escreve-se A C B, se todo o elemento de A é também elemento de B,
i.e., A C B se e sé se a proposicdo

V., (x € A— 2z € B)

€ uma proposicdo verdadeira. Diz-se que A esta propriamente contido em B ou que A é
subconjunto préprio de B, e escreve-se A ;Cé BouACB,se ACBeA#B.
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Caso exista um elemento de A que ndo seja elemento de B diz-se que A nao esta contido
em B ou que A ndo é subconjunto de B, e escreve-se A ¢ B. Simbolicamente, A ¢ B se
e so se

El:L'GA xr ¢ B.

Exemplo 2.6.

(1) {-1,1} C{z €R| A 22 —1=0}.

(2) {0,-1,1} ¢ {x e R| A 22 — 1 = 0}.

(3) {1,4} S {n € N|n = a?, para algum a € {1,2,3}}.
(A))NCcNocZcQcRcC.

E importante distinguir a no¢cdo de um objeto pertencer a um conjunto da no¢do de um
conjunto estar contido num outro conjunto. Seja A = {a,b,c}. Entdo a € A e {a} C A sdo
afirma¢des verdadeiras, mas a C A e {a} € A sdo afirmagdes falsas. E também importante
notar que um conjunto pode ser elemento de um outro conjunto. Seja B = {{a}, b, c}. Entdo
{a} € B e {{a}} C B sdo afirma¢des verdadeiras, mas a € B e {a} C B s3o afirma¢des
falsas.

Apresentam-se seguidamente algumas propriedades basicas a respeito da relagdo de inclusio
entre conjuntos.

Proposicao 2.2. Sejam A, B e C conjuntos. Entdo sdo vdlidas as seguintes propriedades:
(1) 0 C A.
(2) AC A.
(3) se ACBeBCC, entio ACC.
(4) (ACBeBCA)seesése A= B.

Demonstracdo. (1) Mostremos, por reducio ao absurdo, que ) C A. Nesse sentido, admitamos
que ) ¢ A. Entdo existe um elemento de () que n3o pertence a A. Mas () ndo tem elementos.
Esta contradicdo resultou de admitirmos que ) ¢ A. Logo () C A.

(2) Todo o elemento de A é elemento de A. Logo A C A.

(3) Admitamos que A C B e B C C'. Pretendemos mostrar que A C C. Seja z € A. Entdo,
como AC B, x € B. Agora, como x € Be B C C, tem-se x € C. Assim, todo o elemento
de A é elemento de C, ou seja, A C C.

(4) Pretendemos mostrar que
(ACBeBCA)seesbése A= B.

(=) Suponhamos que A C B e B C A. Ent3o todo o elemento de A é elemento de B e todo
o elemento de B ¢ elemento de A. Logo A e B tém exatamente os mesmos elementos, ou
seja, A= B.

(<) Admitamos que A = B. Ent3o todo o elemento de A é elemento de B, pelo que A C B.
Todo o elemento de B é também elemento de A, pelo que B C A. U



2.2 Operacoes com Conjuntos

Seguidamente estudamos alguns processos de constru¢do que permitem, a partir de con-
juntos dados, obter novos conjuntos.

Definicao 2.3. Sejam A e B conjuntos. Chama-se uniao ou reuniao de A com B, e
representa-se por AU B, o conjunto cujos elementos sdo os elementos de A e os elementos de
B, ou seja,

AUB={zx|x € AVzx € B}.

Exemplo 2.7. Se A = {-2,0,2,3,7}, B = {-1,0,2} e C = {x € R|z < 2}, tem-se:
AUB=1{-2,-1,0,2,3,7}, AUC ={x e R|z <2} U{3,7}.

Apresentam-se de seguida algumas propriedades relativas a unido de conjuntos.

Proposicao 2.4. Sejam A, B e C conjuntos. Entao,
(1) ACAUBeBC AUB.

(2) Auh=A

(3) AUA = A.

(4) AUB=BUA.

(5) (AUB)UC =AU (BUC).

(6) se AC B, entio AUB = B.

Demonstracdo. Demonstramos as propriedades (1), (2), (5) e (6), ficando a prova das restan-
tes como exercicio.

(1) Vamos mostrar que A C AU B. Seja € A. Entdo,
reAVreB

é uma proposicdo verdadeira, pelo que x € AU B. Logo todo o elemento de A é elemento de
AU B e, portanto, A C AU B. A prova de B C AU B é semelhante.

(2) Mostremos que AU = A. Da propriedade (1), sabe-se que A C AU (. Para termos a
prova de AU = A, resta mostrar que AU C A. Consideremos 2z € AU (). Entdo

xe AV el

Dado que () n3o tem elementos, podemos concluir que z € A. Logo todo o elemento de AU
é elemento de A, peloque AUPC A. DeACAUPe AUDC A, tem-se AU =A
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(5) Facilmente se prova que AU (B UC) = (AU B)UC. De facto, para todo o objeto z,
tem-se

re(AuB)UC re€ AUBVzelC
(re AVzeB)Vz el

(definicdo de unido)

(
r€ AV (zxe BVzeC) (associatividade de V)

(

(

definicdo de unido)

reAV(xe BUCQ)
re AU(BUC).

definicdo de unido)

t o

definicdo de unido)

Logo a proposicao
Ve (€ AU(BUC)+ z€ (AUB)UCQC)

é verdadeira e, portanto, AU(BUC)=(AUB)UC.

(6) Admitamos que A C B e mostremos que AU B = B. Pela propriedade (1), temos
B C AU B. Assim, resta mostrar que AU B C B. Dado que A C B, todo o elemento de A
é também elemento de B, donde segue que, para todo o objeto x,

r€AUB = wz€AVze B (definicdo de AU B)
= x€BVzeB (ACB)
= z€B. ( idempoténcia de V)

Assim, todo o elemento de AU B ¢é elemento de B e, portanto, AUBC B. De BC AUB
e AUB C B tem-se AUB = B. O

Definicao 2.5. Sejam A e B conjuntos. Chama-se intersecao de A com B, e representa-se
por AN B, o conjunto cujos elementos pertencem simultaneamente a A e a B, isto &,

ANB={z|x € ANz € B}.

Exemplo 2.8. Se A ={-2,0,2,3,7}, B={-1,0,2,6} eC ={z € R|3 <z < 6}, tem-se:
ANB=1{0,2}, AnC =0.

A definicdo seguinte formaliza a nogdo de dois conjuntos que n3o tém elementos em
comum.

Definicao 2.6. Sejam A e B conjuntos. Os conjuntos A e B dizem-se disjuntos se ANB = ().

No resultado seguinte listam-se algumas propriedades relativas a operacdo de intersecao
de conjuntos.



Proposicao 2.7. Sejam A, B e C conjuntos. Entao,
(1) AnNBCAeANBCB.

(2) AnD=0.

(3) AnNA=A.

(4) AnNB=BnNA.

(5) (ANB)NC=An(BNC).

(6) se AC B, entio ANB = A.

Demonstracdo. Apresentamos a prova das propriedades (1), (2) e (5). A prova das restantes
propriedades fica ao cuidado do leitor.

(1) Mostremos que AN B C A. Dado z € AN B, tem-se
r€ ANz € B,

pelo que x € A é uma proposicdo verdadeira. Logo todo o elemento de AN B é elemento de
A. Portanto AN B C A. A prova de B C AN B é andloga.

(2) Pretendemos mostrar que A N () = (). No sentido de fazer esta prova por redugio ao
absurdo, admitamos que AN ) # (). Ent3o, existe um objeto z tal que

r€EANTED:

em particular, x € (). Mas () ndo tem elementos. Esta contradicdo resultou de admitirmos que
AN tinha elementos. Assim, AN () = 0.

(5) Mostremos que (AN B)NC = AN (BNC). De facto, para todo o objeto =, tem-se

re(ANB)NC & ze€AANze(BNCO) (definicdo de interse¢do)
& xze€AN(xe BAxzeC) (definicdo de interse¢do)
& (e ANz e B)ANxzeC (associatividade de A)
< ze(AnNB)Az el (definicdo de interse¢do)
& ze(AnB)NC (definigdo de intersegdo)

e, portanto, a proposicao
Ve((x e ANB)NC <2 € AN(BNC))
é verdadeira. Logo (ANB)NC =ANn(BNCQC). O
Sejam A, B e C conjuntos. Tendo em conta que as operacGes de unido e de intersecdo de

conjuntos gozam da propriedade associativa, podemos escrever, sem ambiguidade, AUBUC
e ANBNC.



Definicao 2.8. Sejam A e B conjuntos. Chama-se complementar de B em A, e representa-
se por A\ B ou C4(B), o conjunto cujos elementos pertencem a A mas njo a B, ou seja,

A\B={z|z € ANz & B}.

Por vezes, o complementar de B em A é também designado por diferenca de A com B e
representado por A— B. Quando ndo existe ambiguidade relativamente ao conjunto A, € usual
escrever B ou B’ para representar A — B.

Exemplo 2.9. Dados os conjuntos A = {—2,0,3,5} e B = {x € R|3 < z < 6}, tem-se:
A\B = {-2,0,3}, Cr(AUB) =]—00, —2[U] -2, 0[U]0, 3[U[6, +o0[, Cr(AUB)N(AUB) = 0.

A respeito da operacdo de complementacgdo, provam-se facilmente as propriedades seguin-
tes.

Proposicao 2.9. Sejam A, B e C conjuntos. Entdo sdo vdlidas as propriedades seguintes:
(1) A\ 0= A.
(2) se AC B, entio A\ B =1).
(3) A\ (BUC) = (A\ B)N(A\C).
(4) A\ (BNC) = (4\ B)U(A\0).
Demonstracdo. Apresentamos a prova das propriedades (1) e (3).

(1) Por definicdo, A\ () é o conjunto dos elementos que pertencem a A mas n3o pertencem
a . Mas () ndo tem elementos, pelo que n3o se retira qualquer elemento a A e, portanto,
A\D =

(3) Pretendemos mostrar que A\ (BUC) = (A\ B)N(A\ C). Ora, para todo o objeto z,
tem-se

r €A\ (BUC) & xzc€ANzg(BUQ) (definicdo de complementar)
& zeAN-(zreBVzel) (definicdo de unido)
& zeAN(xg BNz ¢0) (lei de De Morgan)
& (xeANz e AN (z g€ BAx ¢ C) (idempoténcia de A)
< (xeANx g B)AN(x € ANz ¢ C) (associatividade e comutatividade de A)
& ze(A\B)Az e (A\Q) (definigdo de complementar)
< ze(A\B)N(A\ Q) (definicdo de interse¢do).

Assim, os conjuntos A\ (BUC) e (A\ B)N(A\C)) tém os mesmos elementos e, portanto,
A\ (BUC)=(A\B)Nn(A\O).
O



2.3 Conjunto poténcia

Apresentam-se seguidamente outros processos para construir conjuntos a partir de conjun-
tos dados; em particular, estudamos o conjunto poténcia de um dado conjunto.

Em certas situag¢bes pode ser Util considerar o conjunto de todos os subconjuntos de um
determinado conjunto, o que motiva a definicdo seguinte.

Definicao 2.10. Seja A um conjunto. Chamamos conjunto das partes de A ou conjunto
poténcia de A, e representamos por P(A), ao conjunto de todos os subconjuntos de A, ou
seja, P(A) ={X | X C A}.

Exemplo 2.10. Sejam A = {a,b}, B = {1,{2},3} e C = (. Ento
(1) P(A) ={0.{a}, {0}, {a,b}}.
(2) P(B) = {0, {1}, {{2}}, {3}, {1, {2}}, {1, 3}, {{2}, 3}, {1, {2}, 3}}.
(3) P(C) = {0}.

Proposicdao 2.11. Sejam A e B conjuntos. Entdo
(1) 0 e P(A) e Ac P(A) .
(2) Se A C B, entdo P(A) C P(B).
(3) Se A tem n elementos, n € N, entdo P(A) tem 2" elementos.

Demonstracdo. (1) Para qualquer conjunto A, tem-se ) C Ae A C A. Logo 0 e A sio
elementos de P(A).

(2) Admitamos que A C B. Vamos mostrar que P(A) C P(B). Dado X € P(A), tem-
-se X C A. Logo, como A C B, segue que X C B, o que significa que X € P(B). Provamos
que todo o elemento de P(A) é também elemento de P(B) e, portanto, P(A) C P(B).

(3) Seja A um conjunto com n elementos, digamos ay,ay,...,a,. Cada subconjunto B de
A pode caracterizar-se por uma sequéncia de 0's e 1's de comprimento n: caso o i-enésimo
elemento da sequéncia seja 1 tal significa que a; € B; caso o i-enésimo da sequéncia seja
0 tal significa que a; ¢ B. Basta agora observar que existem 2™ sequéncias de O's e 1's de
comprimento n.[] ]



2.4 Produto cartesiano

Dados objetos a,b, os conjuntos {a,b} e {b,a} sdo iguais, ndo interessando a ordem pela
qual os elementos ocorrem. No entanto, em certas situa¢les, interessa considerar os objetos
por determinada ordem. Sendo assim, introduz-se, em termos de conjuntos, a no¢do de par
ordenado.

Definicdo 2.12. Sejam a, b objetos. O par ordenado de a e b, representado por (a,b), € o
conjunto {{a},{a,b}}.

Observe-se que o par (a,a) é o conjunto {{a}}. Reciprocamente, se (a,b) é um conjunto
singular, tem-se {a} = {a,b}, donde b € {a} e, portanto, a = b.

Proposicdo 2.13. Para quaisquer objetos a,b,c,d, tem-se (a,b) = (¢,d) se e s6 se a = c e
b=d.

Num par ordenado a ordem dos elementos é relevante: dados dois objetos a, b, se a # b,

tem-se {{a}, {a,b}} # {{b},{a,b}} e, portanto, (a,b) # (b, a).

Num par ordenado (a, b) designa-se o objeto a como a primeira componente (ou primeira
coordenada) e o objeto b como a segunda componente (ou segunda coordenada).

Os pares ordenados permitem formar novos conjuntos a partir de conjuntos dados.

Definicao 2.14. Sejam A, B conjuntos. O produto cartesiano de A por B, representado
por A x B, é o conjunto formado por todos os pares ordenados (a,b) em quea € Aeb € B,
ie, Ax B={(a,b)|a € AND€E B}.

Exemplo 2.11.
(1) Sejam A ={1,2} e B = {a,b,c}. Entio

Ax B = {(1,a),(2,a),(1,b),(2,b),(1,¢),(2,0)};
BxA = {(a1),(a,2),(b1),(

E claro que A x B # B x A, pois (1,a) € A x B, mas (1,a) € B x A.

(2) Sejam
A={n€Z|n =2k, para algumk € Z}

B ={m € Z|m = 3j, para algum j € Z}.

Entio
A x B ={(2k,3j) | k,j € Z}.
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Apresentam-se de seguida algumas propriedades relacionadas com o produto cartesiano.

Proposicao 2.15. Para quaisquer conjuntos A, B, C e D, tem-se:
(1) AxP)=0=0xA.
(2) Se A, B# 0, entio ACC eBCDseesése Ax BCC xD.
(3) C x (AUB)=(Cx A)U( )
(4) (AUB)x C=(AxC)U(Bx ().
( ( )
( )

(5) C x (ANB)=(CxA)N(C x B
(6) ( ANB)xC=(AxC)n(BxC
(7) C x (A\ B)=(C x A)\ (C x B),
(8) (A\B)xC=(AxC)\(BxCQO)

Demonstracdo. Apresentamos a prova das propriedades (2) e (7).

(2) Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Pretendemos mostrar que A C C' e B C D se e sé se
AxBCCxD.

(=) Suponhamos que A C C' e B C D e mostremos que Ax B C C'x D. Seja (a,b) € AxB.
Ent3o, por definicdo de produto cartesiano, a € A e b € B. Mas, por hipdtese, todo o
elemento de A é elemento de C e todo o elemento B é elemento de D. Logoa € Cebe D
e, portanto, (a,b) € C'x D. Assim, todo o elemento de A x B é um elemento de C' x D, pelo
que Ax BCC x D.

(<) Admitamos que A x B C C' x D. Queremos mostrar que A C C e B C D. Seja a € A.
Uma vez que B # (), existe b € B. Entdo, por definicdo de produto cartesiano, (a,b) € A x B.
Por hipétese, todo o elemento de A x B é elemento de C' x D. Logo (a,b) € C x D, pelo que
a€Cebe D. Assim, todo o elemento de A é também elemento de C e, portanto, A C C.
De modo andlogo prova-se que B C D.

(7) Mostremos que C' x (A\ B) = (C x A)\ (C x B). Para todo o par (z,y),

(z,y) € (C x A)\ (C x B) (,y) e C x AN (z,y) ¢ C x B
(reChryeAAN(xgCVy¢ B)
((zeChyeA)nzgC)

V(xe Chye A)ANy & B)
(reChyeA)ANy¢B
reCAN(ye ANy ¢ B)
reCANye(A/B)
(z,y) € C x (A/B).

t o

(I R
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Logo, a proposicao
Y(ap) (a,0) € C x (A\ B) < (a,b) € (C x A)\ (C x B)
é verdadeira e, portanto C' x (A\ B) = (C x A)\ (C x B). O

Observe-se que se A e B sdo conjuntos com p e ¢ elementos (p, q¢ € Np), respectivamente,
entdo A x B tem p X g elementos.

2.5 Familias de Conjuntos

Em diversas situagOes existe a necessidade de considerarmos conjuntos cujos objetos sdo
conjuntos. A um conjunto de conjuntos da-se a designacdo de familia de conjuntos.

Definicao 2.16. Dd-se a designacdo de familia de conjuntos a um conjunto F cujos ele-
mentos sdo todos conjuntos.

Definicdao 2.17. Seja I um conjunto conjunto e, para cada i € I, seja A; um conjunto. O
conjunto F = {A;|i € I} diz-se uma familia de conjuntos indexada por I e escreve-se
F ={A;}icr. Ao conjunto I dd-se o nome de conjunto de indices.

Exemplo 2.12. Para cada i € Ny, segja A; = {z |z € No Az < i}. Assim, {A;}ien, € uma
familia de conjuntos indexada por Nj.

Embora, em geral, seja mais simples trabalhar com familias indexadas, existem familias de
conjuntos para as quais ndo é natural encontrar um conjunto de indices, como é o caso da
familia seguinte

B={B|B C A e B é finito}.

No entanto, qualquer familia de conjuntos pode ser indexada por algum conjunto; em particu-
lar, pode-se considerar qualquer familia de conjuntos F indexada por F, i.e. F = {Ax}xer,
embora este tipo de indexa¢do ndo seja particularmente util.

Vejamos, agora, de que forma se generalizam as nog¢des de unido e intersecdo a familias
de conjuntos.

Definicao 2.18. Seja 7 uma familia de conjuntos. A unido de F, representada por | JF, é
o conjunto definido por

UF={213acr z € A}

Se F = {A;}icr é uma familia de conjuntos indexada por um conjunto I, escreve-se
Uicr Ai para representar |JF; em particular, no caso em que I = {1,...,n}, escreve-se
A1 U...U A, para representar | JF.

Observe-se que se F = (), entdo |JF = (). Além disso, para qualquer familia de conjuntos
F e para qualquer A € F, tem-se A C |JF.



Definicao 2.19. Seja F uma familia ndo vazia de conjuntos. A intersecao de F, representada
por (\F, € o conjunto definido por

ﬂ}": {z|Vacr x € A}.

Se F = {A;}ics é uma familia de conjuntos indexada por um conjunto I, escreve-se
(Nic; Ai para representar ()F; no caso em que I = {1,...,n}, escreve-se A; N...N A,
para representar [].F.

Para qualquer familia ndo vazia de conjuntos F e para qualquer A € F, tem-se (| F C A.

Caso F seja uma familia de subconjuntos de um certo conjunto U e F = (, alguns autores
convencionam que [|F =U.

Exemplo 2.13.
(1) Para cada i € Ny, seja A; = {z |z € Ng Az < i}. Entdo:

() | Ai = No; (ii) () Ai = {0}.
iel el
(2) Para cadai € N, seja B; = {z|z e RA L <2z <8+ %} Ent3o:

() | Bi =011, (ii) () B =I1.8].

i€l el

Muitas das propriedades vélidas para a unido e para a intersecdo de dois conjuntos s3o
extensiveis a familias de conjuntos.

Proposicao 2.20. Sejam F uma familia ndo vazia de conjuntos e B um conjunto. Entdo

(1) ACUxerX, paratodo Ac F. (2) NxerX €A, paratodo Ac F.
(3) BN (UXe]-' X) = Uxer(BNX). (4) BU (mXe]-' X) = Nxer(BUX).
() B\(nXe]-'X):UXe}‘(B\X)' (6) B\(UXeXX):ﬂXef(B\X)-
(1) B x (NxerX) =Nxer (B xX). (8) B x (UxerX) =Uxer (B xX).

Demonstracdo. Apresenta-se a prova das propriedades (3) e (5) , ficando a prova das restantes
propriedades ao cuidado do leitor.

(3) Sejax € BN (UxerX). Entdo z € Bex € Jycr X. Daqui segue que z € Y, para
algum Y € F. Logo z € BNY, para algum Y € F, pelo que = € Jx. (B N X). Portanto,
BN (Uxer X) € Uxer(BNX).

Reciprocamente, admitamos que = € (Jx (BN X). Entdo existe Y € F tal que z € BNY,
isto é, existe Y € Ftalquex € Bex €Y. Logoxr € Bex € JycrX e portanto,
€ BN (UxerX). Assim, Uxcr(BNX)C BN (UyerX)-

Desta forma, provou-se que BN (UycrX) = Uxer(BNX).

(5) Seja z € B\ (NxerX). Entioz € Bex & (ycrX. Logoz € Beaz ¢V,
para algum Y € F, pelo que z € B\ Y. Assim, z € [Jxcr(B \ X). Por conseguinte,
B\ (Nxer X) € Uxer (B\X).

Reciprocamente, admitamos que z € |Jy.r (B \ X). Entdo, para algum Y € F, z € B\Y,
istoé, r € BexgY. Assim,z € Bex €[ \xcrX,0useja, € B\ (ﬂXefX). Portanto,
Uxer (B\X) € B\ (Nxer X)-

Do que foi provado conclui-se que B\ ((Nxer X) = Uxer (B\ X). O
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Facilmente, pode-se verificar que as propriedades (1), (3) e (8) da proposi¢cdo anterior sdo
também vilidas quando F = 0.

A noc¢do de produto cartesiano de conjuntos também pode ser generalizada. Nesta seccio
generalizamos a no¢3o de produto cartesiano a familias finitas de conjuntos, mas esta no¢do
pode ser generalizada a familias infinitas de conjuntos (de momento consideramos apenas a
nogdo intuitiva de conjunto finito e conjunto infinito, estes conceitos serdo definidos rigorosa-
mente no capitulo 6).

Se A, B e C sdo conjuntos, podemos considerar os conjuntos (A x B) xC e Ax (B x C).
Rigorosamente, estes conjuntos sio diferentes, uma vez que no primeiro caso temos elementos
da forma ((a,b), c) e no segundo caso os elementos sdo da forma (a, (b, c)). Porém, uma vez
que n3o existe diferenca prdtica entre estes dois conjuntos, é usual representar qualquer um
dos conjuntos por A x B x C' e os seus elementos por (a, b, c). Tal motiva a definicdo seguinte.

Definicao 2.21. Seja F = {A;}ic; uma familia de conjuntos indexada por I = {1,...,n}.

Designa-se por produto cartesiano de A1, ..., A,, e representa-se por A1 X --- x A, ou

por HAZ-, o conjunto formado pelos n-uplos ordenados (ai,...,a,) em que a; € Ay, ...,
i€l

a, € A, Ie.,

Alx---xAn:{(al,...,anHal€A1,...,an€An}.

No caso em que Ay = --- = A, = A, escrevemos A™ em alternativa a Ay X --- X A,,.

Se I ={1,...,n} e se cada conjunto A; tem p; elementos, entdo HAZ- tem py X -+ X Py
icl
elementos.

2.6 Axiomas da Teoria de Conjuntos

A nocdo de conjunto utilizada nas secgdes anteriores é uma nog¢do intuitiva. Esta nogdo,
adotada por Georg Cantor no desenvolvimento da teoria de conjuntos, é também adotada
pela maioria dos matematicos contempordneos. Este conceito intuitivo, embora seja ade-
quado para os resultados estudados ao longo do curso, nem sempre é suficiente; recorde-
-se que pelo Principio de Abstragdo seria possivel construir o conjunto {z |z & z}, porém tal
construcdo conduz a problemas como o do Paradoxo de Russel. Assim, no sentido de resol-
ver problemas deste tipo e de se conseguir um estudo mais rigoroso da teoria de conjuntos,
vdrios sistemas axiomaticos foram desenvolvidos ao longo do tempo. O sistema de axiomas
de Zermelo-Fraenkel (ZF), desnvolvido por Ernst Zermelo e Abraham Fraenkel, é um desses
sistemas.

Axiomas de Zermelo-Fraenkel

1. Axioma de Extensionalidade Dois conjuntos s3o iguais se e s6 se tém os mesmos ele-
mentos.
VoVy(x =y < Vz(z €x < 2 €y)).
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2. Axioma do Conjunto Vazio Existe um conjunto sem elementos.
32 Vy (y & ).

3. Axioma do Par Para quaisquer dois conjuntos x e y, existe um conjunto cujos elementos
sao precisamente os conjuntos x e y.

VoVy 3V (w € 2 (w=2aVw=y)).
4. Axioma de Separacdo Seja p(z) um predicado. Para qualquer conjunto x existe um
conjunto cujos elementos sdo exatamente todos os conjuntos z € x para os quais p(z) se

verifica.
VeI Va(z €y & (2 €2 A p(2))).

5. Axioma do Conjunto Poténcia Para todo o conjunto = existe um conjunto z constituido
exatamente por todos os subconjuntos de .

VeI Vi(z €y < 2 C ).
6. Axioma da Unido Para qualquer conjunto x existe um conjunto y que € a unido de todos

os elementos de z.
Ve Va(z €y Iy (z €wAw e z)).

7. Axioma do infinito Existe um conjunto indutivo.

J.(0exAVy(yex—yU{y} €x)).

8. Axioma da substituicdo Seja p(x,y) um predicado nas varidveis = e y. Para qualquer
conjunto z, se para qualquer x € z existe um dnico y tal que p(z,y), entdo existe um conjunto
w constituido por todos os elementos y tais que p(z,y) para algum z € z.

Vo (Vaez 3y p(2,9)) = Fuw Vy(y € w & Tueap(,))).

9. Axioma de regularidade Todo o conjunto n3o vazio z tem um elemento disjunto de x.

Vody(y ez Ayna=0).

Para além dos axiomas incluidos no sistema ZF, Zermelo estabeleceu um outro axioma,
o Axioma da Escolha, o qual desempenha um papel fundamental no estudo de conjuntos
infinitos. O sistema de axiomas resultante de acrescentar o Axioma da Escolha ao sistema ZF
é denotado por ZFC.

Axioma da Escolha Para qualquer familia ndo vazia (A;)ie;r de conjuntos ndo vazios, é
possivel escolher uma familia (x;);c; de elementos tais que, para cada i € I, se tem x; € A;.

Intuitivamente, este axioma estabelece que, dada uma cole¢do ndo vazia de conjuntos ndo
vazios, é possivel escolher simultaneamente um elemento de cada um dos conjuntos. O Axioma
da Escolha admite vérias formulagdes, como, por exemplo, a seguinte:
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Seja (A;)ier uma familia ndo vazia de conjuntos n3o vazios. Entdo existe uma familia
de conjuntos (C;)ier tal que C; C A; e C; tem exatamente um elemento, para todo
i1el.

Embora o Axioma da Escolha seja aceite pela maioria dos matematicos e existam resultados
importantes que sdo estabelecidos com base neste axioma, a aceitagdo do Axioma da Escolha
n3o é consensual. Uma das razdes pelas quais este axioma foi inicialmente controverso prendia-
-se com a hipétese de ser possivel provad-lo a partir dos restantes axiomas de Zermelo-Fraenkel
e, por isso, seria redundante. Porém, em 1963, Paul Cohen e Kurt Godel vieram a provar
que o Axioma da Escolha é independente dos restantes axiomas do sistema ZF. Outra das
razGes que levam alguns matemadticos a questionar este axioma prende-se com o facto de este
ndo ser construtivo. Embora seja licito escolher um elemento em cada um dos conjuntos de
uma cole¢do finita de conjuntos ndo vazios, serd que é possivel garantir esta escolha quando
se considera uma familia infinita de conjuntos ndo vazios? Atendendo a que a aceitacdo do
Axioma da Escolha n3o é consensual, é usual referir expressamente a utilizacdo deste axioma

sempre que é aplicado na prova de algum resultado.



