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desafio 1

O Sr. Preto, o Sr. Castanho e o Sr. Verde estavam a almogar juntos.

Um deles trazia uma gravata preta, outro trazia uma gravata castanha e

o terceiro trazia uma gravata verde.

“Ja repararam que”, disse o homem da gravata verde, “apesar das nossas
gravatas serem de cores iguais aos nossos nomes, nenhum de nds traz a

gravata que corresponde ao seu nome?”

“Realmente tens razdo”, exclamou o Sr. Castanho.

De que cor era a gravata de cada um?



1. Exatamente uma destas frases é falsa;
Exatamente duas destas frases s3o falsas;
. Exatamente trés destas frases sao falsas;

. Exatamente quatro destas frases s3o falsas;

2.
3
4
5. Exatamente cinco destas frases sao falsas;
6. Exatamente seis destas frases sdo falsas;
7. Exatamente sete destas frases s3o falsas;
8. Exatamente oito destas frases s3o falsas;
9. Exatamente nove destas frases sio falsas;

10. Exatamente dez destas frases s3o falsas.

Das 10 afirmagdes, quantas s3o verdadeiras e quantas sdo falsas?



Um crime foi cometido por uma e apenas uma pessoa de um grupo de
cinco suspeitos: Armando, Bernardo, Carlos, Daniel e Eduardo.

Questionados sobre quem era o culpado, cada um deles respondeu:

Armando: “Sou inocente.”

Carlos: “O Eduardo é o culpado.”
Eduardo: "O Daniel é o culpado.”
Bernardo: “O Armando disse a verdade.”

Daniel: “O Carlos mentiu.”

Sabendo que apenas um dos suspeitos mentiu e que todos os outros
disseram a verdade, quem é o culpado?



“O Ernesto tem mais de mil livros”, diz o Alberto.
“N3o tem", diz o Jorge, “tem menos que isso.”
Certamente, tem pelo menos um livro”, diz a Henriqueta.

Se apenas uma das afirmacdes é verdadeira, quantos livros tem o
Ernesto?



desafio 5

Temos 3 caixas, uma com bolas brancas, outra com bolas pretas e a
terceira com bolas brancas e bolas pretas.

Temos 3 etiquetas que dizem: “Bolas brancas”, "Bolas pretas” e “Bolas
brancas e pretas”.

As etiquetas estdo coladas nas caixas mas nenhuma estd colada na caixa
correspondente.

Qual o ndmero minimo de bolas que temos de retirar das caixas para
colocar as etiquetas corretamente?



preliminares de légica



Preliminares de ldgica

O que é a matemdtica?

Teorias Matematicas envolvem:

e construcdo de objetos matematicos;
e formacdo de relagdes entre esses objetos;

e a pesquisa daquelas relagdes que sdo verdadeiras (i.e.,
demonstragdes dos Teoremas)

Para provar os seus resultados a matemdtica usa um processo de
raciocinio que se baseia na légica.



légica: o que é7
Do grego “logos’ que significa sentenca, razdo, regra...
A légica é o estudo dos principios do raciocinio correto:

e Andlise dos métodos de raciocinio;

e Interesse na forma dos argumentos, ndo no seu contelido.

A tarefa da ldgica é fundamentalmente a formalizagdo e andlise do
método de raciocinio.



Exemplo:

Situacdo 1: Todos os que estdo nesta sala gostam de Matematica. Eu
estou nesta sala. Entdo, eu gosto de Matematica.

Situag¢do 2: Todos os coelhos comem cenouras. Este animal é um coelho.
Ent3o, este animal come cenouras.

Formalmente, o raciocinio das duas situagdes é o mesmo.



Linguagem

Para exprimir argumentos precisos e rigorosos sobre afirma¢des é
indispensavel uma linguagem simples, clara, na qual as afirmagdes
efetuadas ndo tenham significado ambiguo.

A linguagem corrente n3o tem estes requisitos:

e “N3o fiz nada.”

e “N3o gostas de mim?"— perguntei. “N3o.” — respondeu ele.

a

E necessdrio utilizar uma linguagem formal.
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A construcdo de uma linguagem formal exige uma Sintaxe e uma
Seméntica.

A Sintaxe é o conjunto de regras para escrita e manipulacdo de
afirmacdes. No aspeto sintdtico, uma linguagem formal permite construir
demonstracdes e refutacles - Teoria da Deducgdo; interessa a interligacdo
das afirmacdes de acordo com regras de inferéncia.

A Semantica é a traducdo do significado das afirmagdes através da sua
interpretacdo numa estrutura. No aspeto semantico, uma linguagem
formal permite exprimir propriedades da estrutura e determinar quando é
verdadeira uma afirmacdo numa dada estrutura - Teoria de Modelos;
interessa o significado intrinseco das afirmacdes.

Linguagem ldgica mais simples: calculo proposicional.
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Calculo proposicional

Sintaxe

proposicoes simples: frases com um verbo e um sujeito, na afirmativa,
sem varidveis. Representam-se por letras (p, g, r, ...)

conectivos (ou operadores):
~ OoU — — negacao

A\ — conjun¢ao

V — disjuncao

= ou — — implicacdo

< ou <> — equivaléncia

simbolos auxiliares:

() — paréntesis
12



férmulas proposicionais ou proposicoes compostas: sequéncias de
simbolos do alfabeto construidas de acordo com certas regras.

Como? Dadas as proposicles p e g escrevemos:

~ p (lé-se ndo p);

pAq (lé-se p e q);

pV q (I&-se p ou q);

p = q (lé-se se p entdo q);
p < q (lé-se p se e s6 se q).

O significado destes conectivos tem de ser rigorosamente definido.
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Semantica

O aspeto semantico do célculo proposicional parte da nogdo de verdade.

A definicdo de valores de verdade envolve 2 objetos: F (falso) e V
(verdadeiro).

O objetivo é estudar a verdade das proposicoes compostas a partir da
verdade das proposicdes simples que as compoe e do significado dos
conectivos.

Representamos os conectivos através de funcoes de verdade:

Seja B={V,F}. Dado n € N, chama-se funcdo de verdade n-aria a
qualquer aplicacdo de B" em B.
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Observacdo: No caso do célculo proposicional, vamos estudar fun¢des de
verdade unarias e bindrias:

B— B e B x B — B.

— fun¢do de verdade undria da negagdo

~:B— B

no<|x
<™

15



— fungdo de verdade bindria da conjungao

AN:BxB—=B

— fun¢do de verdade bindria da disjuncdo

V:BxB—=+B
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— funcdo de verdade binaria da implicacdo

X ‘ y ‘ X=y
ViV V
= BxB—B V| F F
FlV %4
FlF V
— funcdo de verdade binaria da equivaléncia
X ‘ y ‘ X &y
ViV %4
& BxB— B V| F F
FlV =
F|F vV

As tabelas que representam as funcdes de verdade dizem-se tabelas de
verdade.



Como valorar as proposi¢des?
Seja S o conjunto das proposi¢des simples. Chama-se valoracao simples
a qualquer aplicacdo v de Sem B ={V,F}

v: S—B
p— v(p)

Pode-se estender uma valoracdo simples a qualquer proposicdo composta
de modo que o significado dos conectivos seja respeitado.
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Teorema.

Sejam P o conjunto de todas as proposicdes de uma linguagem, S o
conjunto de todas as suas proposi¢cdes simples e v : S — B uma valoragdo
simples. Entdo, existe uma e uma sé valoragao v : P — B tal que:

1. Para qualquer p € S, v(p) = v(p);

2. Para quaisquer a, b € P,

F caso contrario

V(Mb)_{ V sev(@)=v(b)=V

3. Para quaisquer a, b € P,

v(aV b) = F sev(a)=v(b)=F
| V  caso contrrio '
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4. Para quaisquer a, b € P,
v(a:>b)—{ F seV(a):\,/'eV(b):F
V' caso contrario
5. Para quaisquer a, b € P,
B V sev(a) =
& b) =
v(a ) { F sev(a) #

6. Para qualquer a € P,

_ ) F sev(a)=V
V(Na)_{ V. se v( F

v diz-se uma valoracao total que estende v.

Consequéncia imediata do Teorema: Cada férmula tem uma e uma sé
valoracdo.
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Exemplo: Queremos estudar a valoracdo da proposicdo composta
(PA(qVp))=~gq.

Esta proposicao tem duas proposicoes simples, p e g, pelo que a tabela
que vamos construir tem 4 linhas, que corresponde ao niimero de
combina¢des possiveis das valora¢des das duas proposicoes.

plalave|pr(ave)|~a|(pA(gVp)=(~q)
viv] v % F F
VIF| v v v v
Flv| v F F v
FIF| F F v v

Analisando a tabela, podemos concluir que a proposi¢cao
(pA(gV p)) =~ g éfalsa se p e g sdo ambas verdadeiras e é verdadeira
caso contrario.
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O célculo proposicional é uma légica bivalente, pois temos 2 principios:

Principio da nao contradicao: Uma proposicao ndo pode ser
simultaneamente verdadeira e falsa.

Principio do 32 excluido: Uma proposicdo ou é verdadeira ou é falsa.
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Tautologias e contradicoes

Uma tautologia é uma férmula proposicional cuja valorac3do total é V
quaisquer que sejam as valoragdes das proposi¢des simples que a definem.

Exemplo: As proposicoes pV ~ p ou p = p sao tautologias.

O conceito de tautologia permite-nos definir férmulas logicamente
equivalentes: p e g dizem-se férmulas logicamente equivalentes se
p < g é uma tautologia.

Exemplo: A férmula (p A (g V p)) =~ g é logicamente equivalente a
férmula ~ (p A q), pois

((pA(qVp))=~q) e (~(pAq))
é uma tautologia.
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Uma contradicao é uma férmula proposicional cuja valoragdo total é F
quaisquer que sejam as valoracdes das proposi¢des simples que a definem.

Exemplo: As proposicdes p <>~ p e pA ~ p sdo contradi¢des.
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Tautologias importantes

1. pV~p;
2. ~ (pA\~ p);

3. p=p;

—~

4. ps(pVp)
p < (p A p); (idempoténcia)

5. ~~ p < p; (dupla negagdo)

6. (PVq)e(qVp)
(pAq) & (a/p);
(p < q) < (9 < p); (comutatividade)
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10.

11.

—~
—~
o
>
O
~
>
=~
T
—
o
(2]
w0
]
o
o
=
<.
o
)
Q.
(¢}
~

p < (pV F); (identidade para a disjun¢&o)
p < (p A V); (identidade para a conjungdo)

V < (pV V), (elemento absorvente para a disjun¢3o)
F < (p A F); (elemento absorvente para a conjun¢éo)

~(pAg) < (~pV~q)
~(pVq) < (~ pA~q); (leis de De Morgan)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(p=aq) = (~pVa)
~(p=q) & (PN ~q);

(peag)e((p=a9) A(g=0p);
(peq) e (~pe~a)

(p=q) < (~ g =~ p); (lei do contra-reiproco)
p=(pVq);

(PN (p=q)) = g; (Modus Ponens - modo de afirmar)
((p = g)A ~ q) =~ p; (Modus Tollens - modo de negar)

((p=q)A(g=r))= (p=r). (transitividade)
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Exemplo: Usando tautologias, pretende-se simplificar a proposicao

(PAQ)V(PA(~q)).

(PAg)V(pA(~q) <= pA(qV ~q) (distributividade)
= pAV (taut. 1)
—p (elt.° neutro)
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Condicoes

Conceitos basicos

No raciocinio matematico, é muitas vezes necessario fazer afirmagdes
sobre valores/elementos ndo concretos que s3o representados por letras
as quais chamamos variaveis.

Exemplo: x é um nimero primo.

Notacgdo: Representamos afirmagdes como esta por p(x).

Esta notacdo simplifica a notac3do para a concretizacdo da variavel:

p(7): 7 é um nimero primo;

p(8): 8 é um niimero primo. 2



Se uma afirmac3o contém varidveis, ndo podemos, muitas vezes, dizer
que é verdadeira ou que € falsa. A sua valoracdo depende da
concretiza¢ao das varidveis. A esta afirmacdo chamamos condicao ou
expressao proposicional e ao conjunto das possiveis concretiza¢Ses da
varidvel chamamos dominio da variavel.

Exemplo: “x > 5" é uma condic3o.

E verdadeira? E falsa?

Concretizemos a variavel x: por exemplo, x = 4.

Da condicdo "x > 5" obtemos a proposi¢do 4 > 5.

4 > 5 é uma proposicdo falsa.

30



Classificacdo de condicées

Condicao impossivel é uma condi¢cdo que se transforma numa proposicdo
falsa qualquer que seja a concretizagdo da varidvel (ou varidveis) no seu
dominio.

Exemplo: p(x): x2 <0 é uma condi¢do impossivel em R.
Condicdo possivel é uma condi¢do que ndo é impossivel.

Exemplo: g(x): x2 >0 é uma condicdo possivel.

Condicdo universal é uma condicao que se transforma numa proposicao
verdadeira qualquer que seja a concretizag¢do da varidvel (ou varidveis) no

seu dominio.

Exemplo: r(x): x> >0 é uma condi¢do universal em R.

q(x): x2>0 ndo é uma condi¢do universal em R.
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Operacoes léogicas com condicoes

Conectivos

Os conectivos légicos que definimos para as proposicdes estendem-se
naturalmente as condicdes.

Assim, se p(x) e g(x) sdo condigdes,
p(x) Ag(x), p(x)Vq(x), ~p(x). p(x)= q(x) e p(x) < q(x)
sao condicdes.

As propriedades dos conectivos transmitem-se, automaticamente, aos
conectivos entre condi¢des.

Exemplo: p(x) A (q(x) A r(x)) <= (p(x) A q(x)) A r(x).
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Quantificacdo de condicdes

As quantificagdes universal e existencial sdo duas operagdes légicas
que se aplicam unicamente a condigdes.

Quantificacdo universal

Vx, p(x) (qualquer que seja x, x satisfaz p(x))

V - quantificador universal

O simbolo V (lé-se qualquer que seja) transforma a condicdo p(x) na
proposicdo Vx, p(x).

Exemplo:

p(x): x é primo — condig¢do

Vx € N, x é primo — proposicao falsa

Vx € {2,3,5,7,11}, x é primo — proposicdo verdadeira

33



Quantificacdo existencial

Ix: p(x) (existe algum x tal que x satisfaz p(x)) (para algum x, x

satisfaz p(x))
3 - quantificador existencial

O simbolo 3 (lé-se existe algum) transforma a condigdo p(x) na
proposicdo Ix : p(x).

Exemplo:

p(x): x é primo — condi¢do

dx € N: x é primo — proposicao verdadeira

Ix € {2,3,5,7,11} : x é primo — proposicio verdadeira
Ix € {2,4,8,11} : x é primo — proposicio verdadeira
Ix € {4,8,9} : x é primo — proposicio falsa
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Existéncia e Unicidade: o simbolo 3! (I&-se existe um e um sé) é mais

restritivo que o simbolo 3.

Exemplo:

p(x) : x é primo — condigdo

dx € N: x é primo — proposicao verdadeira
I'x € N: x é primo — proposicdo falsa
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observagdes importantes:

1 - Quando quantificamos uma condic3o, a varidvel (ou varidveis)
quantificada(s) torna(m)-se muda(s).

Exemplo:

x+y=5 — condi¢ao

Vx, x+y=5 — condi¢do (x é muda)
VyVx, x+y =5 — proposicao falsa
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2 - Os quantificadores universal e existencial podem ser combinados para
quantificar uma mesma condicdo. Quando uma condicdo tem duas ou
mais varidveis, a valoragcdo da proposicdo obtida pela quantificagdo de
todas as varidveis depende da ordem dessas quantificacGes.

Exemplo:
Vx€e€Z,dyeZ:x+y=5 — proposicdo verdadeira
dy €Z :Vxe€Z, x+y=5 — proposicao falsa
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3 - Quando quantificamos duas varidveis com o mesmo quantificador, a
ordem é indiferente. Neste caso, simplificamos a escrita.

Exemplo:
Ix,ye€Z:x+y=5 — proposicao verdadeira
Vx,y €Z, x+y=5 — proposic¢ao falsa
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Negacdo de proposicdes quantificadas
~ (Vx, , p(x)) é logicamente equivalente a Ix :~ p(x).

Exemplo: Negar que “Todos os que estido nesta sala gostam de

7

Matemadtica.” é afirmar que “Existe alguém nesta sala que ndo gosta de

Matemadtica.”.

~ (3x : p(x)) é logicamente equivalente a Vx, ~ p(x).

Exemplo: Negar que “Alguém que esta nesta sala vai reprovar a Tdpicos

”

de Matemadatica.” é afirmar que “Todos os que estdo nesta sala ndo vao

reprovar a Tdpicos de Matematica.”.

~ (Vx, , p(x)) < Ix :~ p(x) ]
Segundas Leis de De Morgan
~ (3 : p(x)) <= Vx, ~ p(x)
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Exemplos de proposicdes quantificadas

X,y €Z, x+y=y+x — propriedade comutativa da adigdo de
inteiros relativos

Vx,¥,2€Z, (x+y)+z=x+(y+2) — propriedade associativa da
adicdo de inteiros relativos

I eZ:NVNyeZ, y+xo=x+y=y — existéncia de elemento
neutro para a adi¢do de inteiros relativos (xo = 0)

Vxe€Z,dyeZ: y+x=x+y=0 — existéncia de simétrico para
cada um dos inteiros relativos (para cada x, consideramos y = —x).
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Demonstracoes

Definicdes basicas

Um Argumento é uma sequéncia finita de férmulas py, po, ..., pn, g sob a
forma
(PLAP2 A= Aps)=q.

Também escrevemos

P1
p2

Pn
q

As férmulas p1, po, ..., pn chamamos permissas ou hipéteses e a férmula
g chamamos conclusao.
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Se sempre que p1, po, ..., pn foram verdadeiras, g é verdadeiro, o
argumento diz-se logicamente valido ou correcto.

Exemplo:

a=b
~ b é um argumento valido.
~a

Se tivermos todas as férmulas p1, po, ...,p, verdadeiras e g falsa, o
argumento diz-se logicamente invalido, incorrecto ou falacioso.

Exemplo:

a=»>b
~ a é um argumento falacioso.
~b
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Exemplo: 2=1
a=b =a’=ab
= a*> — b?> = ab— b?

= (a+ b)(a— b) = b(a—b)

=a+b=0>b
=b+b=0>b
=2b=5b
=2=1

Por que é que este argumento ¢é falacioso?
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Em Matematica, os teoremas sdo formulados de muitos modos

diferentes. Os mais comuns sdo do tipo
p=qgep<=4g.

S3o também comuns os enunciados que envolvem quantificadores. De
seguida apresentamos algumas estruturas de demonstracdo de teoremas.
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1. Provar que p = q é verdadeiro

a pelo método da prova direta

Supomos que p é verdadeira e mostramos que, com este
pressuposto, a proposicao g é verdadeira.

Repare-se que se p é falsa, a implicacao é automaticamente
verdadeira.

Exemplo: Queremos provar que todo o nidmero inteiro impar se
escreve como a diferenca de 2 quadrados perfeitos, i.e., se n € Z é
um inteiro impar, entdo, existem a, b € Z tal que n = a*> — b?.

Suponhamos que n € Z é um inteiro impar.
Entdo, existe k € Z tal que n = 2k + 1.

Como 2k +1 = k? +2k + 1 — k* = (k + 1)?> — k?, concluimos que
n= (k+ 1) — k? onde k + 1 e k s3o nimeros inteiros.
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1. Provar que p = q é verdadeiro

b pelo método do contrarreciproco

Para demonstrarmos que p = g basta-nos provar que ~ q =~ p,
pois ja vimos que as 2 férmulas sdo logicamente equivalentes.
Para provar que ~ g =~ p usamos o método da prova direta.

Exemplo: Queremos provar que Se x e y sdo dois niimeros inteiros
tais que x + y € par, entdo, x e y tém a mesma paridade.

Suponhamos que x e y ndo tém a mesma paridade.

Ent3o um deles é par e o outro impar. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que x é impar e y é par.

Entéo, X = 2/(1 +1le y = 2k2

Logo, x +y = (2ky + 1) + 2ko = 2(ky + k2) + 1, que é claramente

um ndmero impar.
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1. Provar que p = q é verdadeiro

¢ pelo método de reducao ao absurdo

Neste método de prova, assumimos, juntamente com p, a negacdo
de g e obtemos algum tipo de contradicao.

Exemplo: Queremos provar que se x € R ¢ tal que x> = 2 ent3o

x € Q.

Suponhamos que x = /2 € Q.

Entio, x = V2 = % onde m e n s3o inteiros positivos tais que
m.d.c.(m, n) = 1.

2

Ent3o, 2 = x? = % pelo que 2n?> = m?.

Entdo, m é um ndmero par, i.e., m = 2k, para algum inteiro k.
Ent3o, temos que 4k? =2n? ie., 2k? = n?
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Entdo, n é um ndmero par.

Logo, 2 é um divisor comum de m e n, o que contradiz o facto de
m.d.c.(m,n) = 1.

A contradico surgiu por supormos que x> = 2 e que /2 € Q aconteciam
simultaneamente. Logo, estamos em condi¢Ges de concluir que se
x? =2, entdo x € Q.

Importante. A diferenca entre o método de contrarreciproco e o método
de redugdo ao absurdo para provar que p = g é subtil. No primeiro,
supomos ~ g e provamos ~ p. No segundo, supomos ~ g e p e
encontramos um absurdo qualquer.
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2. Provar que p = g é falsa.

Para provarmos que uma dada afirmacdo é falsa, basta
apresentarmos um exemplo de uma situa¢do em que a afirmacdo ndo
se verifica - a este exemplo chama-se contraexemplo. Neste caso,
para provar que p = q é falsa basta apresentar um exemplo onde a
permissa p é verdadeira e a conclusdo g é falsa.

7

Exemplo: Queremos provar que a afirmacdo “x*> =1 = x=1" é
falsa.

Para isso, basta observar que, se x = —1, entdo x> =1 e que x # 1.

3. Provar que p = a A b é verdadeira.
Basta provar que p = a e p = b sdo verdadeiras.
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4. Provar que p = aV b é verdadeira.

Suponhamos que p é verdadeira. Se a é verdadeira, entdo, aV b é
verdadeira e, portanto, a implicacdo é verdadeira. Se a é falsa,
temos de provar que b é verdadeira.

Assim, provar que p = aV b é verdadeira é o mesmo que provar que
pA ~ a = b é verdadeira.

Exemplo: Queremos provar o seguinte resultado: Sejam x,y € R.
Sexy =0 entdox=0o0uy=0.

Suponhamos que xy = 0 e que x # 0. Entdo,

xy=0=x"Ixy=0ey=0.
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5. Provar que p < g é verdadeira.

A condi¢cdo p < g é também conhecida como condi¢do necessaria e
suficiente.

s

p = q significa que sempre que p acontece, também acontece q. E
considerada a condic3o suficiente.

Também podemos afirmar que g sé acontece se acontecer p. Assim,
para além de ser suficiente, p é também necessdria para que g
aconteca. Logo, temos g = p.

p&q p se e so se g
p=q qsep
qg=p qsésep

Assim, provar uma equivaléncia é provar um dupla implicac3o.
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Exemplo: Queremos provar que: Dado um natural n, n> é impar se e s6
se n é impar.

2 é o produto de dois

Suponhamos primeiro que n é impar. Ent3o, n
nldmeros impares que sabemos ser um nimero impar. Provdmos, assim,
que

n fmpar = n? fmpar.

Vamos provar que
n? fmpar = n fmpar

por contrarreciproco. Suponhamos que n n3o é impar. Entdo, n é par.
Logo, n®> é um niimero par pois é o produto de dois niimeros pares.
Estamos em condicdes de concluir que n? nio é um ndmero impar.
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6. Provar que Vx, 3y : p(x,y) é verdadeira.

Fixa-se xp no dominio de x. Prova-se que existe y; no dominio de y
tal que p(xo, y1) é verdadeira.

Observacdo: Ha demonstracdes onde é relativamente facil escolher
y1 em fungdo de xp. Noutros casos provamos apenas que y; existe,
sem o especificar.

Exemplo: Queremos provar que Dado um nimero real qualquer x,
existe um inteiro z tal que z < x < z + 1.

Seja x € R. Ent3o, a caracteristica de x, [x], é, por definicdo, um
inteiro relativo tal que [x] < x < [x] + 1. Logo, basta considerar
z =[x].
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7. Provar que Ix : Vy, p(x, y) é verdadeira.

Caso seja possivel, determinamos xp no dominio de x para o qual
p(xo0, y) é verdadeira independentemente do valor de y.

Tal como no caso anterior, hd demonstracoes onde apenas
conseguimos provar que tal xp existe, sem o especificar.

Exemplo: Queremos provar que

IxeR:Vy e R xy +x—4=4y.

Seja x = 4. Ent3o, para qualquer y € R,
xy +x—4=4y 4+ 4 —4 =14y. Logo, a condicdo ¢ satisfeita,
independentemente do valor de y.
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Provar que 3'x : p(x) é verdadeira.
Temos de provar:

- a existéncia de x (o raciocinio é andlogo aos anteriores);

- a unicidade de x (supondo que existem a e b nas condi¢Bes do

enunciado, temos de concluir que a = b).
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Exemplo: Queremos provar que

IxeR:Vy eR,xy + x — 4 = 4y.

Existéncia. Seja x = 4. Entdo, para qualquer y € R,
xy +x—4=4y 4+ 4 —4 =4y. Logo, a condicdo ¢ satisfeita,
independentemente do valor de y.

Unicidade. Suponhamos que existe a € R nas mesmas condi¢Ges de
x = 4. Entdo, ay + a — 4 = 4y, para qualquer y € R. Em particular, para
y =0, temos que

ax0+a—-4=4x0,

a==4.
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