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1. Nocbes elementares de ldgica

A prova da veracidade de uma determinada afirmac3o implica a construcdo de uma prova
rigorosa. A ldgica fornece as ferramentas adequadas para a construcdo destas provas, es-
tudando os principios e as técnicas do raciocinio, procurando definir linguagens formais que
permitam representar de forma precisa e sem ambiguidade a linguagem natural e definindo
regras que permitam a construcdo rigorosa e sistemdtica de argumentos que sejam validos. A
I6gica desempenha um papel fundamental em qualquer area de aprendizagem, especialmente
na drea da matematica e em dreas associadas como é o caso das ciéncias da computacdo. Em
ciéncias da computacgdo, a légica é utilizada, por exemplo, no desenvolvimento de linguagens
de programacido e na verificacdo da correcdo de programas.

Em ldgica é essencial o rigor e a precisdo, dai a necessidade de uma linguagem formal
que permita representar de forma clara e sem ambiguidade a linguagem natural. Procurando
definir uma linguagem formal com estes requisitos e um sistema que permita a constru¢ido de
argumentos rigorosos, ao longo dos anos foram definidos diversos sistemas |4gicos.

Um sistema ldgico fica definido pelas seguintes componentes:

e sintaxe - conjunto de simbolos e regras de formacdo que definem as palavras, designadas
por férmulas, que podem ser utilizadas para representar de forma precisa, concisa e sem
ambiguidade a linguagem natural (ou uma parte desta linguagem);

e semantica - conjunto de regras que associam um significado as férmulas;

e sistema dedutivo - conjunto de férmulas, designadas por axiomas, e de regras, desig-
nadas por regras de inferéncia, utilizados na constru¢do de argumentos.

Nesta unidade curricular estudamos algumas noc¢des basicas associadas a dois sistemas
l6gicos: o Calculo Proposicional e o Calculo de Predicados.

1.1 Calculo Proposicional

A prova de um teorema consiste na demonstracido da veracidade de certas afirmacoes, pelo
que comegcamos o estudo da légica por uma andlise do tipo de frases relevantes neste estudo.
Em linguagem natural podemos encontrar diversos tipos de frases - declarativas, exclamativas,



interrogativas, imperativas. Porém, na constru¢do de um argumento recorremos somente a
frases declarativas.

As frases podem ser classificadas em simples ou compostas. Uma frase declarativa sim-
ples tem, gramaticalmente falando, um sujeito e um predicado.

Exemplo 1.1. S30 exemplos de frases simples as seguintes:
(1) Lisboa € a capital de Portugal.
(2) O Jodo gosta de Ldgica.

(3) Todo o nimero inteiro € par.

A partir de frases simples e recorrendo a palavras tais como "nio”, "e", "ou", "se ...
entdo”’, "... se e s se ..." obtém-se frases mais complexas designadas por frases compostas.

Exemplo 1.2. As frases seguintes sdo exemplos de frases compostas:
(1) Lisboa € a capital de Portugal e é a cidade do pais com o maior niimero de habitantes.

(2) Se o Jodo gosta de Ldgica entdo é bom aluno a Tédpicos de Matemdtica e a Ldgica
Computacional.

(3) Se todo o nimero inteiro € par, entdo 7 é divisivel por 2.

1.2 Sintaxe

Nesta seccdo descreve-se a linguagem simbdlica do Célculo Porposicional que permite
representar de forma concisa e sem ambiguidade uma parte da linguagem natural.

No Calculo Proposicional, cada frase simples é encarada como um elemento indivisivel,
ndo se diferenciando partes da afirmagdo como o nome ou o verbo. Cada frase simples
serd representada por uma letra mindscula p,q,r, s, ... (possivelmente com indices) - a estes
simbolos damos a designacdo de variaveis proposicionais. Por sua vez, as frases compostas
sdo representadas usando:

- as variaveis proposicionais;
- os simbolos 1,—, A,V — e <>, chamados conetivos proposicionais e designados,
respectivamente, por absurdo, negacao, conjuncao, disjuncao, implicacao e equi-

valéncia;

- os simbolos auxiliares “(" e ")".



Representando por p e ¢ duas frases declarativas:

a frase “ndo p" designa-se por negacao de p e é representada por (—p). A (—p) também
é possivel associar uma das seguintes leituras: “é falso p”, “ndo é verdade p".

a frase “p e ¢ é designada por conjuncdo de p e g e é representada por (p A q).

a frase “p ou ¢" designa-se por disjuncdo de p e g e é representada por (p V q).

a frase “Se p, entdo ¢" designa-se por implicacdo de p, g e é representada por (p — ¢q).
A (p — q) também se associa uma das seguintes leituras: “p implica ¢”, “p é suficiente
para q", “q é necessdrio para p’, “q se p", “q sempre que p", “p somente se ¢q".

A p dia-se a designacdo de antecedente ou hipétese da implicacdo e a ¢ di-se a
designacao de consequente ou conclusao.

a conjungdo das implicagcdes “Se p entdo ¢" e “Se ¢ entdo p" pode ser expressa por “p
se e s se ¢". Esta dltima frase designa-se por equivaléncia de p e ¢ e é representada

por (p <> q). A (p <> ¢) também se associa uma das leituras: “p é equivalente a ¢", “p
é necessario e suficiente para ¢".

Na representacdo de frases compostas podemos recorrer aos simbolos auxiliares “(" e )",
no sentido de evitar ambiguidade.

Exemplo 1.3. Considerando que as seguintes frases simples sdo representadas pelas varidveis
proposicionais a seguir indicadas

p: Lisboa € a capital de Portugal.

q: Lisboa € a cidade do pais com o maior nimero habitantes.
r: O Jodo gosta de Ldgica.

s: O Jodo é bom aluno a Tdpicos de Matemadtica.

t: O Jodo é bom aluno a Ldgica Computacional.

u: Todo o numero inteiro é par.

v: 7 € divisivel por 2.

as frases compostas do exemplo anterior podem ser representadas, respetivamente, por:

(1) (pNq)
(2) (r— (sAt))
(3) (u— )

Uma vez estabelecidos os simbolos que definem o alfabeto da linguagem do Célculo Pro-
posicional, podemos definir as palavras desta linguagem.



Definicdo 1.1. O conjunto F¢F de férmulas do Calculo Proposicional, também designado
por linguagem do Calculo Proposicional, € o conjunto definido indutivamente pelas seguintes
regras:

F1) L é uma formula;

S

toda a varidvel proposicional € uma férmula;

%

se ¢ € uma férmula, entdo (—p) € uma férmula;

SIS

S

se , 1 sdo férmulas, entdo (p — 1) é uma férmula;

e

(F1)
(£2)
(F3)
(Fa) se ¢, 4 sdo formulas, entdo (¢ A1) é uma férmula;
(F5)
(F6)
(£7)

(

se ¢, sdo férmulas, entdo (¢ V 1) € uma formula;
(
(

se @, 1) sdo férmulas, entdo (p <> ) é uma férmula.

Exemplo 1.4.
(1) A palavra ((—p) — (¢ V1)) € uma férmula do Célculo Proposicional, uma vez que:
i. p,q er sdo férmulas, pela regra (F,) da definicdo anterior ;
ii. (—p) € férmula, por i. e pela regra (F3);
iii. (qV r) éférmula, pori. e pela regra (Fs);
iv. ((-p) — (qV r)) é férmula, por ii., iii. e pela regra (Fs).

(2) As palavras —p, =(q), pV r ndo sdo férmulas do Calculo Proposicional.

Para que uma palavra sobre o alfabeto do Calculo Proposicional seja considerada uma
férmula, os paréntesis tém de ocorrer na palavra de acordo com as regras que definem o con-
junto de férmulas. Porém, para simplificacdo de escrita, é usual omitir os paréntesis extremos
e os paréntesis a volta da negacdo. Além disso, usaremos a convencao de que os conetivos
A e V tém prioridade sobre os conetivos — e <> e que o conetivo — tem prioridade sobre
qualquer um dos outros conetivos, o que permite simplificar um pouco mais a representacdo
das férmulas.

Exemplo 1.5.

(1) A palavra =p A q — —r serd usada como representacdo da formula (((—p) A q) — (—r)).

(2) A palavra =(p V —q) € uma representagdo da férmula (—(p V (—q))), mas —p V —q ndo
representa esta férmula.

(3) A férmula ((pA\q)Vr) pode ser representada por (p/Aq)Vr, mas ndo pode ser representada
porpAqgVr.



1.3 Semantica

A sintaxe do Célculo Proposicional ndo nos permite atribuir qualquer significado as férmulas.
Uma férmula, por si sé, ndo tem qualquer significado - este depende da interpretacdo associada
aos simbolos.

Exemplo 1.6. A férmula p — q pode representar qualquer uma das afirmacdes seguintes
‘Se2x7=14, entiol +2x7=15."
“Se2xT7=14, entdol +2x7=16."

sendo a primeira sentenca uma afirmagdo verdadeira e a segunda uma afirmacdo falsa.

A semiantica do Cidlculo Proposicional consiste na atribuicdo de valores de verdade as
férmulas. Em légica classica sdo considerados dois valores de verdade.

Definicdo 1.2. Os valores de verdade (ou valores légicos) do Calculo Proposicional sdo
verdadeiro (V ou 1) e falso (F ou 0).

Em ldgica interessa considerar frases declarativas sobre as quais se possa decidir sobre o
seu valor légico.

Definicao 1.3. Designa-se por proposicao uma frase declarativa sobre a qual é possivel dizer
objetivamente se é verdadeira ou falsa (ainda que possamos ndo ser capazes de, no momento
atual, determinar o seu valor Iogico).

No Célculo Proposicional s3o adotados os dois principios seguintes:

Principio da nao contradicao
Uma proposicdo ndo pode ser simultaneamente verdadeira e falsa.

Principio do terceiro excluido
Uma proposicdo ou é verdadeira ou é falsa.

Dos dois principios anteriores resulta que toda a proposicao tem um, e um sé, dos valores
l6gicos “verdadeiro” ou “falso”. Por este motivo, o Calculo Proposicional diz-se uma légica
bivalente.

Exemplo 1.7. Consideremos as frases seguintes:
(1) Lisboa € a capital de Portugal.
(2) Que horas sdo?

(3) 2+3=6.



(4) Toma uma chavena de café.

(5) 2+4x=7.

(6) Esta frase € falsa.

(7) Todo o niimero maior ou igual a 4 pode ser escrito como a soma de dois niimeros primos.
(8) 2 é um nidmero par e todo o nimero primo € impar.

As frases (1), (3), (7) e (8) sdo proposicdes. A afirmagdo (1) € verdadeira e as afirmagdes (3)
e (8) sdo falsas. A afirmagdo (7), conhecida por Conjetura de Goldbach, é uma proposicao,
pois, embora até ao momento ndo exista uma prova da sua veracidade ou da sua falsidade,
serd possivel associar-lhe um e um sé dos dois valores Iégicos.

As frases (2), (4), (5) e (6) ndo sdo proposicées. As frases (2) e (4) ndo sio frases declarativas
e, portanto, ndo € possivel associar-lhes um dos valores Iégicos. A frase (5) ndo é nem
verdadeira nem falsa, uma vez que o valor de x € desconhecido. No caso da frase (6) ndo se
consegue decidir se esta é verdadeira ou falsa (a atribuicdo do valor verdadeiro ou do valor falso
a esta afirmagdo conduz a uma contradicdo - a uma afirmagdo deste tipo damos a designacdo
de paradoxo).

Uma proposicio diz-se uma proposicao simples se se trata de uma frase declarativa
simples e diz-se uma proposicao composta caso seja uma frase declarativa composta.

A decisdo sobre o valor légico de uma frase simples pode depender do contexto em que esta
é considerada. Por exemplo, a afirmacdo “Este livro tem capa vermelha.” pode ser verdadeira
ou falsa, dependendo do livro em causa. A veracidade de uma frase composta pode também
depender do contexto em que se insere, mas para avaliar se esta é verdadeira basta saber o que
acontece com as frases simples que a compdem. A afirmac3o "Este livro estd escrito numa
lingua estrangeira e tem uma capa vermelha.” é verdadeira para alguns livros e falsa para outros,
mas sera verdadeira sempre que as afirmacgdes simples que a compdem sejam verdadeiras. No
Célculo Proposicional ndo se pretende estudar o processo de determinar se uma proposicao
simples é ou n3o verdadeira, mas sim estabelecer regras que permitam determinar a veracidade
das proposi¢cdes compostas a partir da veracidade ou falsidade das proposi¢cdes que a compdem
e do significado dos conetivos que ligam estas mesmas proposi¢oes.

Estudamos de seguida o significado associado a cada um dos conetivos proposicionais re-
feridos anteriormente. Esse mesmo significado pode ser expresso de forma clara através de
tabelas designadas por tabelas de verdade. Uma tabela de verdade indica se uma proposi¢cao
composta é verdadeira ou falsa para cada uma das combina¢des dos valores légicos das pro-
posicdes que a formam.

Dada uma proposicdo arbitraria ¢, a sua negacdo tem um valor légico contrario ao de .
A relacao entre o valor légico de ¢ e o valor légico de —p pode ser representado através da
seguinte tabela de verdade:



Exemplo 1.8.

(1) A proposicio “Todo o nimero primo é impar.” € falsa. A sua negagdo, “Nem todo o
ndmero primo é impar.”, € verdadeira (basta considerar o nimero primo 2).

(2) A proposicio “24 € divisivel por 8.” € verdadeira. A sua negacdo, “24 ndo é divisivel
por 8.” € falsa, uma vez que 24 = 8 x 3.

Dadas duas proposicdes ¢ e 1, a conjuncdo de @ e 1) é verdadeira somente se ambas as
proposicoes que a compdem s3o verdadeiras. A tabela de verdade associada ao conetivo A é
a seguinte:

ol oY
101 1
10| O
0|1] o0
0|0| O

Exemplo 1.9.

(1) A proposicdo “100 € divisivel por 4 e 5 é um niimero primo.” € verdadeira, pois ambas
as proposicdes que compdem esta conjuncdo sdo verdadeiras.

(2) A afirmagdo “100 € divisivel por 4 e 5 é um nimero par.” é falsa, pois a proposicdo “5
é um ndmero par.” € falsa.

Dadas duas proposicoes ¢ e v, a disjuncdo de ¢ e 1 é verdadeira se pelo menos uma
das proposicoes que a compdem é verdadeira. O significado do conetivo V é dado pela tabela
seguinte:

oY eV
101 1
1]0] 1
01| 1
0|0| O

Exemplo 1.10.

(1) A proposicdo “100 no € divisivel por 4 ou 5 ndo é um ndmero primo.” € falsa, pois
ambas as proposicoes que a compdem sdo falsas.



(2) A proposicdo “100 € divisivel por 4 ou 5 é um nimero par.” € verdadeira, pois uma das
proposicoes desta disjuncio € verdadeira.

Dadas duas proposicoes ¢ e 1, pode-se considerar a proposicdo que é a implicacdo de
©, ¥, a qual é representada por ¢ — 1. Intuitivamente, esta proposicdo é verdadeira se
é verdadeira sempre que ¢ é verdadeira. O significado do conetivo — é dado pela tabela

seguinte

oY=t
1)1 1
10 0
0|1 1
00 1

As duas primeiras linhas desta tabela de verdade vdo ao encontro do que é intuitivamente
esperado: se  é verdadeira e v é verdadeira, entdo ¢ — v é verdadeira; se ¢ é verdadeira e
1 é falsa, entdo o — 1) é falsa. As duas dltimas linhas da tabela, que estabelecem que ¢ — ¥
é verdadeira sempre que ¢ é falsa (independentemente do valor I6gico de 1)) n3o sdo tdo
intuitivamente dbvias; estas duas dltimas linhas sdo, no entanto, coerentes com o significado
que se pretende para a implicagdo ¢ — 1, uma vez que apenas se pretende evitar que ¢ seja
falsa quando p é verdadeira.

Exemplo 1.11. Consideremos a seguinte afirmagcdo “Se hoje chover, o Manuel fica em casa a
ver um filme.” Esta afirmacdo tem a forma p — ¢, onde p e q representam, respetivamente,
as afirmacées “Hoje chove.” e “O Manuel fica em casa a ver um filme.”. Note-se que a
afirmagdo representada por p — q ndo afirma que hoje chove nem que o Manuel fica em casa
a ver um filme. A afirmagdo apenas informa o que acontecerd hoje caso chova, mas ndo dd
qualquer informacdo caso ndo chova. Caso ndo chova o Manuel poderd ver um filme ou nio,
0 que continua a ser consistente com a afirmagao inicial.

Exemplo 1.12. Das proposicbes a seguir consideradas
(1) “Sel>3, entiol >2." (3) “Se3 > 2, entio3 >4."
(2) “Sel>3, entdio3 >2." (4) "Se3>2, entdio3 >1."

a primeira e a segunda proposicGes sdo verdadeiras, a terceira proposicado € falsa e a tltima é
verdadeira.

Dadas duas proposicoes ¢ e 1, a proposicao ¢ < 1) € verdadeira se ambas as proposicoes
tiverem o mesmo valor l6gico. O significado do conetivo <> é dado pela tabela seguinte



Y

O O ~ |8
o R O R~ | &

H
1
0
0
1

Exemplo 1.13. Consideremos a afirmacdo “O Jodo vai ao cinema se e sé se o Manuel for.”.
Esta afirmacao pode ser representada por p <+ q onde p e q representam, respetivamente, as
afirmacées “O Jodo vai ao cinema” e o “O Manuel vai ao cinema”. Da afirmacdo representada
por p <+ q ndo se pode concluir que o Jodo vai ao cinema nem que o Manuel vai; de facto,
apenas € possivel concluir que o Jodo e o Manuel vio ambos ao cinema ou nenhum dos dois
vai.

Exemplo 1.14. Das proposicées a seguir consideradas
(1) 1+1=2seesése2+4=6."
(2) 1+1=3seesése2+4=17."
(3) “1 >3 € equivalente a3 >1."

as duas primeiras sio verdadeiras e a terceira € falsa.

Agora que estdo definidos os significados dos diversos conetivos, podemos determinar o
valor légico de férmulas mais complexas. Conhecidos os valores Iégicos das varidveis proposi-
cionais que ocorrem numa férmula, esta tem associado um e um sé valor légico. Na andlise de
qual serd o valor légico de uma férmula, relacionando-o com os valores |6gicos das varidveis
que nela ocorrem, é (til o recurso a tabelas de verdade.

Exemplo 1.15. Pretendemos determinar o valor Iégico de —pV (q A p) em funcdo dos valores
Iégicos das varidveis proposicionais p e q. A formula —pV (¢ Ap) tem 2 varidveis proposicionais
(p e q), pelo que na construcdo da tabela de verdade desta férmula temos de considerar
todas as combinagbes possiveis dos seus valores logicos. Cada varidvel pode assumir um dos
dois valores Iégicos, pelo que existem 2° combinacées possiveis. Por conseguinte, a tabela de
verdade de —pV (q A p) tem 22 linhas. Para cada uma das combinacées dos valores Iégicos de
p e q determina-se o valor I6gico de —p e de q A p, para depois determinar o valor I6gico de

-V (q A p).

pla|-p|aAp|-pV(gAp)
1(1]0] 1 1
1lolo| o 0
o[{1] 1] o 1
0jo| 1] 0 1




Exemplo 1.16. Estudemos, agora, o valor Iégico de (—pV q) — r em fungdo dos valores Iogicos
das varidveis proposicionais p, q e r. A formula (—p V q) — r tem 3 varidveis proposicionais
(p, q e r), pelo que a tabela de verdade desta formula tem 23 linhas. Para cada uma das
combinagbes dos valores Iégicos de p, q e r determina-se o valor Iégico de (—p) e de (—pV q)
e, por tltimo, o valor légico de ((—p V q) — r).

pVq|(-pVq) —r

J
3

O O O O ~r K~ I
O O = H O O = =K
O B O kB O = O ==
= = = = O O O O
L i = R = N TS =

O =B O = = = O

Se ¢ é uma férmula com n varidveis proposicionais, existem 2™ combinac¢des possiveis para
os valores légicos das varidveis que ocorrem em . Logo, a tabela de ¢ tem 2" linhas.

Existem férmulas que assumem sempre o valor légico verdadeiro qualquer que seja a com-
binacdo dos valores légicos das varidveis que nelas ocorrem. Quando tal acontece diz-se que
a férmula é uma tautologia. A negacdo de uma tautologia € uma férmula que assume sempre
o valor légico falso; a estas férmulas da-se a designacdo de contradigdes.

Definicao 1.4. Dada uma férmula ¢ do Cdlculo Proposicional, diz-se que:

- € uma tautologia se ¢ assume sempre o valor I6gico verdadeiro, independentemente
dos valores Iogicos das varidveis proposicionais que a compdem.

- ¢ € uma contradigao se p sempre o valor logico falso, independentemente dos valores
Iégicos das varidveis proposicionais que a compdem.

Exemplo 1.17.

(1) As férmulas p \V (—p) e p — p sdo tautologias.

p|-p|pV(-p) plp—=0p
1/ 0 1 1] 1
0l 1 1 0ol 1

(2) As formulas p A\ —p e p <> (—p) sdo contradicées.

10



pl-p|pA—D p|-p|p<(—p)

No exemplo anterior, verifica-se que as férmulas p A —p e p <> (—p) tém tabelas de verdade
iguais e é simples verificar que a férmula (p A —p) < (p > (—p)) é uma tautologia. De um
modo geral, se ¢ e ¢ s3o férmulas do Calculo Proposicional que assumem o mesmo valor
[6gico para qualquer uma das combinagdes de valores Iégicos que sejam atribuidos as varidveis
porposicionais que as compdem, entdo a férmula ¢ <+ ¢ é uma tautologia. Neste caso, diz-se
que @ e 1 sao logicamente equivalentes.

Definicao 1.5. Sejam ¢ e v duas férmulas proposicionais. Diz-se que ¢ e ) sdo logica-
mente equivalentes quando a férmula proposicional p <+ 1 é uma tautologia. Neste caso,
escrevemos o < .

Listam-se de seguida algumas das equivaléncias légicas mais conhecidas e frequentemente
utilizadas em provas matemadticas.

Proposicdo 1.6. Dadas férmulas proposicionais o, 1 e o, sdo validas as seguintes equivaléncias
Iégicas:

1. (associatividade)
((pVi)vo)=(pV(PVa)) ((pAP)Na) = (P AW Aa));

2. (comutatividade)

(pVy) e (VVo); (e AY) & (VAp);

W

. (idempoténcia)

(V)& (P Np) & @

N

. (elemento neutro)
(pv@A-v)ee  (PARVY) e

S

. (elemento absorvente)

(pV@V—Y) e (V) (e A (A=) = (P A —p);

()}

. (leis de De Morgan)
“(pVi) s (e A=) A(eAY) S (e V)

~

. (distributividade)
((pAD) Vo) = ((pVa)A(yVa)) ((pV)no) = ((pAho) V(P Aa));



8. (dupla negacio)

9. (pe)e (¢ =)A= )

10. (p—=9) & (-e V).

Demonstracdo. Mostremos que as férmulas ¢ — ¥ e = V 9 sdo logicamente equivalentes.
Construindo a tabela de verdade de (¢ — ¥) <> (—¢ V )

el o= | eV (=) (mp V)
0lo] 1 1 1
ol1]| 1 1 1
10| o0 0 1
11| 1 1 1

concluimos que esta férmula é uma tautologia e, portanto, as férmulas ¢ — ¥ e = V 1) sdo
logicamente equivalentes. U

Exemplo 1.18. Usando uma sequéncia de equivaléncias logicas, prova-se que a férmula
—(p — q) V —p € logicamente equivalente a —(q A p). De facto,

“(p—=>q¢V-p & ~(-pVgV-p (Vowerer (9 = ¥) & (mp V1))
< (=(-p)A—=q)V-p  (lei de De Morgan)
< (pA—q)V-p (dupla negacdo)
< (pV-p)A(—qV —p) (distributividade)
& g Vop (elemento neutro )
< —(g¢ADp) (lei de De Morgan).

Alternativamente, pode-se provar que as férmulas —(p — q) V —p e =(q V p) sdo logicamente
equivalentes, mostrando que a férmula (—(p — q) V —p) <> (=(q A p)) € uma tautologia.

Dadas férmulas ¢ e 1), estas férmulas sdo logicamente equivalentes se e sé se ¢ <> 1) é
uma tautologia. Por seu turno, a férmula ¢ <> 1) é uma tautologiaseesése p = Y e ) = @
sdo tautologias. Assim sendo, duas férmulas sdo logicamente equivalentes se cada uma das
férmulas é uma consequéncia légica da outra.

Definicao 1.7. Sejam ¢ e i férmulas proposicionais. Diz-se que v é uma consequéncia
légica de ¢ ou que  implica logicamente 1), e escreve-se p = 1), se a férmula proposicional
© — 1 é uma tautologia.

Apresentam-se seguidamente alguns exemplos de implicagles légicas frequentemente uti-
lizadas em provas matematicas.



Proposicao 1.8. Sejam ¢, v, o férmulas proposicionais. Ent3o:

1. ((¢ = ¥) A @) = ¢ (Modus Ponens).
2. ((¢ = ¥) A1) = —p (Modus Tolens).
3. (p ANY) = ¢ (Simplificagdo).
4. (¢ A1) = o (Simplificaco).
5 ¢ = (¢ V1) (Adicio).
6. v = (p V) (Adigdo).
7. ((¢ V) A=) = ¢ (Modus Tollendo Ponens).
8. ((¢ V) A=p) =1 (Modus Tollendo Ponens).
9. (p <> ) = (¢ — ) (Bicondicional-Condicional).

10. (¢ <> ¢) = (¥ — ¢) (Bicondicional-Condicional).

11. ((¢ = V) A (¥ = ¥)) = (¢ <> ) (Condicional-Bicondicional).

Demonstracdo. Apresentamos a prova da implicagdo légica indicada em 1., ficando a prova
das restantes implicacdes ao cuidado do leitor.

Para provar que ((¢ — ©) A ¢) = 1) basta mostrar que a férmula ((¢ — ) A p) — 1 é uma
tautologia, o que pode ser feito através da construcdo da tabela de verdade desta férmula

plY|e—=Y | (p2)Np | (p—= )N =9
111] 1 1 1
1/0] o 0 1
01| 1 0 1
ojo| 1 0 1

Uma implicacdo légica nem sempre é reversivel. Por exemplo, dadas varidveis proposicionais
p e q, sabe-se que (p A q¢) = p, mas é simples verificar que p n3o implica logicamente p A q.
De facto, o valor légico de p — (p A g) nem sempre é verdadeiro: se representarmos por p a
proposicdo “2 é um ndmero natural par'e por ¢ a proposicdo “2 é maior do 4", a proposicao
“Se 2 é um nimero natural par, entdo 2 é um numero natural par e é maior do que 4" ¢
representada por p — (p A q) e o seu valor légico é falso.



1.4 Calculo de Predicados

Na seccdo anterior referimos que frases tais como “x é um inteiro impar’ e “x+2=y"
ndo s3o proposicdes, uma vez que o seu valor Iégico pode ser o de verdade ou o de falsidade,
dependendo dos valores de x e y. No entanto, é frequente encontrarmos, no estudo de qualquer
teoria matematica, frases que fazem referéncia a objectos genéricos representados por letras.
Frases como estas s3o objeto de estudo de um ramo da ldgica designado por Célculo de
Predicados. Nesta unidade curricular, ndo temos por objetivo aprofundar o estudo de Célculo
de Predicados, mas apenas estudar algumas no¢oes elementares que permitam a familiariza¢do
com o simbolismo, o significado, o uso e a negagdo de frases quantificadas.

Nas frases que envolvem letras, designadas por variaveis, que fazem referéncia a objetos
genéricos, estd implicito um dominio de discurso designado por universo ou dominio de
variacao das variaveis.

Exemplo 1.19. Na frase “x € um inteiro impar” a varidvel x refere-se a um inteiro, pelo que
o universo de x € o conjunto 7.

A frase "z é um inteiro impar’ n3o é uma proposi¢cdo. No entanto, se substituirmos x por
valores do seu universo, obtemos frases as quais ja é possivel associar um valor de verdade.
Por exemplo, “2 é um inteiro impar” e “3 é um inteiro impar” sdo proposicdes com o valor

[6gico falso e verdadeiro, respetivamente.

Definicao 1.9. Um predicado nas variaveis z1,...,z,, n € N, é uma frase declarativa que
T ) )
faz referéncia as varidveis x1, . . ., T,, cujo valor Iégico depende da substituicdo destas varidveis
7 b
por valores do seu dominio de variacdo e que se torna numa proposicdo sempre que estas sao
substituidas por valores do universo.

Um predicado nas varidveis 1, ..., z, sera representado por uma letra mindscula p, g, 7, ...
(possivelmente com indices) seguida das varidveis que ocorrem no predicado (as quais s&o
colocadas entre paréntesis e separadas por virgulas).

Exemplo 1.20. Os predicados “x é um inteiro impar” e “x é maior do que y” podem ser
representados, respetivamente, por p(x) e por q(x,y).

Os predicados podem ser combinados, por meio de conetivos légicos, de forma a obter
novos predicados.

Se p(z1,...,x,) e q(z1,...,x,) sdo predicados nas varidveis x1,. .., ,, entdo
(—p(z1,...,2n)), (p(z1,...,20) ANg(z1,. .. 20)),
(p(x1,... xn) Va(z, ... 20)),  (p(x1,...,2n) = q(x1,...,2p))
e (p(z1,...,2n) < q(z1,...,20))

sdo também predicados nas varidveis 1,...,Ty,.



Exemplo 1.21. O predicado “x € um inteiro impar e x é maior do que y” pode ser representado
por p(x) A q(x,y).

Dado um predicado p(z1, ..., x,) e elementos aq, . . ., a, tais que, paracadai € {1,...,n},
a; é um valor do dominio de variagdo de z;, representamos por p(ai,...,a,) a proposi¢do re-
sultante da substituicdo das varidveis de p por esses valores concretos.

Exemplo 1.22. Considerando os predicados do exemplo anterior, p(5) representa a proposicdo
“5 € um inteiro impar” e q(5,3) representa a proposicdo ‘5 é maior do que 3".

A substituicdo das varidveis de um predicado por valores concretos do seu universo ndo é
a tnica forma de o converter numa proposicdo. Tal também pode ser conseguido através do
uso de quantificadores.

Exemplo 1.23. A partir do predicado 2+x=3 podemos construir frases tais como
(i) Para todo o inteiro x, 2+x=3.
(ii) Existe um inteiro x tal que 2 + x = 3.

Estas frases sdo proposicdes, uma vez que € possivel associar-lhes um valor logico.

Definicao 1.10. Sejamn € Nei € {1,...,n}. Se p(x1,...,2i,...,T,) € um predicado nas
varidveis x1,...,%;i,..., Ty, frases tais como

“Para todo x;, p(x1,...,%iy ..., Tpn).”,
“Qualquer que seja x;, p(x1,..., x4 ...,x,).",
“Para cada z;, p(x1,..., %5y ...,2n).",
sdo designadas de quantificacdo universal e sdo representadas por Vo, p(x1,...,%i, ..., &p).

Ao simbolo V chamamos quantificador universal e é usual associar-lhe uma das seguintes
leituras “todo”, “para todo”, “qualquer que seja” ou “para cada”.

No caso em que p(z) é um predicado na varidvel x, a frase representada por V,. p(z) é uma
proposi¢cdo. A proposicdo V, p(z) é verdadeira se a proposicdo p(a) for verdadeira para todo o
elemento a do dominio de variagdo de x, também designado por universo de quantificacao
de z. Caso exista um elemento a do universo de variagdo de x para o qual a proposi¢do p(a)
seja falsa, a proposi¢do V, p(x) é falsa.

Exemplo 1.24. Se q(x) representar o predicado (x + 1)?> = 22 + 2z + 1 e se o universo de
quantificacdo de x for o conjunto dos reais, a proposicido ., q(x) € verdadeira, uma vez que a
proposicdo q(a) € verdadeira para qualquer real a.

Se p(x) representar o predicado “Se x é um nimero primo, entdo x € um nidmero impar.” e
se o universo de quantificacdo de x for o conjunto dos nimeros naturais, a proposicdo ¥, p(x)
é falsa, uma vez que 2 € N e p(2) € falsa.



Definicdo 1.11. Sejamn € Nei € {1,...,n}. Sep(z1,...,2,...,x,) € um predicado nas
varidveis x1,...,%;i,..., Ty, frases tais como

“Existe x; tal que p(z1,...,Ti,...,xy)",
“Para algum x;, p(z1,...,Tiy ..., xy)"
sdo designadas de quantificacao existencial e sdo representadas por 3, p(z1,...,%i, ..., Tn).

Ao simbolo 3 da-se a designagdo de quantificador existencial e é usual associar-lhe uma
das seguintes leituras: “existe” ou “para algum”.

Se p(x) representa um predicado na varidvel z, a frase representada por 3, p(x) é uma
proposi¢cdo. A proposicdo 3, p(x) é verdadeira se a proposicdo p(a) for verdadeira para algum
elemento a do universo de quantificacdo. Caso n3o exista qualquer elemento a do universo de
quantificagdo de x para o qual a proposicdo p(a) seja verdadeira, a proposi¢do 3, p(x) é falsa.

Exemplo 1.25. Se p(x) representar o predicado 2+ x = 3 e se o universo de quantificacdo de
x for o conjunto dos nimeros naturais, entdo a proposicio 3, p(x) € verdadeira, pois 1 € um
natural e p(1) € verdade.

Se q(x) representar o predicado x> 41 = 0 e se o universo de quantificacio de x for o conjunto
dos nimeros reais, a proposicdo 3, q(x) € falsa, uma vez que a equagdo 22 +1 =0 ndo tem
solugées em R.

Se o universo de uma determinada quantificacdo for um certo conjunto U, podemos es-
crever e p(x) e Viey p(x) em vez de 3, p(z) e V. p(z), respetivamente.

Exemplo 1.26. A frase “Existe um natural x tal que 2 + x = 3" pode ser representada por
El:L'GN 2 +x = 3.

Se representarmos por p(z) o predicado 2+ x = 3, entdo o nimero natural 1 € o dnico natural
u tal p(u) € verdade.

A existéncia e unicidade de um dnico objeto que satisfaca um predicado p(z) pode ser
representada pela expressio 3L p(z), a qual é usual associar uma das seguintes leituras “Existe
um e um sé x tal que p(z)" ou “Existe um dnico x tal que p(x)".

Exemplo 1.27. A proposicdo Hglcez x + 3 = 2 € verdadeira, mas a proposicdo Hglcez x>1é
falsa (tanto 2 como 3 satisfazem o predicado x > 1).

Os quantificadores universal e existencial podem ser combinados para quantificar uma
mesma condic3do.

Exemplo 1.28. Considerando que p(x,y) representa o predicado (x +y)? = x° + 2xy +4° e
q(x,y) representa o predicado x >y, entdo as frases
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“Para quaisquer dois niimeros reais x e y, (x 4+ y)? = 22 + 2xy + y2.”
“Para todo o inteiro y, existe um inteiro x maior do que y."”

podem ser representadas, respetivamente, por Vycr Vycr p(2,y) € Vyez Ixez ¢(z,y).

Quando temos um predicado em duas ou mais variaveis, o valor l6gico da proposicio obtida
pela quantificacdo de todas as varidveis pode depender da ordem dessas quantificacdes.

Exemplo 1.29. Consideremos o predicado x > y.
(i) A proposicdo Vycz 3ycz y > x € verdadeira.

(ii) A proposicdo 3ycz Voez y > € falsa.

Quando as quantificacdes de todas as varidveis s3o feitas com o mesmo quantificador, a
ordem das quantificagcdes ndo afeta o valor légico da proposicdo e, por isso, é possivel simplificar
a escrita, usando apenas um quantificador.

Exemplo 1.30. A proposicdo 3,c7 3ycz © > y pode ser escrita como 3, yez, © > y.
A proposicdo V ez Vyez x* > y pode ser escrita como V. yez, © > y.

Se a proposicdo 3, p(x) é falsa, entdo n3o existe qualquer valor a do dominio de quanti-
ficacdo de x para o qual p(a) seja verdadeira. Ou seja, p(a) é falsa para todo o elemento a
do dominio de quantificacdo de z. Assim, podemos afirmar que —p(a) é verdadeira para todo
o elemento a do dominio de quantificagdo de x, isto é, a proposi¢do V, (—p(x)) é verdadeira.
Logo (3, p(x)) é logicamente equivalente a V, (—p(z)).

Se V., p(x) é uma proposicdo falsa, tal significa que existe um valor a do dominio de
quantificagdo de x tal que p(a) € falsa, o que equivale a afirmar que a proposi¢cdo 3, (—p(z))
é verdadeira. Assim, =(V, p(x)) é logicamente equivalente a 3, (—p(z)).

Exemplo 1.31. Consideremos a proposicio “Existe um inteiro x tal que para qualquer outro
inteiro y, x +y = x”. Usando linguagem simbdlica, podemos reescrever a afirmacdo anterior
como

erzvyez r+y=ux.

7

A negagdo da proposicdo é “Para todo o inteiro x, existe um inteiro y tal que x +y # z”.
Podemos, assim, reescrever a negacdo da proposicao inicial como

VeezIyez ¢ +y # .



1.5 Alguns métodos de prova
A prova (demonstragdo) de uma proposicdo matemadtica consiste na verificagdo da veraci-
dade da proposicao.

A maioria das proposicdes matemdticas sdo enunciadas sob a forma de uma cole¢do de
afirmacgles designadas por hipéteses e por uma afirmacdo designada por conclusdo. A estas
colecdes de afirmagdes é usual dar a designacdo de argumento.

Definicao 1.12. Um argumento consiste numa lista de proposicées (11, ..., ¢Un, ), n > 1,
sendo as proposicées 1, ..., designadas de premissas (ou hipéteses) e a proposicio ¢
designada por conclusdo. Um argumento (11, ...,y p) pode ser representado por

U1

Un
L

Um argumento pode ser vélido ou invalido.

Definicdo 1.13. Sejam 1, ..., ¥y, ¢ proposicées. Um argumento (i1,...,%y, ) diz-se
valido se a conclusdo  é verdadeira sempre que as premissas 1, ..., ¥, sdo0 simultaneamente
verdadeiras.

Considerando a definigdo anterior, um argumento é valido se é impossivel que as premissas
sejam verdadeiras e a conclus3o seja falsa. Por outras palavras, um argumento (1, ..., %, @)
é vélido se (11 A ... A1y,) — ¢ é uma tautologia.

Exemplo 1.32. Se ¢ e ¢ sdo proposicdes, o argumento representado por
Y=
_v
L

€ vdlido. De facto, pela tabela de verdade seguinte

Premissa 1l Premissa 2 Conclusdo

Yoo Yo (U ©
1 1 1 1

10 0 1 0
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1

verifica-se que sempre que as premissas ¥ — e 1 sdo simultaneamente verdadeiras, a
conclusdo ¢ também € verdadeira.



Um argumento é invalido se é possivel que as premissas sejam todas verdadeiras e a
conclus3o seja falsa.

Exemplo 1.33. Se ¢ e 1) sdo proposicGes, o argumento representado por

YV
v
o

€ um argumento invdlido. Considerando a tabela de verdade seguinte

Premissa 1l Premissa 2 Conclusdo

Y e YV (0 ©
1 1 1 1

1 0 1 1 0
0 1 1 0 1
0 0 0 0 0

observa-se que é possivel ter simultaneamente o valor légico verdadeiro para as premissas
1 — @ e 1) e o valor Iégico falso para a conclusdo ¢ (linha 2 da tabela).

Exemplo 1.34. O argumento

O Carlos vai ao cinema, mas o Manuel n3o.
Se o Carlos vai ao cinema, o Jodo também vai.
O Manuel ndo vai ao cinema, mas o Jodo ou o Carlos vao.

Entdo o Carlos ndo vai ao cinema.

€ invdlido. De facto, se considerarmos que as varidveis proposicionais p, q e r representam as
frases

p: O Carlos vai ao cinema.
q: O Jodo vai ao cinema.
r: O Manuel vai ao cinema.
o argumento anterior pode ser representado por
pA (=)
p—q

(=) A (pVa)
o
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e da tabela de verdade seguinte

p g1 pAN(Er) p—=q (-r)A(pVqe) -
111 0 1 0 0
110 1 1 1 0
1 01 0 0 0 0
100 1 0 1 0
011 0 1 0 1
010 0 1 1 1
001 0 1 0 1
000 0 1 0 1

concluimos que o argumento € invalido, uma vez que € possivel ter simultameamente as premis-
sas verdadeiras e a conclusdo falsa; tal acontece quando se atribui as varidveis proposicionais
p, q er os valores logicos 1, 1 e 0, respetivamente (linha 2 da tabela de verdade).

O enunciado de uma proposicdo pode n3o estar estebelecido sob a forma de uma im-
plicacdo, mas toda a proposicdo pode ser reescrita desta forma. Assim, a prova da veracidade
de uma proposicdo pode ser realizada mostrando a validade de um argumento. Como vimos
anteriormente, a prova de um argumento pode ser realizada recorrendo a tabelas de verdade,
porém, na maioria dos casos, este n3o é o processo mais eficiente. Por exemplo, se o ar-
gumento a provar envolver 4 proposicoes simples, a tabela de verdade que sera utilizada na
prova do argumento necessitard de 16 linhas. Quanto mais complexo for o argumento, mais
linhas terd a tabela de verdade. Em geral, para realizar a prova de um argumento, divide-se
o argumento em implicacdes mais simples e prova-se cada uma delas individualmente. Se
algumas das implica¢des j& forem conhecidas (como, por exemplo, as implicagBes ldgicas re-
feridas anteriormente), essas implicages sdo usadas como blocos de construgdo para a prova

de implicagGes mais complexas.

Seguidamente apresentam-se alguns métodos de prova utilizados na prova de proposicdes
e que sdo justificados por algumas das implica¢des légicas ja mencionadas.

Embora n3o exista um tnico procedimento que se possa aplicar na prova de todas as
proposicoes, o tipo de afirmacdes a provar pode dar alguma informac3o na estratégia a adotar
na construcao da prova.

A prova de uma proposicao pode ser direta ou indireta. Numa prova direta de uma
proposicdo procura-se estabelecer a veracidade da mesma a partir de axiomas ou factos co-
nhecidos e sem assumir pressupostos adicionais. Porém, em certos casos a prova direta n3o
é simples e pode mesmo ndo ser possivel. Nestas situacdes pode-se optar por um método de
prova indireta. Por exemplo, pode-se provar a veracidade de uma proposicao mostrando que
esta ndo pode ser falsa.



Prova direta de uma conjuncao
Na prova direta de p A ¢, procura-se uma prova de p e uma prova de gq.

Note-se que se p e ¢ sdo proposicoes, a proposicao p A g é verdadeira se e s6 se p e g sdo
verdadeiras.

O exemplo seguinte ilustra a prova direta de uma conjunc¢3o.

Exemplo 1.35. Proposicdo: O quadrado de um nimero natural impar é um ndmero impar e
tem resto 1 na divisdo inteira por 4.

Demonstracdo: Dado um interio n, diz-se que n € impar se n = 2k + 1, para algum inteiro k.
Assim, se n € um ndmero natural impar, tem-se n = 2k + 1, para algum inteiro k > 0. Logo

n? = 2(2k* + 2k) + 1,

onde 2k? + 2k é um inteiro ndo negativo, e, portanto, n®> é um natural impar. Claramente, n?
tem resto 1 na divisdo inteira por 4, pois n? = 4(/’<:2 +k)+1, k2+k é um inteiroe 0 < 1 < 4.
O

Prova direta de uma disjuncao
Na prova direta de p V g basta fazer prova de uma das proposicdes p ou gq.

A prova de uma disjuncdo estd relacionada com a determinagao do valor légico de uma
proposicdo do tipo p V g a partir do valor légico das proposices p e ¢. Uma vez que pV g é
verdadeira se e s6 se pelo menos uma das proposicoes p ou g é verdadeira, para provar que
p V q é verdadeira é suficiente mostrar que p (ou ¢) é verdadeira.

Exemplo 1.36. Proposicdo: A soma de dois niimeros naturais impares € um niimero par ou é
um ndmero impar.

Demonstracdo: Dado um interio n, diz-se que n é impar se n = 2k + 1, para algum inteiro
k, e diz-se que n € par se n = 2k para algum inteiro k. Sendo n e m dois nimeros naturais
impares, tem-se, entdo, n =25+ 1 e m = 2k + 1, para alguns j, k € Ng. Assim,

ntm=(2j+1)+ 2k +1) =20 + k+1),

onde j + k + 1 € um inteiro ndo negativo, e, portanto, n + m € um numero par. Provou-se
que a soma de quaisquer dois nimeros naturais impares é um nidmero par, pelo que que a
proposicao inicial é verdadeira. [1

Prova direta de uma implicacao
Para demonstrar diretamente uma afirmacdo do tipo p — ¢, encontra-se uma prova de ¢,
assumindo a veracidade de p.

Se p e q sdo proposi¢des, a proposicdo p — ¢ é verdadeira se e sé se p é falsa ou p e ¢ sdo
ambas verdadeiras. Assim, para provar que p — ¢ é verdadeira, basta mostrar mostrar que
sempre que p é verdadeira, a proposicao g é também verdadeira.



Exemplo 1.37. Proposicio: Se a e b sdo reais tais que 0 < a < b, entdo a® < b2.

Demonstracdo: Sejam a,b nimeros reais tais que 0 < a < b. Entdo, como 0 < a e 0 < b,
vem que a® < ab e ab < b%. Por conseguinte, a® < b. [J

Em certos casos, a proposi¢do a provar é logicamente a uma implicagcdo da forma

(pVaq)—r.

Considerando que a implicagdo anterior é logicamente equivalente a
(p—=r)A(g—r),

entdo a prova de (p V ¢) — r passa por mostrar cada uma das implicagbes p — r e ¢ — 7.

Prova por casos
A prova de uma afirmagao do tipo (pV ¢) — r consiste em procurar uma prova para cada uma
das implicacdes p — r e ¢ — 7. A uma prova deste tipo di-se o0 nome de prova por casos.

Exemplo 1.38. Proposicdo: Se a e b sdo reais tais que 0 < a < b, entdo a® < b°.

Demonstracdo: Sejam a e b sdo reais tais que 0 < a < b. Uma vez que 0 < a, a prova é feita
considerando dois casos: 0 < a e a = 0.

(i) Se0 < a, entdo 0 < a < b, donde a® < ab e ab < b? e, portanto, a® < b°.

(i) Se a = 0, entdo 0 < b. Logo, como a < b, tem-se ab < b?>. Assim, e uma vez que
ab =0 = a?, segue que a® < b?.

De (i) e (ii) resulta que se a,b sdo reais tais que 0 < a < b, entdo a® < b°. O

Atendendo a equivaléncia légica (p <> ¢) < ((p — q¢)A(¢ — p)), a prova de uma afirmagdo
do tipo p <> q passa pela prova de duas implicagdes.

Prova direta de uma equivaléncia
Na prova direta de p <> ¢ procura-se uma prova de p — ¢ e uma prova de g — p.

Exemplo 1.39. Sejam n um inteiro. Entdo 6 divide n se e sé se 2 divide n e 3 divide n.

Demonstracdo: Dados inteiros a e b, diz-se que a divide b, e escreve-se a|b, se existe um
inteiro k tal que b = ak.

=) Admitamos que 6|n. Entdo existe um inteiro p tal que n = 6p. Por conseguinte,
n = 3(2p), onde 2p é um inteiro; logo 3|n. De modo andlogo, tem-se 6 = 2(3p), onde 3p é
um inteiro, pelo que 2| n.

<) Admitamos que 2|n e 3|n. Como 2|n, existe um inteiro p tal que n = 2p. Atendendo a
que 3| n, existe um inteiro q tal que n = 3q. Entdo

n = 3n —2n = 3(2p) — 2(3¢) = 6p — 6¢ = 6(p — q),

onde p — q é um inteiro. Portanto, 6|n. O



Prova direta de uma negacao
Na prova de —p, assume-se p e procura-se uma contradicao.

Exemplo 1.40. Proposicdo: Ndo existem nidmeros naturais n e m tais que 2n + 4m = 17.

Demonstracdo: Pretende-se provar uma afirmacdo do tipo —p, onde p representa a proposicdo
“Existem numeros naturais n e m tais que 2n + 4m = 17.”. Para tal, admitamos p, isto ¢,
suponhamos que existem niimeros naturais n. e m tais que 2n + 4m = 17. Ent3o,

17 =2n+ 4m = 2(n + 2m),

pelo que 17 € divisivel por 2, o que contradiz o facto de 17 ser um nidmero impar.
Assim, ndo existem niimeros naturais n e m tais que 2n + 4m = 17. [

Como ja foi referido anteriormente, em certos casos a prova direta n3o é simples e pode
mesmo n3o ser possivel. Nestes casos, pode tornar-se mais simples optar por uma prova
indireta.

Prova indireta por contradicao ou reducao ao absurdo
Para provar uma afirma¢do p assume-se —p e procura-se uma contradigdo.

No exemplo que se segue apresenta-se uma prova indireta recorrendo a prova por reducdo
ao absurdo.

Exemplo 1.41. Proposicdo: Existe um ndmero infinito de ndmeros primos.

Demonstracdo: No sentido de provarmos por contradicio este resultado, admitamos que existe
um numero finito de ndmeros primos, digamos p1, p2, ..., pn, comn € N. Considere-se, agora,
o numero

r=pip2...pn+ 1.

E Sbvio que o nimero x n3o € divisivel por nenhum dos nimeros primos p1, p2, . .., pyn (pois o
resto da divisdo é sempre 1). Logo x é um numero primo, o que contradiz a hipdtese inicial de
que existem apenas n numeros primos. Entdo a hipcétese inicial estd errada e, portanto, existe
um ndmero infinito de nimeros primos. [

Muitas proposicdes matemdticas sdo enunciadas na forma de uma implicacdo. Outras
proposicdes n3o sdo enunciadas nesta forma, mas podem ser escritas na forma p — ¢, pelo
que a sua prova pode passar pela demonstracdo de uma implicacdo. Por estes motivos, é
conveniente conhecer e estudar diversos métodos de prova indireta para uma implicacao.

A prova de p — ¢ pode ser feita por contradicdo. Note-se que p — ¢ é logicamente
equivalente a —p V ¢, pelo que —(p — q) é logicamente equivalente a p A —q.

Prova indireta de uma implicacao por reducao ao absurdo
Na prova de p — g por reducdo ao absurdo assume-se p A =g e procura-se uma contradi¢do.



Exemplo 1.42. Proposicdo: Se a e b sdo inteiros, entio a®> — 4b # 2.

Demonstracdo: Pretendemos provar uma proposicdo do tipo p — q, onde p representa a
afirmacdo “a e b sdo niimeros inteiros.” e q representa a afirmacdo ‘a® — 4b # 2”. A prova
segue por reducdo ao absurdo. Nesse sentido, admitamos p N\ —q, isto €, suponhamos que a e
b sdo inteiros e que a® — 4b = 2. Entdo

a® =2+ 4b =2(1 + 2b)

e, portanto, a® é par. Como o quadrado de qualquer inteiro impar é um inteiro impar, entdo
a € par. Logo a = 2c, para algum inteiro c. Substituindo a por 2c em a® — 4b = 2, obtemos
4c¢?> — 4b = 2, donde resulta a contradicdo 2(c?> — b) = 1, uma vez que 1 ndo é par. A
contradic3o resultou de admitirmos que existem inteiros a e b tais que a®> — 4b = 2. Logo, se
a e b sdo inteiros, tem-se a®> — 4b # 2. O

Atendendo a que p — ¢ é logicamente equivalente a =¢ — —p, a demonstra¢do da primeira
implicacdo pode ser feita, indiretamente, apresentando uma prova de g — —p.

Prova indireta de uma implicacao por contraposicao ou por contrarreciproco
Por forma a provar p — ¢, assume-se —¢ e procura-se uma prova de —p.

Exemplo 1.43. Proposicdo: Sejam a e b niimeros reais. Se a+b e ab sdo ndmeros irracionais,
entdo a ou b € um numero irracional.

Sejam a e b ndmeros reais. Representando por p a afirmacdo “a + b e ab sdo niimeros
irracionais.” e por q a afirmacdo ‘a ou b é um ndmero irracional.”, pretende-se provar a
afirmagdo representada por p — q.

No sentido de fazer a prova de p — q por contraposicdo, admitamos —q, isto € admitamos
que a e b sdo nimeros raciona’is.

Um ndmero real x diz-se um nimero racional se existem um niumero inteiro s € um ndmero

inteiro ndo nulo t tais que a = 3. Um nimero real que nao seja racional diz-se um nimero
irracional.

Assim, se a e b sdo nimeros racionais, existem inteiros m,n, s,t tais quet #0, n #0, a = £

t
eb= % Assim,
a+ b= onde sn 4 tm e nt sdo inteiros e nt # 0,

nt

ab = 7%, onde sm e nt sdo inteiros e nt # 0.

Logo a + b e ab sdo nidmeros racionais e, portanto, tem-se —p.

Uma vez que ambas as férmulas —p — ¢ e =q¢ — p sdo logicamente equivalentes a p V ¢,
a prova da disjun¢do de p e g pode passar pela prova de —=p — ¢ ou de ~q — p.

Prova indireta de uma disjuncao
Assume-se —p e procura-se uma prova de g ou, analogamente, assume-se —q e procura-se uma
prova de p.



Note-se que se p e g sdo proposicOes, entdo p V q é logicamente equivalente a -p — g e a
-q —D.

Exemplo 1.44. Proposicdo: Dados dois niimeros reais x e y tais que xy = 0, temos © = 0
ouy=0.

Demonstracdo: Pretendemos mostrar que x = 0 ou y = 0, assumindo que x e y sdo nimeros
reais tais que xy = 0. Iremos demonstrar esta disjuncdo recorrendo a uma prova indireta.
Nesse sentido, comegcamos por supor que x # 0 e procuramos concluir que y = 0. Sendo x
um numero real ndo nulo, entdo % € um ndmero real. Logo,

1 1 1
xyzO@—(wy)z—-O@(—-x)yzO@l-yzO@yzO.D
x x x

Prova de uma proposicao com quantificador universal

Na prova direta de uma proposi¢do do tipo V, p(x), admitimos que a varidvel a representa
um elemento arbitrdrio do universo de quantificacdo da varidvel = e mostramos que p(a) é
verdadeira.

Exemplo 1.45. Proposicio: Para todo o niimero natural n, se n > 2 entdo n®+5n+2 > 16.

Demonstracdo: Pretendemos mostrar que ¥ynen (n > 2 — n?4-5n-+2 > 16). Admitamos que a
representa um valor arbitrario em N e procuremos mostrar que se a > 2, entdo a®+5a+2 > 16.
Ora, assumindo que a > 2, tem-se a? >4 e5a>10 e, portanto, a?+5a+2>16. 0

Na prova direta de uma proposi¢do do tipo V., p(z) e no caso em que o universo de
quantificacdo de x é um conjunto finito U, pode-se optar por uma prova por exaustao,
testando individualmente, para cada a € U, se p(a) é verdadeira.

Prova de uma proposicao com quantificador existencial
Numa prova direta de uma proposi¢do do tipo 3, p(z) é necessério exibir um elemento a do
universo de quantificagdo da varidvel = tal que p(a) seja verdade.

O tipo de prova referido anteriormente diz-se uma prova construtiva.

Exemplo 1.46. Proposicdo: Existe um niimero natural n tal que 2n? — 5n + 2 é um niimero
primo.

Demonstracdo: Pretendemos mostrar que J,cn (2n? — 5n + 2 é um niimero primo). Consi-
derando a = 3 tem-se 2 x 3> =5 x 342 =5 e 5 é primo. Logo a proposicio

Fnen (202 — 51 + 2 € um nimero primo)

€ verdadeira. [



Em certos casos a prova construtiva n3o é simples ou n3o é possivel e nestes casos pode-se
optar por uma prova indireta por contradicdo - neste caso a prova diz-se nao construtiva.

Prova de existéncia e unicidade
A prova de afirmacdes do tipo 3% p(x) pode ser dividida em duas partes:

prova de existéncia - prova-se que existe, pelo menos, um elemento a do universo de
quantificagdo de x tal que p(a) é verdade;

prova de unicidade - supde-se que a e b sdo dois elementos do universo de quantificacdo
tais que p(a) e p(b) sdo verdadeiras e mostra-se que a = b.

Exemplo 1.47. Proposicdo: Existe um elemento neutro para a multiplicacio em R e esse
elemento € dnico.

Demonstracdo: Pretendemos mostrar que ElieR VieR TU = ux = .

Prova de existéncia: Consideremos u = 1 € R. Pretendemos mostrar que ¥V cr U = uxr = .
Ora, dado = € R,
zu=zXxl=x=1Xxax=ux.

Prova de unicidade: Suponhamos que u' € R é elemento neutro para a multiplicacdo. Ent3o,
1=1xu.

Por outro lado, 1 é elemento neutro para a multiplicacdo e, portanto,
w=1xq.

Logo, v/ =1. O

Prova de falsidade por contra-exemplo

A prova de falsidade de uma proposi¢do do tipo V., p(x) passa por mostrar que existe um

elemento a do universo de quantificagdo tal que p(a) é falsa. Neste caso, diz-se que o elemento
a é um contra-exemplo para a proposicdo V, p(x).

Exemplo 1.48. Mostremos a falsidade da proposicao
“Para todo o niimero natural primo n, 2" — 1 é primo.”

Demonstraco: Esta proposicdo € da forma V¥ cn p(x), onde p(x) € o predicado “x é um nimero
primo”. Assim, para mostrar que esta proposicdo € falsa, basta mostrar que a proposicio
Jzeny —p(x) € verdadeira. Ora, considerando o nimero natural 11, 11 é um nidmero primo
e 211 — 1 n3o é primo, pois 21* — 1 = 2047 = 23 x 89. Logo, o nimero natural 11 é um
contraexemplo para a proposicdo indicada. [J



